8. НЕПАРАМЕТРИЧНІ МЕТОДИ ОБРОБКИ ДАНИХ

            Робастні методи засновані на досить загальних моделях, які все ж таки залишаються параметричними. На відміну від них непараметричні методи не передбачають використання будь-якого параметричного сімейства; для них клас можливих розподілів дуже широкий — зазвичай включає всі безперервні функції розподілу. Непараметричні методи статистики базуються на ширших і менш обмежувальних властивостях розподілу ймовірностей: статистичну незалежність розподілів, їх безперервність; іноді – на ту чи іншу симетрію розподілів і становлять сформовану систему обробки даних, яка за своїми можливостями можна порівняти з класичною теорією (заснованою на Гауссівському розподілі).

   Непараметричні методи мають деякі переваги в порівнянні з класичними методами: мають ширшу область застосування, менш чутливі до спотворень даних і впливу промахів (у цьому вони близькі до робастних методів), часто вони простіше, ніж відповідні класичні методи.

             При зіставленні двох груп методів слід зазначити, що параметричні методи використовують переважно для оцінки параметрів та перевірки їхньої значущості. Непараметричні методи застосовують для різноманітних завдань перевірки гіпотез, не пов'язаних з певними параметрами. При цьому як центр розподілу доцільно приймати медіану, а не математичне очікування. Непараметричними методами можна також оцінювати медіану або інші квантили розподілу.

  При обробці даних часто виникає необхідність перевірки гіпотези однорідності кількох груп даних, тобто. рівності функцій розподілу вибірок Іноді буває необхідно перевірити збіг центрів розподілів (медіан) або однакове розсіювання кількох вибірок. Можна також перевірити певні властивості однієї вибірки, наприклад, відповідність її заданої функції розподілу, гіпотези про
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симетрії, незалежності та однаковому розподілі (однорідності) членів

вибірки. Усі ці гіпотези можна перевірити за допомогою непараметричних критеріїв. 
Більшість непараметричних методів засновано на варіаційному ряді, який виходить, якщо члени вихідної вибірки розташувати в порядку зростання: x'1 ( x'2 ( ... ( x'n. Тоді як оцінку центру розподілу приймають вибіркову медіану (7.3), тобто середнє значення ряду, а довірчий інтервал, що характеризує точність цієї оцінки, при довірчій ймовірності γ,   має вигляд  (x'u, x'v),  де:

 u — найбільше ціле число, менше 
[image: image48.wmf][

]

(

)

[

]

(8.8)

        

          

/

1

/

2

2

96

.

1

2

05

,

0

n

n

n

u

u

u

u

u

u

R

-

-

±

»

-

+

-

+

-

+

±

 
 v — найменше ціле число, більше 
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         xγ  — квантиль стандартного гаусівського розподілу.

           Наприклад,  при  n =100,  γ = 0,95  маємо
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Отже, довірчий інтервал для медіани при γ = 0,95 дорівнює  (x'41, x'61).
         8.1. Критерій Пірсона (2 
Для перевірки однорідності довільного числа вибірок L більше чи дорівнює 2 часто застосовують критерій Пірсона (2.  Для кожної виборки xj1, ...,xjn, j = 1, .... L, роблять розбиття на класи за деякою ознакою або угруповання за системою з r інтервалів. Розподіл даних за класами зазвичай подають у вигляді таблиці однорідності (табл.8.1).
        В таблиці через nij позначено число даніх з j-й виборки, попавших в
 i -й клас,   
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 — загальна кількість даних, що потрапили в i-й класс,  nj -
объем j-ой виборки, 
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  -  загальна кількість даних.  Якщо виконується
угруповання, то рекомендується приймати інтервали рівної довжини, причому за N = 100….200 число інтервалів r = 8.. .12, за N = 200. .. 500 — r = 10.. .15. Доцільно застосовувати критерій, якщо загальна кількість даних N > 40, а класи даних — не дуже вузькі:  njn'i / N  =  n(ij ( 5. 

         Статистика (2 має вигляд
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                                                                                               Таблица 8.1
	   Класи  

   (інтервали) 
	
	    Виборки 
	Суми
по классам 

	
	
	1            j            L 
	

	   1 
	
	n11  ...  n1j   ... njL 
	   n'1

	   i 
	
	   ni1    ...  nij    ...  niL
	   n'i

	   r 
	
	nr1   ...    nrj    ...  nrL
	   n'r



	Объем виборок
	
	  n1   ......  nj   .....   nL
	   N


        Порівнянні вибірки вважаються однорідними, якщо (2 < (2р, де (2р  — квантиль (2  розподілу з k = (r— 1) (L — 1) степенями свободи.

        При перевірці однорідності двох груп обсягів n1 та n2, статистика (2  обчислюється за формулою
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при цьому кількість ступенів свободи k = г— 1.
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          Критерій   (2 можна використовувати також для перевірки згоди вибо-

рочного розподілу з теоретичним. При цьому також виконують групування по інтервалах. Вибіркові частоти потрапляння в інтервали ni порівнюють з очікуваними згідно з теоретичним розподілом частотами: n(i = nh((xi),   де h -  довжина  інтервалу; ((xi)  - значення щільності розподілу в центрі i-ro інтервалу.
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         Статистика c2 обчислюється за формулою

            Якщо теоретичне розподіл було повністю задано, число ступенів свободи k = г—1; якщо за вибіркою оцінювалися його параметри, то k = г - f – 1 (зокрема, для нормального розподілу k = r - 3). Вважають, що вибірка відповідає заданому розподілу, якщо (2 < (2p,   де  (2p  —  квантіль    (2 – розподілу  з  k ст. свободы.

8.2. Критерій Колмогорова - Смирнова

  Для перевірки однорідності двох вибірок із безперервними функціями

розподілів використовується критерій Колмогорова - Смирнова, який ґрунтується на порівнянні емпіричних функцій розподілів.

       Пусть F1n(x) - эм​пирическая функция распределения случайной величины X, построенная по выборке x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn и F2n(x) - эм​пирическая функция распределения случайной величины Y, построенная по выборке  y1 ≤ y2 ≤ … ≤ yn : 
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і обчислюють відстані між ними:
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Для цих статистик відомі асимптотичні розподіли.

    Обчислені значення 
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Наведені в табл. 8.2 .          

                                                                                                  Таблица 8.2                                                       

	  
	                       Уровень значимости q

	
	     0,01
	    0,025
	     0,05
	     0,10
	    0,15
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	   1,518
	    1,358

	    1,224
	   1,073
	   0,973

	   
[image: image17.wmf])

(

~

q

D

n


	   1,628
	    1,480
	    1,358
	   1,224
	   1,138 


     При 
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 гіпотеза згоди про однорідність двох вибірок лише на рівні значимості q відхиляється.

      При використанні критерію Колмогорова - Смирнова корисно також викреслити графіки емпіричних функцій F1n і F2n, які дозволяють виявити особливості вибірок.

     До гідності критерію Колмогорова - Смирнова та йому подібних можна віднести те, що вони заможні проти всіх альтернатив, тобто. якщо справжнє розподіле-

лення вибірки відрізняється від гіпотетичного, то при досить великому спостереженні

ні n за допомогою цього критерію така відмінність буде виявлено.

     При порівнянні критерію Колмогорова - Смирнова з c2-критерієм видно, що він є інтегральним і порівнює функції розподілів в цілому, а c2-критерій краще враховує ухилення в інтервалах угруповання та застосовується для
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дискретних розподілів чи групованих вибірок. Таким чином, ці

критерії виявляють різного роду відхилення від однорідності. Якщо хоча б один критерій відкидає гіпотезу однорідності, вважати групи однорідними не можна.

    8.3. Критерії знаків та серій

  При попередньому аналізі даних можна застосовувати прості непараметричні критерії однорідності - критерії знаків та серій. Зазвичай вони застосовуються для порівняння двох паралельних вибірок або парних спостережень: х1, ..., хn і y1, ... ..., уn. У критерії знаків обчислюють попарні різниці: zi = xi - yi, i = l, ..., n, і підраховують число позитивних

різниць u+. Гіпотеза однорідності приймається, якщо виконано умову
               rq < u+ < n  -  rq,

где критические значения гq(n) для уровня значимо​сти q = 0,05 при п < 50 находят

по табл. 8.3,
                                                                                                             Таблица  8.3
	n 
	6.. .8 
	9.. .11 
	12...14 
	15.. .16 
	17.. .19 
	20. ..22 

	rq 
	0 
	1 
	2 
	3 
	4 
	5 

	n 
	25.. .28 
	30...33 
	35... 37 
	40...42 
	44.. .47 
	49 

	rq 
	7...8 
	9...10 
	11... 12 
	13...14 
	15...16 
	17 
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 а при n ( 50 вычисляют по формуле

          Для q=0,01 величина cq=1.2879, для q=0,05 cq=0.98 и для q=0,1 cq=0.8224. 
          Критерий знаков можно применять и при одной выборке для проверки того, что медиана распределе​ния имеет заданное значение а;   в этом случае рас​сматривают  разности  zi  = xi - а В частности, при а = 0 проверяют гипотезу 
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симметрии выборочного распределения.
[image: image39.wmf]   В критерии серий используется статистика R, рав​ная общему числу серий в последовательности остат​ков (разностей) z1, . . . , zn  (серией называется часть последовательности, содержащая члены одного зна​ка). Гипотеза однородности выборок принимается, если выполнено условие 
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           Критические   значения   Rq(     при   п < 40   находят (для   случая   u+ = u- = n/2)   по   табл.  8.4,   
                                                                                                                        Таблица 8.4
	n/2 
	5 
	6 
	7 
	8 
	9 
	10 
	11
	12 
	13 
	14 
	 15 
	 16 
	 18
	20 

	Rq- 
	2 
	3 
	3 
	4
4 
	5 
	6
6 
	7 
	7
7 
	 8
8 
	 9
9 
	 10 
	 11 
	 12 
	14 

	Rq+ 
	9 
	10 
	12 
	13 
	14 
	15 
	16 
	18 
	19 
	 20 
	 21 
	 22 
	 25 
	27 


[image: image42.wmf]а   при n > 40 вычисляют по формуле
         Мощность критериев знаков и серий ограничена и составляет примерно 2/3 мощности критерия Стьюдента.
8.4. Ранговые крите​рии Манна – Уитни и Вилкоксона  

   Ранговые критерии основываются на последовательности рангов выборочных значений случайных величин. При этом рассматриваются не сами выборочные значения, а их ранги, определяемые порядковым номером элемента выборки в об​щем ряду, упорядоченном по возрастанию. Например, в упорядоченной выборке

x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn  выборочное значение xi заменяется рангом R = i [21].
Достаточно эффективными критериями проверки равенства двух функций распределения выборок являются крите​рии Манна – Уитни и Вилкоксона. Пусть
130

x1, …,хn и  y1, …, ym — упорядоченные по возрастанию выборки. Для проверки гипотезы сдвига Манн и Уитни предложили ранговый критерий, основанный на статистике
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Здесь U — точное число пар значений хi  и уj, для которых xi < yj.

    Если U1(p) ≤ U ≤ U2(p), гипотеза о равенстве двух функций распределения выборок с достверностью p отклоняется.  Крити​ческие значения U1(p)  и  U2(p)  приведенны в Приложении 10.

     С U-статистикой Манна-Уитни связана статистика Вилкоксона, определя​емая суммой рангов элементов одной выборки (предположим, хi объема n) в общей упорядоченной последовательности элементов совместной выборки объема (n + m):
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При n,m > 20 применима аппроксимация
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    Статистика W аппроксимируется нормальным распределением, и гипотеза о равенстве двух функций распределения  отклоняется с достоверностью p, если |W|  > 
[image: image25.wmf]2
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 . Здесь uγ —  квантиль стандартного нормального распределения (Приложение 11) .
    Если в двух сравниваемых выборках есть совпадающие значения, то им реко​мендуется приписывать средние ранги (среднеарифметическое для каждой серии последовательных рангов). При этом в знаменателе статистики следует использо​вать величину
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где k общее число групп совпадающих величин;  ti — число совпавших величин в i-ой группе (следует помнить, что совпадения учитываются только тогда, когда совпавшие величины принадлежат различным выборкам, т. е. совпадения, целиком состоящие из элементов одной и той же выборки, на величину W не влияют).
   Одним из вариантов применения рассмотренного критерия является  ранговый критерий Вилкоксона. Его статистика строится следующим образом. Для двух выборок х и y одинакового объема n строится ряд разностей |xi –yi|, который затем ранжируется по возрастанию.

   В упорядоченном ряду значений |xi –yi| находится сумма рангов Т величин 
zi = xi –yi  > 0. Гипотеза сдвига отклоняется, если Т1(p)  ≤  Т ≤ Т2(p), где Т1(p) и Т2(p) - критические значения  статистики Т знакового рангового критерия Вилкок-сона (c доверительной вероятностью p), приведенные в табл. 8.5.
                                                                                                        Т а б л и ц а  8.5
	n
	p
	n
	p
	n
	p

	
	    0.90
0,90
	0,95


	
	0,90
	0,95


	
	0,90
	0,95

	
	  Т1
Г]
	  Т2
За
	Т1
	 Т2

	
	Т1
	Т2
	 Т1
	  Т2
	
	Т1
	Т2
	Т1
	Т2

	6
	2
	19
	0
	21
	13
	22
	69
	18
	73
	20
	61
	149
	53
	157

	7
	4
	24
	3
	25
	14
	26
	79
	22
	83
	22
	76
	177
	66
	187

	8
	6
	30
	4
	32
	15
	31
	89
	26
	94
	24
	92
	208
	82
	218

	9
	9
	36
	6
	39
	16
	36
	100
	30
	106
	26
	111
	240
	99
	252

	10
	11
	44
	9
	46
	17
	42
	111
	35
	118
	28
	131
	275
	117
	289

	11
	14
	51
	11
	55
	18
	48
	123
	41
	130
	30
	152
	313
	138
	327

	12
	18
	60
	14
	64
	19
	54
	136
	47
	143
	32
	176
	353
	160
	368


При n ≥ 20 применимо приближение
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     При |Т*| < 
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 гипотеза сдвига отклоняется (см. Прил. 11).
      Непараметрические критерии согласия можно сравнивать по эффективности (мощности) с параметрическим критерием Стьюдента для проверки равенства средних значений двух гауссовских выборок с одинаковыми дисперсиями. Оказывается, что при гауссовском распределении критерий Стьюдента нез-начительно мощнее, чем  критерий  Вилкоксона (менее чем на 0,5%), но послед​ний оказывается гораздо мощнее при отклонениях от гауссовского распределения.
8.5. Ранговый критерий Сижела — Тьюки
Для проверки одинакового рассеяния двух вы​борок можно использовать
ранговый критерий Сижела — Тьюки. Суть  метода сводится к преобразованию первичной упорядоченной объединенной выборки, со​стоящей из n + m значений xi и yi, при m ≤ n,  по следующему правилу: Пусть x1  (  x2  (  ...  ( xn+m  — первичная объединенная выборка. Из нее получаем новую последовательность вида

                        x1, xn+m, xn+m-1, x2, x3, xn+m-2, xn+m-3, x4, x5, …                                          (8.14)
т.е. оставшийся ряд „переворачивается" каждый раз после приписывания рангов паре крайних значений.

        Далее проверка гипотезы об одинаковом рассеянии  двух выборок аналогична проверке гипотезы равенства двух функций распределения выборок в новой последовательности с описанным правилом нумерации рангов.

        Если использовать в качестве критерия проверки нулевой гипотезы сумму
рангов элементов выборки меньшего объема в  последовательности (8.14),
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 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]                                                            (8.15)
то  гипотеза об однородности выборок принимается, если выполняется условие

                                        R1(p) < R < R2(p) ,                                                        (8.16)
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где  R1(p) и  R2(p) – критические значения, которые могут быть получены с помощью таблицы Прил. 10. крите​рия Манна-Уитни. Для этого необходимо из Прил.11 найти U1 и U2 для заданных p, m и n и затем вычислить
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf] 
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[image: image34.wmf]    (8.17)

Здесь m — объем меньшей выборки.

        При n, m > 10 справедлива аппроксимация
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      Если W > 
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  (см. Прил.11),  гипотеза об однородности выборок принимает-ся с достоверностью p.
   Если сопоставить два ранговых критерия, Манна-Уитни и Сиджела - Тьюки, то очевидно различие в правилах приписы​вания рангов. При различии средних весь набор значений xi будет сдвинут в целом относительно набора yi и потому ранги ri будут либо все малы, либо все велики. При различии диспер​сий все значения xi либо будут сильно сконцентрированы в центре общего вариационного ряда (и тогда их ранги большие), либо будут сильно разбросаны по краям ряда (тогда их ранги малы). Оба ранговых критерия в совокупности дают достаточно полную проверку однородности  выборок. 
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