[bookmark: _GoBack]3.14.1.Основні поняття теорії планування експериментів



    Теорія планування експериментів виникла як розділ математичної статистики, і тому її термінологія відрізняється від термінології керування. Під об’єктом планування розуміється багатополюсник з  керуємими входами Вигляд (структура) оператора  вже відома після етапу структурного синтезу моделі. Він має стохастичну структуру вигляду :



де  - деяка завада з відомими характеристиками.




    Для вирішення задачі планування експериментів необхідно організувати таку зміну входів  об’єкта, щоб можна було ефективно визначити параметри  моделі і, якщо необхідно, відкоригувати структуру  моделі  Схема процесу планування експериментів показана на рис. 3.15.
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                                                Рис.3.15




    Як видно із рис.3.15, роль керуючого пристрою виконує процедура планування експериментів, у якій визначається, яким чином слід змінювати вхід  в процесі експерименту. Сам експеримент однозначно задається планом , що визначає перелік станів входу , який має реалізуватися в об’єкті. Так, для статичного об’єкту план має вигляд:




 де  й експеримент плану, тобто й стан входу  
    План повністю визначається так званою матрицею планування




    Для динамічного об’єкту планом є векторна функція часу  тобто залежність входу  від часу.

    Цілі планування, на основі яких створюється план експерименту , визначається ресурсом та критерієм планування.




    Ресурси планування  складаються із виділених на експеримент затрат Р (часу, матеріальних засобів, штатних одиниць і т. ін.), а також областей (зон) планування , що визначають межу змін входу  в процесі планування : 





    Таким чином,  Наприклад, об’єм плану, тобто число експериментів, які можна провести з об’єктом. При цьому гіперпаралелепіпед в просторі стану входу  де значення меж  повинні бути задані.
Критерії  планування



    Критерій планування визначає ефективність плану . Цей критерій залежить від плану  і структури моделі об’єкту: 


    Критерій планування має бути пов’язаним з характеристиками точності оцінки параметрів  моделі. Наприклад, це може бути сума або добуток дисперсій оцінок пошукємих параметрів або максимальна дисперсія і т. ін. Мінімізація такого критерію за допомогою плану  - основна процедура при плануванні експериментів. Виникають і багатокритеріальні задачі планування


    Для їх вирішення необхідна додаткова інформація про об’єкт, а основою такого вирішення є різноманітні компроміси поміж цими критеріями. Отримані плани мають назву компромісних планів.

    Запишемо вирази для дисперсій та коефіцієнтів кореляції параметрів моделі 




де  середнє значення параметра  (його оцінка);

  знак операції математичного сподівання.

    Записані характеристики об’єднуються так званою дисперсійною матрицею параметрів моделі 



    Для моделей об’єктів, які є лінійними відносно параметрів  тобто моделей вигляду



 дисперсійна матриця є зворотною інформаційній матриці Фішера, тобто  Це означає, що кожний елемент дисперсійної матриці дорівнює









де   алгебраїчні доповнення елемента  матриці , яке створюється із  викресленням ї стрічки та  го стовпчика і створенням добутку отриманого результату на 


   детермінант матриці ;


   дисперсія випадкової завади  що адитивно приєднується до виходу об’єкта.





    Таким чином, якщо відома матриця Фішера, то легко отримується дисперсійна матриця  а по ній можна сформулювати довільні критерії планування. Найбільш розповсюдженим є так званий критерій, який дорівнює детермінанту дисперсійної матриці  План, що мінімізує цей критерій, має назву оптимального плану. За критерій можна вибрати максимальну дисперсію   План, який мінімізує такий критерій, має назву Е – оптимального. Критерієм може бути сума дисперсій пошукуємих параметрів, тобто слід дисперсійної матриці

  
План, що мінімізує такий критерій, називається 
А – оптимальним. Існують і інші критерії планування експериментів.
    Якщо матриця Фішера Ф діагональна, то синтезовані оптимальні плани експериментів будуть ортогональними. При ортогональному плані дуже спрощується процедура обчислення параметрів С:

   


  де  були визначені раніше. При цьому знайдені оцінки параметрів моделі об’єкту не мають взаємних кореляцій, тому що при діагональності матриці Фішера маємо 


   3.14.2.оптимальне планування експериментів


    Задача оптимального планування записується 

    
    Вирішимо цю задачу для лінійного одномірного об’єкта з моделлю

   


При цьому  Введемо умовно початкову інформацію у вигляді деяких результатів експерименту з об’єктом   де 

 пошукуємий план експерименту. Підсумкова нев’язка виходів моделі і об’єкта

  

Виконаємо операцію мінімізації по пошукуємим параметрам :

  
Цю систему рівнянь приведемо до вигляду

   

де  
При цьому детермінант інформаційної матриці записується

   

    За визначенням  оптимального плану маємо

    

де  








    Таким чином, задача полягає у тому, що необхідно вибрати такі  чисел   у середині відрізку , тобто   які максимізували б квадратну форму    Ця форма є дисперсією точок плану  . Максимізація дисперсії  точок на відрізку вимагає, щоб вони були розташовані на кінцях цього відрізку, при цьому половина на одному, а половина на другому кінці. Тоді пошукуємий оптимальний план дорівнює

     
або

     

    В даному випадку інформаційна матриця не діагональна, тому план неортогональний і отримані при цьому оцінки параметрів  корельовані

    


    Пошукуємий план  можна ортогоналізувати шляхом зміни системи координат таким способом, щоб отримати   При цьому дисперсійна матриця

      

стане діагональною. Введемо центральну систему координат для області планування 

     

Тоді при  

      

при  

      
    Тому

    

При цьому  оптимальний план запишеться

   
де


      для парних та непарних 

   Таким чином, від вибору системи координат суттєво залежать кореляційні властивості пошукуємих параметрів. При центральній системі координат маємо  

       3.14.3.Дискримінуючі  плани

    Дискримінуючими планами називаються плани, які дозволяють вибирати одну із декількох гіпотез відносно структури зв’язку входу і виходу об’єкта, тобто структури моделі. Припустимо, що маємо конкуруючих структур (моделей)

    






де   вектор параметрів  ї моделі. Кількість параметрів   у різних моделей може бути різною. Якщо є деякий план, що становить  експериментів  та спостереження виходу об’єкту при реалізації цього плану  то вибір найкращої структури моделі пов’язаний з визначенням результативної нев’язки кожної моделі:

     
та вибором найменшої функції

      



що дає   найкращу структуру моделі. План  що забезпечує цю процедуру найкращим способом, називають оптимальним дискримінуючим планом (виконує розподіл структур). Для стохастичних об’єктів рішення про вибір структури з мінімальною нев’язкою  може бути помилковим. Тому задача синтезу оптимального дискримінуючого плану полягає у тому, що необхідно зробити мінімальною імовірність такої похибки, тобто прийняття рішення про вибір найкращої структури повинно мати найбільшу вирогідність, тобто 

      

де імовірність помилкового рішення,

     найкраща структура,

     найменша нев’язка.

    Ця імовірність залежить від дискримінуючого плану   Тоді оптимальний дискримінуючий план має мінімізувати цю імовірність :

      






Розглянемо можливі варіанти вирішення цієї задачі. Припустимо, що величини векторів параметрів  кожної структури відомі до рішення задачі і тому їх можна не ураховувати, тобто  Тоді для визначення дискримінуючого плану необхідно знайти положення   експериментів  та обчислити сумарні нев’язки в цих точках. Припустимо, що , тобто маємо дві моделі  Оптимальним вважається той дискримінуючий план, який розташовано в точці найбільшої різниці поміж існуючими моделями (рис.3.16)U
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                                                Рис.3.16

    Вибір такого плану еквівалентно вирішенню задачі   
    Таким чином, для визначення єдиної точки оптимального дискримінуючого плану досить вирішити задачу

    



Її рішення – точка  (див.рис.3.16) визначає пошукуємий план : всі   експериментів необхідно розмістити в цій точці, тобто  

    Зупинимося на випадку, коли одна із конкуруючих структур дійсно існує  Тоді вихід об’єкту має вигляд

     







де  випадкова завада експерименту, що є центрованим і нормально розподіленим випадковим процесом з дисперсією   При цьому результати усіх  експериментів   будуть концентруватися навколо значення   відповідно з розподілом завади . Визначимо нев’язки   Тоді отримуємо

     

Введемо позначення   Тоді отримуємо

      
Вибір однієї із моделей можна виконувати по знаку різниці

  



при цьому позитивна різниця визначає структуру , а від’ємна різниця – структуру  (числа  невід’ємні за визначенням). Таким чином

     
отримали правило прийняття рішення в задачі

     
або

     

    Далі знайдемо імовірність похибки, тобто імовірність прийняття невірного рішення при 

     
Остання формула означає імовірність того, що випадкова величина 

    



перебільшує   Якщо відомі імовірнісні властивості величини  то легко знайти і саму імовірність. Вона дорівнює заштрихованій площі під кривою щільності розподілу випадкової величини  (Рис.3.17)



Δ(U)
β













Рис.3.17

    Для нормального розподілу   можна записати 

     


де  функція Лапласа, яка є монотонно зростаючою. Із формули видно, що імовірність похибки при прийнятті рішення відносно вибору структури можна зменшувати при збільшенні числа експериментів  в точці U*, або різниці (U) між виходами моделей в тій же точці.





    В реальних задачах параметри Cj, j(1,p) моделей невідомі і тому водночас з дискримінацією необхідно вести оцінку цих параметрів. Для цього можна використовувати послідовне планування експериментів. Припустимо, що  і необхідно вирішити задачу дискримінації двох моделей   де вектори параметрів  невідомі. На му кроці дискримінації маємо параметри  для яких вирішуємо задачу синтезу плану дискримінації

    

Якщо відомо вихід об’єкту   то корегування вектору параметрів можна провести за допомогою адаптивної ідентифікації

    
Складові цієї формули були визначені раніше.

    Отримані таким чином нові значення параметрів дають можливість аналогічно визначити нову точку дискримінації  і т. д.
Рішення про вибір моделі приймають тоді, коли з’являється упевненість, що параметри моделей визначено вірно. У цьому випадку при

   


вибирають першу модель , а при зворотній нерівності – другу модель 
    Імовірність помилкового рішення оцінюється наближеною формулою

     
    Таким чином, три етапи синтезу структури і параметрів моделі закінчуються створенням моделі об’єкту керування, що необхідно для синтезу закону керування довільним складним об’єктом.

oleObject3.bin

oleObject54.bin

oleObject55.bin

image43.wmf
2

s

-


oleObject56.bin

image44.wmf
(),

t

x


oleObject57.bin

image45.wmf
,

C

D


oleObject58.bin

image46.wmf
D

-


oleObject59.bin

image4.wmf
(,)(),

YFXUt

x

=+


image47.wmf
det.

CC

KDD

==


oleObject60.bin

oleObject61.bin

image48.wmf
1,

.

max

i

ik

KD

Î

=


oleObject62.bin

image49.wmf
1

.

k

Cii

i

KtracDD

=

==

å


oleObject63.bin

image50.wmf
;1,,

ii

i

i

Cik

y

h

=Î


oleObject64.bin

image51.wmf
;

iii

yh


oleObject4.bin

oleObject65.bin

image52.wmf
0;()1,.

ij

Dijk

=¹Î


oleObject66.bin

oleObject67.bin

oleObject68.bin

image53.wmf
*

det().

max

D

U

UU

ÎW

F®Þ

%

%%


oleObject69.bin

image54.wmf
12

.

yccu

=+


oleObject70.bin

image55.wmf
1;2.

nlk

===


image5.wmf
()

t

x


oleObject71.bin

image56.wmf
,;1,,

ii

IuyiN

=Î


oleObject72.bin

image57.wmf
1

(,...,)

N

Uuu

=-

%


oleObject73.bin

image58.wmf
2

1212

1

(,)().

N

ii

i

Qccccuy

=

=+-

å


oleObject74.bin

image59.wmf
12

,

cc


oleObject75.bin

image60.wmf
12

1

1

12

1

2

2()0,

2()0.

N

ii

i

N

iii

i

Q

ccuy

c

Q

ccuyu

c

=

=

¶

=+-=

¶

¶

=+-×=

¶

å

å


oleObject5.bin

oleObject76.bin

image61.wmf
121

2

122

,

,

ccu

cucu

h

h

+×=

×+×=


oleObject77.bin

image62.wmf
22

11

12

11

11

;;

11

;.

NN

ii

ii

NN

iii

ii

uuuu

NN

yyu

NN

hh

==

==

==

==×

åå

åå


oleObject78.bin

image63.wmf
22

2

1

det()().

u

Uuu

uu

F==-

%


oleObject79.bin

oleObject80.bin

image64.wmf
12

22

,

[()];1,,

max

uu

uuiN

ÎW

-®Î


oleObject81.bin

image6.wmf
U


image65.wmf
:[,].

ab

W


oleObject82.bin

image66.wmf
N


oleObject83.bin

image67.wmf
,

i

u


oleObject84.bin

image68.wmf
[,]

ab


oleObject85.bin

image69.wmf
,

i

aub

££


oleObject86.bin

oleObject6.bin

image70.wmf
22

[()].

uu

-


oleObject87.bin

oleObject88.bin

oleObject89.bin

oleObject90.bin

image71.wmf
*

;,

2

;;

2

i

N

ai

u

N

bi

ì

£

ï

ï

=

í

ï

ï

î

>


oleObject91.bin

image72.wmf
*

(1)

,,

2

.

(1)

,

2

i

N

ai

u

N

bi

ì

£

ï

ï

=

í

ï

ï

î

m

m

>


oleObject92.bin

oleObject93.bin

image7.wmf
C


image73.wmf
2

12

11

22

12

2

22

()

;

()

.

()

uu

c

uu

u

c

uu

hh

h

hh

×-×

=-

-

×-

=

-


oleObject94.bin

image74.wmf
*

D

U

%


oleObject95.bin

image75.wmf
0.

u

=


oleObject96.bin

image76.wmf
2

1

C

uu

D

u

-

=

-


oleObject97.bin

image77.wmf
:

W


oleObject98.bin

oleObject7.bin

image78.wmf
2

.

ab

uu

baba

+

¢

=-+×

--


oleObject99.bin

image79.wmf
ua

=


oleObject100.bin

image80.wmf
2

1,

aba

u

ba

--+

¢

==-

-


oleObject101.bin

image81.wmf
ub

=


oleObject102.bin

image82.wmf
2

1.

abb

u

ba

--+

¢

==

-


oleObject103.bin

image8.wmf
St


image83.wmf
2

11

0;()1,

2

10

.

01

C

uu

D

-+

¢¢

===

=


oleObject104.bin

oleObject105.bin

image84.wmf
{

*

(1,...,1,1,...,1),

D

Nk

k

u

-

=--

%

14243


oleObject106.bin

image85.wmf
2

1

2

N

k

N

ì

ï

ï

=

í

+

ï

ï

î


oleObject107.bin

image86.wmf
.

N


oleObject108.bin

image87.wmf
1122

;.

cc

hh

==


oleObject8.bin

oleObject109.bin

image88.wmf
p


oleObject110.bin

image89.wmf
(,);1,,

jj

yfUCjp

=Î


oleObject111.bin

image90.wmf
1

(,...,)

jjkj

Ccc

=-


oleObject112.bin

oleObject113.bin

image91.wmf
j

k


oleObject114.bin

image9.wmf
(.).

F


oleObject115.bin

image92.wmf
1)

(,...,,

N

UUU

=

%


oleObject116.bin

image93.wmf
1

(,...,),

N

yy


oleObject117.bin

image94.wmf
2

1

[(,)];1,,

N

jjiji

i

QfUCyjp

=

=-Î

å


oleObject118.bin

image95.wmf
1,

,

min

mj

jp

QQ

Î

=


oleObject119.bin

image96.wmf
m

f

-


oleObject9.bin

oleObject120.bin

image97.wmf
*

,

U

%


oleObject121.bin

image98.wmf
m

Q


oleObject122.bin

image99.wmf
*

min

Pr(/),

mm

ffQQ

b

===


oleObject123.bin

image100.wmf
b

-


oleObject124.bin

image101.wmf
*

f

-


oleObject10.bin

oleObject125.bin

image102.wmf
min

Q

-


oleObject126.bin

image103.wmf
:().

UU

bb

=

%%


oleObject127.bin

image104.wmf
*

().

min

U

UU

b

ÎW

®Þ

%

%%


oleObject128.bin

image105.wmf
;1,

j

Cjp

Î


oleObject129.bin

image106.wmf
(,)().

jjj

fUCfU

=


image10.wmf
U

%


oleObject130.bin

oleObject131.bin

image107.wmf
;1,,

i

UiN

Î


oleObject132.bin

image108.wmf
2

p

=


oleObject133.bin

image109.wmf
12

.

fif


oleObject134.bin

image110.wmf
().

min

U

U

b

ÎW

®

%

%


oleObject135.bin

oleObject11.bin

image111.wmf
2*

12

[()()].

min

U

fUfUU

ÎW

-®Þ

%

%


oleObject136.bin

image112.wmf
*

U

%


oleObject137.bin

oleObject138.bin

image113.wmf
*

;1,.

i

UUiN

=Î

%%


oleObject139.bin

image114.wmf
1

.

OK

ff

=


oleObject140.bin

image115.wmf
1

()(),

OK

yfUfU

e

==+


oleObject12.bin

oleObject141.bin

image116.wmf
e

-


oleObject142.bin

image117.wmf
2

.

s


oleObject143.bin

oleObject144.bin

image118.wmf
,1,

i

yiN

Î


oleObject145.bin

image119.wmf
1

()

fU


oleObject146.bin

image11.wmf
1

,...,,

N

UUU

=

%


oleObject147.bin

image120.wmf
;1,2.

i

Qi

Î


oleObject148.bin

image121.wmf
2

1

1

2

221

1

,

[()()].

N

i

i

N

iii

i

Q

QfUfU

e

e

=

=

=

=--

å

å


oleObject149.bin

image122.wmf
21

()()().

UfUfU

D=-


oleObject150.bin

image123.wmf
22

2

11

()2().

NN

ii

ii

QNUU

ee

==

=×D-D×+

åå


oleObject151.bin

image124.wmf
2

21

1

()()2(),

N

i

i

UQQNUU

de

=

=-=×D-D×

å


oleObject13.bin

oleObject152.bin

image125.wmf
1

f


oleObject153.bin

image126.wmf
2

f


oleObject154.bin

image127.wmf
;1,2

i

Qi

Î


oleObject155.bin

image128.wmf
1

2

,()0,

,()0,

m

fU

f

fU

d

d

ì

=

í

î

>

<


oleObject156.bin

image129.wmf
2

21

[()()],

max

U

fUfU

ÎW

-®

%


image12.wmf
i

Ui

--


oleObject157.bin

image130.wmf
().

min

U

U

b

ÎW

®


oleObject158.bin

image131.wmf
()0:

U

d

>


oleObject159.bin

image132.wmf
1

11

Pr[()].

2

N

i

i

U

N

be

=

=D

å

>


oleObject160.bin

image133.wmf
1

1

N

Ni

i

N

ee

=

=

å


oleObject161.bin

image134.wmf
1/2().

U

D


oleObject14.bin

oleObject162.bin

image135.wmf
2

:[]0;/,

N

NN

MDN

e

ees

==


oleObject163.bin

image136.wmf
N

e


oleObject164.bin

oleObject165.bin

image137.wmf
1()

[1()],

2

22

UN

b

s

D

=-F

×


oleObject166.bin

image138.wmf
(.)

F-


oleObject167.bin

image13.wmf
i

-


oleObject168.bin

oleObject169.bin

image139.wmf
1122

(,),(,),

fUCfUC


oleObject170.bin

image140.wmf
12

,

CC


oleObject171.bin

image141.wmf
(1)

i

+-


oleObject172.bin

image142.wmf
12

,,

ii

CC


oleObject173.bin

oleObject15.bin

image143.wmf
11221

(,)(,).

max

iii

U

fUCfUCU

+

ÎW

-®Þ


oleObject174.bin

image144.wmf
11

(),

OK

ii

yfU

++

=


oleObject175.bin

image145.wmf
,1,,1

,111,1,

;1,2

2()(,),

jijiji

jiiijiCiji

CCCj

CqCfUC

a

++

++++

=+DÎ

D=-××Ñ


oleObject176.bin

image146.wmf
2

i

U

+


oleObject177.bin

image147.wmf
22

1122

11

[(,)][(,)]

NN

iNiiNi

ii

fUCyfUCy

==

--

åå

<


oleObject178.bin

image14.wmf
1

(,...,);1,.

iimi

UuuiN

=Î


image148.wmf
1

(.)

f


oleObject179.bin

image149.wmf
2

(.).

f


oleObject180.bin

image150.wmf
1

1122

1(1),

1

[1()],

2

22

(,)(,).

N

i

i

i

i

iiNiN

fUCfUC

bb

b

s

=

@--

D

=-F

×

D=-

Õ


oleObject181.bin

oleObject16.bin

image15.wmf
1111

1

.

m

NNmN

Uuu

U

Uuu

==

L

%

MMMM

L


oleObject17.bin

image16.wmf
(),

UUt

=

%


oleObject18.bin

oleObject19.bin

oleObject20.bin

image17.wmf
R


oleObject21.bin

image18.wmf
W


oleObject22.bin

oleObject23.bin

image19.wmf
.

U

ÎW

%


oleObject24.bin

image20.wmf
,.

RP

=W


oleObject25.bin

image1.wmf
m


image21.wmf
PN

=-


oleObject26.bin

image22.wmf
:;1,

iii

aubim

W££Î-


oleObject27.bin

image23.wmf
,

U


oleObject28.bin

image24.wmf
(,)

ii

ab


oleObject29.bin

oleObject30.bin

oleObject31.bin

oleObject1.bin

image25.wmf
(,).

KKUF

=

%


oleObject32.bin

oleObject33.bin

oleObject34.bin

image26.wmf
(,)1,.

min;

ii

U

KKUFip

ÎW

=®Î

%

%


oleObject35.bin

image27.wmf
:

C


oleObject36.bin

image28.wmf
2

ˆ

[()];1,,

ˆˆ

[()()];,1,;,

iiii

ijiijj

DMCCik

DMCCCCijkij

=-Î

=-×-Î¹


oleObject37.bin

image2.wmf
1

(,...,).

m

Uuu

=


image29.wmf
ˆ

i

C

-


oleObject38.bin

image30.wmf
i

C


oleObject39.bin

image31.wmf
[.]

M

-


oleObject40.bin

oleObject41.bin

image32.wmf
111

1

.

k

C

kkk

DD

D

DD

=

L

LLL

L


oleObject42.bin

image33.wmf
,

C


oleObject2.bin

oleObject43.bin

image34.wmf
1

(,),

k

ii

i

ycXU

j

=

=×

å


oleObject44.bin

image35.wmf
21

.

C

D

s

-

=×F


oleObject45.bin

image36.wmf
2

;,1,,

ji

ij

Dijk

s

×F

=Î

F


oleObject46.bin

image37.wmf
ji

F-


oleObject47.bin

image38.wmf
ji

y


image3.wmf
(.)

F


oleObject48.bin

image39.wmf
F


oleObject49.bin

oleObject50.bin

image40.wmf
j

-


oleObject51.bin

oleObject52.bin

image41.wmf
(1);

ij

+

-


oleObject53.bin

image42.wmf
det

F=F-


