Лекція 1
Основні визначення. Методи планування експерименти. Види планів.

16 годин лекцій, 16 годин практик, 16 годин лабораторних, екзамен.
Курсова робота.
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1. Вступ
На початку ХХ століття з’явилися статистичні методи планування експерименту. Відкриття цієї ідеї належить англійському статистику Рональду Фішеру, який уперше показав доцільність одночасного варіювання всіма чинниками на противагу широко поширеному однофакторному експерименту. Потім з'явився новий напрямок у плануванні експерименту, пов'язаний з оптимізацією процесів – планування екстремального експерименту. Перша робота в цій галузі була опублікована в 1951 Боксом і Вілсоном в Англії. Ідея методу Бокса – Вілсона вкрай проста. Експериментатору пропонується ставити послідовні невеликі серії дослідів, у кожній із яких одночасно варіюються за певними правилами всі чинники. Серії організуються таким чином, щоб після математичної обробки попередньої можна вибрати умови проведення (тобто спланувати) наступну серію. Так послідовно, крок за кроком досягається область оптимуму.
Сучасна теорія планування експерименту склалася у 1960-х роках.
Застосування планування експерименту робить поведінку експериментатора цілеспрямованим та організованим, істотно сприяє підвищенню продуктивності його праці та надійності отриманих результатів. Важливою перевагою методу є його універсальність, придатність у величезній більшості областей дослідження, що цікавлять сучасну людину.
Завдання, на вирішення яких можна використовувати планування експерименту, надзвичайно різноманітні. Пошук оптимальних умов, побудова інтерполяційних формул, вибір істотних факторів, оцінка та уточнення констант теоретичних моделей (наприклад, кінетичних), вибір найбільш прийнятних з деякої множини гіпотез про механізм явищ, дослідження діаграм склад-властивість - ось приклади завдань, при вирішенні яких застосовується планування експерименту.

Послідовність вирішення задач на основі планування експерименту. 
Наукові дослідження. Проектування.
Планування експерименту.
Експериментальні дослідження.
Моделювання. Чорна скринька. Регресія.
Обробка результатів.
Прийняття рішень.

2. Постановка задачі планування експерименту
Планування експерименту – процедура вибору числа та умов проведення дослідів, необхідних та достатніх для вирішення задачі досліджень із заданою точністю.
При цьому суттєво наступне:
– прагнення до мінімізації загального числа дослідів;
– одночасне варіювання всіма змінними, що визначають процес, за спеціальними правилами - алгоритмами;
– використання математичного апарату, що формалізує багато дій експериментатора;
– вибір чіткої стратегії, що дозволяє приймати обґрунтовані рішення після кожної серії-експериментів.
Математична теорія планування експерименту. Планування експерименту - це процедура вибору числа та умов проведення дослідів, необхідних та достатніх для вирішення поставленого завдання з необхідною точністю. При цьому суттєво наступне прагнення до мінімізації загального числа дослідів.
Експеримент, який ставиться на вирішення завдань оптимізації, називається екстремальним. Завдання є екстремальним, якщо мета його полягає у пошуку екстремуму деякої функції. 
[image: ]
При вирішенні завдання використовуються математичні моделі об'єкта дослідження. Під математичною моделлю ми розуміємо рівняння, яке пов'язує параметр оптимізації з факторами:
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Планування експерименту дозволяє вирішувати такі завдання: відшукання екстремуму відгуку; визначення моделі об'єкта, дослідження механізму фізичного явища тощо.
Експериментально дослідити механізм явища означає визначити аналітичний вираз
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який досить точно описує невідому залежність (1) у межах області можливих значень факторів xi, що називається областю визначення факторів Ω. 
Для проведення експерименту необхідно мати можливість впливати на поведінку "чорної скриньки". Способи такого впливу X – фактори, входи "чорної скриньки". 
Кожен фактор може приймати у досліді одне з кількох значень. Такі значення називаються рівнями. Може виявитися, що фактор здатний набувати нескінченно багато значень (безперервний ряд). Однак на практиці точність, з якою встановлюється певне значення, не є безмежною. Тому ми маємо право вважати, що кожен фактор має певну кількість дискретних рівнів. Ця угода істотно полегшує побудову "чорної скриньки" та експерименту, а також спрощує оцінку їхньої складності.
Фіксований набір рівнів факторів (тобто встановлення кожного фактора на певний рівень) визначає один із можливих станів "чорної скриньки". Одночасно це є умови проведення одного з можливих дослідів. Якщо перебрати всі можливі набори станів, то ми отримаємо безліч різних станів даного "ящика". Одночасно це буде кількість можливих різноманітних дослідів.
Щоб дізнатися кількість різних станів, достатньо кількість рівнів факторів (якщо воно для всіх факторів однаково) звести до числа факторів. Перебір цих станів дуже великий. Тоді виникає запитання: скільки та яких дослідів треба включити до експерименту, щоб вирішити поставлене завдання. 
Виберемо деякі рівні для всіх факторів і за цих умов проведемо експеримент. Потім повторимо його кілька разів через нерівні проміжки часу та порівняємо значення параметра оптимізації. Розкид цих значень характеризує відтворюваність результатів. Якщо він не перевищує деякої наперед заданої величини (наших вимог до точності експерименту), то об'єкт задовольняє вимогу відтворюваності результатів, а якщо перевищує, то не задовольняє цю вимогу.
Область визначення двох факторів х1, х2 називається двофакторним простором, а експеримент двофакторним експериментом. Можуть бути також одно і багатофакторні експерименти. Експерименти, спрямовані на розкриття механізму досліджуваного явища та визначають аналітичну залежність, називають також інтерполяційними чи регресійними. Експерименти, що дозволяють знаходити екстремум відгуку в області визначення, називають екстремальними.
Як правило, точність вимірювання факторів повинна бути приблизно на порядок вищою, ніж точність вимірювання відгуку.
Фактори слід вибирати такими, щоб вони були незалежними. Якщо ж між деякими з них є функціональний або кореляційний зв'язок, то з них слід вибрати один фактор.

3. Основні визначення
Об'єкт — все, на що спрямована діяльність людини. Будь-який об'єкт дослідження є нескінченно складним і характеризується нескінченним числом станів і параметрів.
Процес — послідовна зміна станів об'єкту в часі, а також певна сукупність ряду послідовних дій, спрямованих на досягнення певного результату.
Система — множина взаємопов'язаних елементів, відокремлена від середовища і яка взаємодіє з ним, як ціле. Система має конкретну структуру і цілком конкретне цільове призначення.
Зовнішнє середовище — множина існуючих поза системою (об'єктом) елементів будь-якої природи, що впливають на систему (об'єкт) або знаходяться під її (його) впливом.
Дослідом називають однократне виконання усіх необхідних операцій для отримання одного експериментального результату. В результаті досліду отримують одне число або сукупність чисел, які характеризують декілька різнорідних даних . Дослід по суті — здійснення визначеного діяння на об'єкт і реєстрування одержаного результату. Дослід — це відтворення якого-небудь явища або спостереження за новим явищем у певних умовах з метою вивчення, дослідження.
Експериментом називають сукупність дослідів, об'єднаних однією системою їх постановки, взаємозв'язком результатів і способом їх обробки. В результаті експерименту отримують сукупність результатів, які допускають їхню сумісну обробку і зіставлення.
Фактором (чинником) називають умови, рушійну силу будь-якого процесу, явища. У нашому випадку фактор — незалежна змінна, яка може приймати в деякому інтервалі часу визначені значення.
Область експериментування — це сукупність запланованих значень факторів, яка охоплює деяку область гіперпростору. 
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Усі результати і висновки на їх основі з відомою точністю належать саме до цієї області гіперпростору факторів. Інтерполяція значень і висновків усередині області експериментування є допустимою. Екстраполяція результатів і висновків за межами області експериментування можлива, але гарантувати визначену точність при цьому не можна.
Обмеження факторів — це будь-які умови, які накладаються на можливість зміни факторів, вихідних показників, вхідних збуджуючих впливів, ресурсів і часу. Обмеження бувають принципові (умови фізичного здійснення), технічні, екологічні, економічні та умови техніки безпеки.
Цільова функція — функція, що зв'язує мету (змінну у, що оптимізується) з керованими змінними.
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Локальний екстремум — екстремум в деякому довільно малому околі (області) гіперпростору.
Глобальний екстремум — екстремум в усій розглядуваній області гіперпростору. Передбачається, що глобальний екстремум один, а локальних екстремумів може бути багато.
Регресія — форма зв'язку між випадковими величинами. Закон зміни математичного очікування однієї випадкової величини залежно від значень іншої. Розрізняють прямолінійну, криволінійну, ортогональну, параболічну та ін. регресії, а також лінію і поверхню регресії.
Апріорна інформація — це інформація, якою володіє дослідник до початку експерименту. Апріорна інформація дозволяє: сформулювати цільову функцію; вибрати номенклатуру факторів, центр експерименту (номінальні або початкові значення факторів), інтервали варіювання; методично правильно виконати збір інформації.
Точкові оцінки — числа, які використовують для характеристики результатів дослідів. При цьому використовують не тільки безпосередньо виміряні дані, але й при необхідності деякі розраховують. Найважливіші з них:
 — середнє арифметичне, або середнє;
 — середнє квадратичне відхилення ;
 — дисперсія — квадрат середнього квадратичного відхилення;
Похибка дослідів — це відхилення у результатах, які породжені усілякими відхиленнями умов дослідів від заданих.
Число ступенів свободи ƒ — кількість незалежних значень результатів дослідів, які використовуються для обчислення коефіцієнтів моделі, похибки відтворення, остаточної дисперсії тощо Чисельно ƒ дорівнює різниці між кількістю даних, що є, і обчисленими за цими даними показниками.
Похибка відтворення — це випадкова похибка, яка звичайно обчислюється у вигляді середнього квадратичного відхилення від середнього паралельних дослідів. Ця властивість зниження похибки широко використовується для підвищення точності результатів експерименту. Звичайно припускають, що похибка відтворення є результатом деякої неточності виконання усіх операцій досліду, у зв'язку з чим вона повинна бути розподілена за нормальним законом. Відповідно до нормального закону вважають, що в межах ±  міститься 68 % похибки усіх дослідів; в межах ± 2 – 95,5 % і в межах ± 3 — 99,7 % усіх похибок. При обмеженій кількості дослідів використовують розподіл Ст'юдента, що враховує можливі похибки у визначенні  i при малому числі даних. Таким чином, якщо задана довірча імовірність р (%) і відоме число ступенів свободи обчисленої похибки відтворення (звичайно f = k — 1), число дослідів k, можна знайти довірчі інтервали для похибки результатів.
Довірчі інтервали похибки результатів — це діапазон значень, в якому з прийнятою довірчою імовірністю може знаходитися конкретне значення похибки окремого досліду (або інших характеристик дослідів, напр., середніх результатів паралельних дослідів),
± Δyi = ±t ,
де ± Δyi — граничні значення похибок (максимальні позитивні і негативні) або довірчий інтервал; t — критерій Ст'юдента.

4. Підходи до планування експерименту, експериментальні плани
Підходи до планування експерименту:
– класичний, при якому по черзі змінюється кожен фактор до визначення часткового максимуму при постійних значеннях інших факторів,
– статистичний, де одночасно змінюють багато факторів.
Потрібно використання математичного апарата, який формалізує дії експериментатора та вибір чіткої стратегії, що дозволяє ухвалювати обґрунтовані рішення після кожної серії експериментів.
Застосування методів планування експерименту
Методи факторного аналізу. Область визначення двох факторів х1, х2 називається двофакторним простором, а експеримент двофакторним експериментом. Можуть бути також одно-і багатофакторні експерименти. Експерименти, спрямовані на розкриття механізму досліджуваного явища та визначають аналітичну залежність, називають також інтерполяційними чи регресійними. Експерименти, що дозволяють знаходити екстремум відгуку в області визначення, називають екстремальними.
Методи дисперсійного аналізу. Дуже важливо від початку планування експерименту визначити інтервал варіювання чинників, тобто. величини їх верхнього та нижнього значень. На вибір інтервалу, отже, і значення області ωk впливають кілька причин. Знизу значення інтервалу обмежено точністю виміру факторів. Інтервал варіювання кожного з факторів повинен приблизно перевищувати похибку їх вимірювання. Обмеження інтервалу зверху визначається умовою, щоб при переході від однієї області ωs до іншої ωs+1 вершини будь-якої області ωs не виходили б за межі факторного простору Ω. Максимальне значення інтервалу також обмежене областю визначення факторів.
Методи регресійного аналізу. Якщо кожному значенню незалежної змінної х відповідає певне значення, то між ними має місце детермінований зв'язок. Якщо ж між х і у існує зв'язок, але не цілком визначена, так що одному значенню х відповідає сукупність значень у вигляді статистичного ряду, то такий зв'язок називають регресійним, або кореляційним, тобто. Регресійні залежності характеризуються статистичним видом зв'язку. Експериментально встановити таку залежність можна шляхом проведення експерименту та використання регресійного аналізу. Модель процесу або об'єкта в цьому випадку є регресійним виразом (2), що зв'язує фактори з відгуком. Теоретично планування експерименту прагнуть представити моделі як кінцевої суми статечного ряду. Для одного фактора лінійна модель має вигляд – y = b0 + b1x, квадратична модель – у = b0 + b1x + b2x2 і т.д. Процедура обчислення коефіцієнтів регресії та становить основну частину регресійного аналізу.
Види планів експериментів.
Повним факторним називається такий експеримент, у якому реалізуються всі можливі комбінації (набори) рівнів факторів між собою. Варіювання n факторів двох рівнях дає 2n наборів, на трьох рівнях становить 3n наборів тощо. Якщо є n факторів, кожен з яких встановлюється на рівнях q, то для реалізації повного факторного експерименту потрібно виконати т = qn дослідів. При q > 2 різко зростає кількість наборів, а, отже, і дослідів у експерименті, тому такі плани використовуються надзвичайно рідко.
Зі збільшенням кількості факторів кількість дослідів у повному факторному експерименті швидко зростає. У цьому деякі досліди мають незначний впливом на загальний результат. Якщо модель об'єкта представлена лінійним поліномом, можна обчислення коефіцієнтів регресії істотно зменшити необхідну кількість дослідів, користуючись методом дробового факторного експерименту. Відповідно до цього методу використовується лише частина матриці повного факторного експерименту, наприклад 1/2, 1/4 – так звані напіврепліки або 1/4-репліки. Відповідно в стільки ж разів зменшується кількість дослідів, що проводяться.
Ортогональне планування експериментів – варіюють фактори тільки на двох рівнях. При цьому використання дробового факторного плану значно скорочує кількість необхідних експериментів.
Все це плани першого порядку – лінійні зміні та межи області факторів.
Якщо математична модель, отримана за методом повного і дробного факторного експерименту, виявляється неадекватною, то це означає, що дослідник знаходиться в області високої кривизни поверхні відгуку. Для складання математичних моделей, що описують область високої кривизни поверхні відгуку, використовуються плани другого порядку (ортогональное центральне композиційне планування і ротатабельное планування). Область експерименту описується кривими другого порядку. 
Бокс і Вілсон – метод крутого сходження (рух по градієнту), що дозволяє найкоротшим шляхом визначити координати екстремуму досліджуваного процесу. 

Оптимальні плани експерименту
Критерії оптимальності планів пов’язані з властивостями інформаційної і дисперсійної матриць. 
Дисперсійна матриця – це квадратна таблиця, що характеризує надійність, з якою визначено невідомі параметри. При цьому діагональні елементи матриці дозволяють будувати висновки про помилки в знаходженні параметрів, а недіагональні - про рівень кореляційного зв'язку між ними.
Плани можна формувати з використанням критеріїв оптимальності оцінок коефіцієнтів, наприклад, з мінімізацією узагальненої дисперсії коефіцієнтів. Це найточніше визначення  та ідентифікація коефіцієнтів регресійної моделі. Узагальнена дисперсія коефіцієнтів моделі визначається як дисперсія вектора коефіцієнтів, вона задається визначником дисперсійної матриці. Чим менше узагальнена дисперсія, тим менше визначник. Для ортогональних планів узагальнена дисперсія дорівнює добутку дисперсій коефіцієнтів моделі. Подібна оптимальність називається D-оптимальністю (за першою буквою слова Determinant – визначник).
При D-оптимальності точність визначення одного коефіцієнта може бути підвищена за рахунок зниження точності визначення інших. Якщо експериментатора не задовольняє ситуація, у якій він ризикує отримати деякі коефіцієнти з дуже великими дисперсіями оцінок, то він може застосувати інші критерії оптимальності. Наприклад, використати А-оптимальні плани (від слів Average value – середнє значення), для яких характерна мінімальна середня дисперсія оцінок коефіцієнтів. При цьому точність оцінок усіх коефіцієнтів буде однаковою. А-оптимальним планам відповідає мінімум сліду дисперсійної матриці, тобто мінімум суми діагональних елементів. Можна задатися вимогою, щоб дисперсії оцінок коефіцієнтів не були дуже великі. Цим вимогам відповідають
Е-оптимальні плани (від слів Eigen value – власне значення), у яких мінімізується максимальне власне число дисперсійної матриці. Використовують також інші критерії оптимальності планів. Серед критеріїв оптимальності планів, пов’язаних з прогнозними властивостями моделі, можна назвати G-критерій, який мінімізує максимальну дисперсію прогнозу. До планів, пов’язаних з прогнозними властивостями моделі, належать ротатабельні плани.
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