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12. Завод відправив на базу 5000 доброякісних виробів. Ймовірність того, 

що при перевезенні вироб зазнає пошкодження дорівнює 0,0002. Знайти 

середнє число пошкоджених виробів, що прибудуть на завод. 

13. У коробці є 4 чорні і 1 біла куля. Скласти закон розподілу числа 

виймань куль до появи білої кулі у двох випадках: а) після виймання кулю не 

повертають у коробку; б) повертають до коробки. Обчислити числові 

характеристики випадкових величин. 

14. Знайти середнє число помилок на сторінці рукопису, якщо 

ймовірність того, що сторінка містить хоча б одну помилку, дорівнює 0,95 

(число помилок розподілено за законом Пуассона). 

 

 

 

7. НЕПЕРЕРВНІ ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ 

 

 7.1. Інтегральна функція розподілу неперервної випадкової 

величини, її властивості 

 

Випадкову величину називають неперервною, якщо множина її 

можливих значень є проміжком, скінченим чи нескінченим. Задати неперервну 

випадкову величину таблично неможливо, тому застосовуються аналітичний та 

графічний способи.  

Інтегральна функція розподілу неперервної випадкової величини 

   xXPxF   є неперервною, диференційовною майже скрізь, за винятком 

можливо окремих ізольованих точок. До властивостей інтегральної функції, що 

були перелічені вище, приєднуються ще деякі властивості, а саме: 

1. Ймовірність того, що неперервна величина X  набуває якого-небудь 

значення 1x , дорівнює нулю:   01  xXP . 

2. Для неперервної випадкової величини X  при будь-яких a  й b , ba  , 

справджуються рівності:   

           aFbFbXaPbXaPbXaPbXaP  . 
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7.2. Щільність розподілу неперервної випадкової величини 

 

Оскільки інтегральна функція неперервної величини є диференційовною 

функцією, можна розглядати її похідну, яку позначають  xf  і називають 

щільністю розподілу неперервної величини: 

   
   

x

xFxxF
limxFxf
x 








0
. 

Графік  xf  називається кривою розподілу. Щільність розподілу має такі 

властивості: 

1.   0xf  для будь-якого Rx ; 

2. Ймовірність того, що неперервна величина прийме значення з 

інтервалу  b,a :    
b

a

dxxfbXaP ; 

3.    



x

dttfxF ,  Rx ; 

4.  




 1dttf . 

 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Неперервну випадкову величину X  задано функцією розподілу 

 
















.x,

x,ax

x,

xF

21

20

00

2  

Обчислити значення параметра a , щільність  xf  та ймовірність того, 

що випадкова величина набуває значень з інтервалу 








3

2
0, . Побудувати 

графіки функцій  xF  і  xf . 

Розв’язання.  Знайдемо    
















.x,

x,ax

x,

xFxf

20

202

00
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Значення параметра a  обчислимо, користуючись властивістю  xf : 

 




 1dxxf . 

    


 




0 2

0 2

2

14
0

2

2
2020 a

x
adxaxdxdxdxxf . 

Звідки 
4

1
a . 

Отже,   ,

x,

x,
x

x,

xF





















21

20
4

00

2

       












.x,

2

x

2xабоx,

xf
20

00

 

 

 

Графіки функцій  xF  та  xf : 

 

 
9

1
0

4

3

2

0
3

2

3

2
0

2





























 FFXP . 

 

2. Задано щільність розподілу випадкової величини X : 

 












.x,

4

3
-x

3xабоx,

xf
31

10

 

Визначити функцію розподілу  xF . 

Розв’язання. Розглянемо 1x  

    
 


x x

dtdttfxF 00 . 

  y    y  

        

    

  0    1    2  

  1  

  x  

  

 xFy   

  x  
        

    

  0    1    2  

   1  

  

 xfy   
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Якщо 31  x , 

    





































   





  4

3

214

3

24

3
0

221

1

xxxtt
dttdtdttfxF

x x

 

4

5

4

3

24

3

2

1
2











xx
. 

При 3x  

      


 



























1 3

1 3

2

1

3

4

3

2
0

4

3
0

xx tt
dtdttdtdttfxF  

134
4

3

2

1

4

9

2

3
2
























 . 

Отже,   





















.x,

x,
xx

x,

xF

31

31
4

5

4

3

2

10

2

 

 

3. Щільність розподілу випадкової величини X  задано функцією 

 
21 x

a
xf


 . Визначити значення параметра a  та знайти ймовірність того, 

що  11,X  . 

Розв’язання. Знайдемо a , користуючись тим, що  




 1dttf . 























  





0

0
222 111 



 t

dt
lim

t

dt
limadt

t

a
 

 


 



















 
arctgarctglimatarctglimtarctglima 0

0

0
 

  1
22

0 





















aaarctgarctglim . 

Звідки 


1
a . 

Тоді  
 

  





 


11
1

1

11

1
11

1

1
2

arctgarctgxarctg
x

dx
XP
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2

1

244

1
















. 

 

 

7.3. Числові характеристики неперервних випадкових величин 

 

Математичне сподівання неперервної випадкової величини із щільністю 

 xf  обчислюється за формулою  

   dxxfxXM 




  

(за умови абсолютної збіжності вказаного невласного інтеграла). 

Дисперсія неперервної величини – це, як і раніше, математичне 

сподівання величини   2xMX  . 

Отже,             




dxxfXMxXMXMXD
22

 

       




 XMdxxfxXMXM
2222

. 

Середнє квадратичне відхилення    XDX  . 

Усі властивості числових характеристик неперервних випадкових 

величин співпадають з властивостями числових характеристик дискретних 

величин.  

 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Задано функцію розподілу випадкової величини  

 





















.x,

x,
x

x,

xF

21

20
4

00

2

 

Визначити числові характеристики цієї величини. Знайти ймовірність 

попадання X  в інтервалі  31, . 

Розв’язання. Знайдемо щільність розподілу 
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.x,

x

xабоx,

xFxf
20

2

200

 

Тоді   
3

4

6

8

0

2

32

1

2

2

0

3

 
x

dx
x

xXM , 

 
9

2

9

7
12

9

7
1

8

16

9

16

0

2

42

1

3

4

2

2

0

42
2 








 

x
dx

x
xXD , 

    470
3

2

9

2
,XDX  . 

     
4

3

4

1
11331

2

 FFXP . 

 

2. Задано щільність розподілу 

 













.x,

xsin

xабоx,

xf




0
2

00

 

Знайти числові характеристики величини та ймовірність попадання в 

інтервал 










2

2
, . 

Розв’язання. Обчислимо математичне сподівання: 

  










 

02

1

2
0



xcosx
xcosV;xdxsindv

dxdu;xu
dx

xsin
xXM  

571
2

143

202

1

0

,
,

xsincosdxxcos 
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0

2
2

2
2

22
xcosv;xdxsindv

xdxdu;
x

u
dx

xsin
xXD  

   
 

0

22

0

22

4
1

2402
xdxcosxxdxxcosxcos

x
 

 





 

0

222

04044
xcosxdxsinxsinx

xsinV;xdxcosdv

dxdu;xu
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4602

4

143
2

4

22

,
,




. 

    680460 ,,XDX  . 

   

























 2

2

2

2
2

2
0

2
2

2

xcos
dxdx

xsin
dxxfXP  

2

1

2

2

2





cos

cos
. 

 

 

7.4. Деякі закони розподілу неперервних випадкових величин 

та їх числові характеристики 

 

7.4.1. Рівномірний розподіл 

 

Неперервна випадкова величина має рівномірний розподіл на проміжку 

 b,a , якщо щільність розподілу є стала величина на цьому проміжку і 

дорівнює  

 














,bxa,

ab

bxабоax,

xf 1

0

 

де b,a  - параметри розподілу. 

Інтегральна функція розподілу має вигляд   
























.bx,

bxa,
ab

ax

ax,

xF

1

0

 

Числові характеристики рівномірного розподілу: 

 
2

ba
XM


 ,  

 
12

2
ab

XD


 ,  
 
6

3 ab
X


 . 

Ймовірність попадання в інтервал   ,  дорівнює: 

  















abab

dx
XP . 
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7.4.2. Показниковий розподіл 

 

Неперервна випадкова величина має показниковий розподіл, якщо її 

щільність розподілу ймовірностей дорівнює 

 










,x,e

x,
xf

x
0

00


 

де 0  - параметр. 

Інтегральна функція розподілу має вигляд   










.x,e

x,
xF

x
01

00


 

Показниковий закон має наступні числові характеристики: 

  ,XM


1
   

2

1


XD ,  




1
X . 

Цей закон застосовується в багатьох задачах теорії масового 

обслуговування, наприклад, в задачах про час безвідмовної роботи пристроїв. 

 

 

7.4.3. Нормальний розподіл (розподіл Гаусса) 

 

Неперервна випадкова величина має нормальний розподіл, якщо її 

щільність розподілу дорівнює  
 

2

2

2

2

1




ax

exf




 , де 0,a  - параметри. 

Графік функції  xf  називається кривою нормального розподілу. 

 

  

    

  
 2

1
 

 

 
2

2

2

2

1 



ax

exf




  

0  a  a  a  

y  

x  

     Рис. 7.1 
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Нормальна крива симетрична відносно прямої ax  , має максимум при 

ax  , що дорівнює 
 2

1
. У точках  ax1 ,  ax2  крива має 

перегини. При x  крива наближається до вісі x0 . Якщо   зростає, 

максимум зменшується, інтервал    a,a  збільшується, крива стає більш 

розтягнутою вздовж x0 . 

Інтегральна функція нормального розподілу має вигляд  

 
 

dtexF
x

at








2

2

2

2

1



. 

Числові характеристики нормального розподілу:  

  aXM  ,   2XD ,    X . 

Отже, параметр a  є математичне сподівання, а   - середнє квадратичне 

відхилення нормально розподіленої випадкової величини.  

Ймовірність попадання в інтервал   ,  дорівнює 

 
 

 

 

 









dtedxeXP

a

a

tax 
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2

2

2

2

1

2

1
 








 








 












aa
, де   dtex

x t





0

2

2

2

1


  - функція Лапласа, значення 

якої містяться у таблиці. 

Досить часто треба обчислити ймовірність того, що нормально 

розподілена величина X  відхилиться від свого математичного сподівання a  на 

величину менш ніж  , а саме 

    






 








 












aaaa
aXaPaxP  










































 2 . 

Якщо в цій формулі покласти t  , здобудемо    ttaxP  2 . 

Розглянув різні значення t , отримаємо: 

при 1t        6837012 ,axP   ; 

при 2t        95450222 ,axP   ; 

при 3t        99730323 ,axP   . 
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В останньому рівнянні ймовірність дуже близька до одиниці, тому подія 

3 ax  є майже вірогідною. Звідси випливає «правило 3 », згідно з яким 

практично всі значення нормально розподіленої випадкової величини 

знаходяться в інтервалі   33  a,a . Це правило часто використовується в 

математичній статистиці. 

Розглянутий нормальний закон відіграє в теорії ймовірностей важливу 

роль. Це пояснюється тим, що при деяких припущеннях розподіл суми 

великого числа випадкових величин виявляється близьким до нормального 

розподілу. 

 

Зразки розв’язування задач 

1. Значення рівномірно розподіленої випадкової величини належать 

проміжку  82, . Знайти  XM ,  XD ,  X  та ймовірність попадання у 

проміжок  53, . 

Розв’язання. Оскільки параметри розподілу 2a , 8b , то 

  5
2

82

2








ba
XM ; 

 
   

3
12

36

12

28

12

22








ab

XD ; 

    7313 ,XDX  ; 

 
ab

XP






 , тому 

 
3

1

6

2

28

35
53 




 XP . 

 

2. Хвилинна стрілка електронного годинника переміщується стрибком в 

кінці кожної хвилини. Знайти ймовірність того, що в дану мить годинник 

покаже час, який відрізняється від істинного не більш ніж на 20 секунд. 

Розв’язання. Різницю між дійсним часом та часом на годиннику можна 

вважати випадковою величиною X , що рівномірно розподілена у інтервалі 

протягом 60 ab  сек.  Щільність розподілу  
60

11





ab
xf . 
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Тоді       
20

0

20

0
3

1

60

20

0

20

6060

1
200

x
dxdxxfXP . 

 

3. Час безвідмовної роботи приладу – випадкова величина X , що задана 

щільністю розподілу ймовірностей   0080 080   t,e,tf t, . Знайти: а) середній 

час безвідмовної роботи приладу; б) ймовірність безвідмовної роботи приладу 

протягом 4 годин; в) ймовірність відмови приладу в інтервалі часу  204,  годин. 

Розв’язання. а) Середній час безвідмовної роботи приладу є 

математичним сподіванням величини X . З вигляду щільності розподілу 

ймовірностей випливає, що X  розподілена за показниковим законом з 

параметром 080, . Отже,   512
080

11
,

,
XM 


 год.  

б) Ймовірність безвідмовної роботи приладу знайдемо за формулою  

      tt
eetXPtXP

   111 . 

При 080, , 4t  маємо   72604
3204080

,eeXP
,,   . 

в) Щоб знайти ймовірність відмови приладу в інтервалі часу  204, , 

знайдемо спочатку ймовірність протилежної події, того, що прилад працює 

безвідмовно       5240420204
61320

,eeFFXP
,,   .  

Тоді ймовірність відмови приладу в цьому інтервалі 

  4760524012041 ,,XPP  . 

 

4. Середній час безвідмовної роботи приладу складає 750 годин. Яка 

ймовірність того, що прилад безперервно пропрацює не менш ніж 1000 годин? 

Розв’язання. Час безвідмовної роботи приладу є випадкова величина T , 

що розподілена за показниковим законом  










01

00

t,e

t,
tF

t
, де 

 параметр розподілу, а саме число відмов за одиницю часу.  

Середній час безвідмовної роботи приладу – це математичне сподівання 

випадкової величини. З тексту задачі   750XM  год. Оскільки  


1
XM  для 

показникового розподілу, то 
  750

11


XM
  . 
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Обчислимо        10001100011000 FTPTP  

274011 3

4

750

1000

,ee 

















. 

 

5. Випадкова величина розподілена нормально з параметрами 5a , 

2 . Знайти: а) ймовірність попадання X  в інтервал  74, ; б) ймовірність 

того, що X  прийме значення більше 10 ; в) інтервал такий, що ймовірність 

  950,aXP   ; г) ймовірність того, що 10,aX  ; д) ймовірність того, 

що три навмання узятих можливих значення мають модуль відхилення від 

математичного сподівання не більш ніж 3; є) ймовірність того, що у чотирьох 

незалежних випробуваннях X  хоча б один раз прийме значення з інтервалу 

 74, ; ж) сформулювати «правило 3 » для цієї випадкової величини.  

Розв’язання. а) За формулою   






 








 












aa
XP  

маємо          






 








 
 501501

2

54

2

57
74 ,,XP   

532801915034130 ,,,  . 

б)     006204938050
2

510
10 ,,,XP 







 
  . 

в) За формулою   












 2aXP  маємо   










2
25


XP  

950, , звідки 4750
2

,






 
 , 961

2
,


, 923, . 

Тоді 9235 ,X  ;   9235923 ,X,  ,    928081 ,X,  . 

г) Обчислимо ймовірність попадання X  в інтервал 35 X  при 

одному випробуванні   86640
2

3
235 ,XP 








  . Якщо розглянути 3 

можливих значення, то ймовірність буде   6504086640
3

,,  . 

є) Вище була знайдена ймовірність попадання в інтервал  74,  при 

одному випробуванні, вона дорівнює 53280, . Ймовірність того, що X  не 

прийме значення з цього інтервалу при одному випробуванні, дорівнює 
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  46720532801 ,,  , а при чотирьох випробуваннях   0476046720
4

,,  . Звідки 

ймовірність, яку ми розшукуємо, дорівнює   95240047601 ,,  . 

ж) Згідно з «правилом 3 » майже вірогідно, що X  здобуде значення з 

інтервалу      11123523533 ,;a,a   . 

 

6. Фірма, що займається продажем товарів за каталогом, щомісячно 

отримує поштою замовлення. Число цих замовлень є нормально розподіленою 

випадковою величиною з середнім квадратичним відхиленням 560. У 90% 

випадків число щомісячних замовлень перевищує 12439. Знайти середнє число 

замовлень, що отримуються фірмою за місяць. 

Розв’язання. Середнє число замовлень є математичним сподіванням 

випадкової величини a  .  За формулою   
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Із таблиці 2821
560

12439
,

a



, тоді 13157a . 

 

7. За статистичними даними річний дохід населення міста N  має 

нормальний розподіл із середнім значенням 3 тис. грн. та середнім 

квадратичним відхиленням 1 тис. грн. Знайти ймовірність того, що навмання 

вибраний житель міста має дохід: а) від 2,5 до 4 тис. грн.; б) менше 6 тис. грн. 

Розв’язання. а) 13  ,a . 

За формулою   
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532801915034130 ,,,  . 

б) За правилом трьох сигм дістанемо     3360 XPXP  

  997303 ,aXP   , тобто практично вірогідним є те, що дохід жителя 

менше 6 тис. грн. 

 

Завдання для  самостійної роботи 

 

1. Неперервну випадкову величину задано функцією розподілу: 
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Обчислити значення параметра a , щільність розподілу ймовірностей 

 xf  та ймовірність того, що випадкова величина набуває значень з інтервалу 
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, . Побудувати графіки функцій  xF  і  xf . 

2. Задано щільність розподілу випадкової величини  X : 
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Визначити функцію розподілу  xF . 

3. Щільність розподілу ймовірностей випадкової величини X  задано 

функцією  

 










.x,ea

x,
xf

x
0

00

2
 

Визначити значення параметра a  та знайти ймовірність попадання у 

проміжок  10, . 

4. Задано функцію розподілу випадкової величини: 
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Визначити числові характеристики цієї величини. Знайти ймовірність 

попадання X  в інтервал  5453 ,;, . 
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Додаток 1 

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ  
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Продовження додатка 1 

 

 

 

 



 39 

Додаток 2 

ТАБЛИЦЯ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ     



x t

dtexФ
0

2

2

2

1


  

 

 



 40 

Продовження додатка 2 

 

 

 

 

 


