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Вступ 
Матеріал цих методичних вказівок охоплює низку основних 

розділів дисципліни «Електродинаміка та техніка НВЧ». 
Наведені задачі згруповано таким чином, щоб час їхнього 

розв’язання відповідав тривалості практичних занять з 
дисципліни. 

У додатку наведено робочий мінімум математичного 
характеру, потрібний для розв’язання цих задач. 
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Практичне заняття №1 

Елементи векторного аналізу (частина 1) 

Мета заняття: набуття практичних навичок обчислення 
основних операцій векторного аналізу. 

 
Основні питання теми: 
1. Основні операції векторного аналізу у декартовій 

системі координат (СК). 
2. Обчислення градієнта, дивергенції та ротора у 

декартовій СК. 
 
Хід заняття 

Задача 1. У декартовій СК задано вектор F
r

(таблиця 1.1). 

Побудувати вектор F
r

 та обчислити його модуль. 

Таблиця 1.1 

Номер 
варіанта F

r
 

1 00 43 yxF
rrr

+=  

2 00 24 yxF
rrr

−=  

3 000 543 zyxF
rrrr

++=  

4 000 543 zyxF
rrrr

++−=  

5 000 543 zyxF
rrrr

−+=  

6 00 43 yxF
rrr

+=  

7 00 24 yxF
rrr

−=  

8 000 543 zyxF
rrrr

++=  
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9 000 543 zyxF
rrrr

++−=  

10 000 543 zyxF
rrrr

−+=  

11 00 43 yxF
rrr

+=  

12 00 24 yxF
rrr

−=  

13 000 543 zyxF
rrrr

++=  

14 000 543 zyxF
rrrr

++−=  

15 000 543 zyxF
rrrr

−+=  

16 00 43 yxF
rrr

+=  

17 00 24 yxF
rrr

−=  

18 000 543 zyxF
rrrr

++=  

19 000 543 zyxF
rrrr

++−=  

20 000 543 zyxF
rrrr

−+=  

21 00 43 yxF
rrr

+=  

22 00 24 yxF
rrr

−=  

23 000 543 zyxF
rrrr

++=  

24 000 543 zyxF
rrrr

++−=  

25 000 543 zyxF
rrrr

−+=  

 

Задача 2. У декартовій СК задано два довільних вектора A
r

 

та B
r

 (таблиця 1.2). Обчислити їхній скалярний добуток. 
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Таблиця 1.2 

Номер 
варіанта A

r
 B

r
 

1 00 43 yxA
rrr

+=  00 52 yxB
rrr

+=  

2 00 24 yxA
rrr

−=  000 543 zyxB
rrrr

−−=  

3 000 543 zyxA
rrrr

++=  00 48 yxB
rrr

−−=  

4 000 543 zyxA
rrrr

++−=  000 543 zyxB
rrrr

−+=  

5 000 543 zyxA
rrrr

−+=  000 543 zyxB
rrrr

−−−=  

6 00 43 yxA
rrr

+=  00 52 yxB
rrr

+=  

7 00 24 yxA
rrr

−=  000 543 zyxB
rrrr

−−=  

8 000 543 zyxA
rrrr

++=  00 48 yxB
rrr

−−=  

9 000 543 zyxA
rrrr

++−=  000 543 zyxB
rrrr

−+=  

10 000 543 zyxA
rrrr

−+=  000 543 zyxB
rrrr

−−−=  

11 00 43 yxA
rrr

+=  00 52 yxB
rrr

+=  

12 00 24 yxA
rrr

−=  000 543 zyxB
rrrr

−−=  

13 000 543 zyxA
rrrr

++=  00 48 yxB
rrr

−−=  

14 000 543 zyxA
rrrr

++−=  000 543 zyxB
rrrr

−+=  

15 000 543 zyxA
rrrr

−+=  000 543 zyxB
rrrr

−−−=  

16 00 43 yxA
rrr

+=  00 52 yxB
rrr

+=  

17 00 24 yxA
rrr

−=  000 543 zyxB
rrrr

−−=  

18 000 543 zyxA
rrrr

++=  00 48 yxB
rrr

−−=  
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19 000 543 zyxA
rrrr

++−=  000 543 zyxB
rrrr

−+=  

20 000 543 zyxA
rrrr

−+=  000 543 zyxB
rrrr

−−−=  

21 00 43 yxA
rrr

+=  00 52 yxB
rrr

+=  

22 00 24 yxA
rrr

−=  000 543 zyxB
rrrr

−−=  

23 000 543 zyxA
rrrr

++=  00 48 yxB
rrr

−−=  

24 000 543 zyxA
rrrr

++−=  000 543 zyxB
rrrr

−+=  

25 000 543 zyxA
rrrr

−+=  000 543 zyxB
rrrr

−−−=  

Задача 3. У декартовій СК задано скалярне поле ϕ  

(таблиця 1.3). Розрахувати векторне поле ϕgrad . 

Таблиця 1.3 

Номер 
варіанта 

Скалярне поле 

1 22 2cos3 zzyx +=ϕ  

2 22 5cos xyxyz −=ϕ  

3 22 2cos3 zxy −=ϕ  

4 xyxz sin2 22 +−=ϕ  

5 zyxxy sin34 2−=ϕ  

6 22 2cos3 zzyx +=ϕ  

7 22 5cos xyxyz −=ϕ  

8 22 2cos3 zxy −=ϕ  

9 xyxz sin2 22 +−=ϕ  

10 zyxxy sin34 2−=ϕ  



 
Електродинаміка та техніка НВЧ 

9 

11 22 2cos3 zzyx +=ϕ  

12 22 5cos xyxyz −=ϕ  

13 22 2cos3 zxy −=ϕ  

14 xyxz sin2 22 +−=ϕ  

15 zyxxy sin34 2−=ϕ  

16 22 2cos3 zzyx +=ϕ  

17 22 5cos xyxyz −=ϕ  

18 22 2cos3 zxy −=ϕ  

19 xyxz sin2 22 +−=ϕ  

20 zyxxy sin34 2−=ϕ  

21 22 2cos3 zzyx +=ϕ  

22 22 5cos xyxyz −=ϕ  

23 22 2cos3 zxy −=ϕ  

24 xyxz sin2 22 +−=ϕ  

25 zyxxy sin34 2−=ϕ  

 

Задача 4. Обчислити дивергенцію векторного поля F
r

 
(декартова СК, таблиця 1.4). 

 

 

Таблиця 1.4 

Номер 
варіанта F

r
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1 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

2 0cos10 y
y

F
rr

π
−=  

3 00 cos10sin20 y
y

x
x

F
rrr

ππ
−=  

4 00 cos4sin z
y

x
x

F
rrr

ππ
+−=  

5 00 cos2sinsin10 z
z

y
yx

F
rrr

πππ
−⋅=  

6 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

7 0cos10 y
y

F
rr

π
−=  

8 00 cos10sin20 y
y

x
x

F
rrr

ππ
−=  

9 00 cos4sin z
y

x
x

F
rrr

ππ
+−=  

10 00 cos2sinsin10 z
z

y
yx

F
rrr

πππ
−⋅=  

11 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

12 0cos10 y
y

F
rr

π
−=  

13 00 cos10sin20 y
y

x
x

F
rrr

ππ
−=  

14 00 cos4sin z
y

x
x

F
rrr

ππ
+−=  
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15 00 cos2sinsin10 z
z

y
yx

F
rrr

πππ
−⋅=  

16 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

17 0cos10 y
y

F
rr

π
−=  

18 00 cos10sin20 y
y

x
x

F
rrr

ππ
−=  

19 00 cos4sin z
y

x
x

F
rrr

ππ
+−=  

20 00 cos2sinsin10 z
z

y
yx

F
rrr

πππ
−⋅=  

21 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

22 0cos10 y
y

F
rr

π
−=  

23 00 cos10sin20 y
y

x
x

F
rrr

ππ
−=  

24 00 cos4sin z
y

x
x

F
rrr

ππ
+−=  

25 00 cos2sinsin10 z
z

y
yx

F
rrr

πππ
−⋅=  

Задача 5. Обчислити ротор векторного поля F
r

 (декартова 
СК, таблиця 1.5). 

Таблиця 1.5 

Номер 
варіанта F

r
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1 0
23 zyF
rr

=  

2 0
25 yxF
rr

=  

3 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

4 0cos4 y
y

F
rr

π
=  

5 0sinsin10 y
yx

F
rr

ππ
⋅=  

6 0
23 zyF
rr

=  

7 0
25 yxF
rr

=  

8 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

9 0cos4 y
y

F
rr

π
=  

10 0sinsin10 y
yx

F
rr

ππ
⋅=  

11 0
23 zyF
rr

=  

12 0
25 yxF
rr

=  

13 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

14 0cos4 y
y

F
rr

π
=  

15 0sinsin10 y
yx

F
rr

ππ
⋅=  

16 0
23 zyF
rr

=  



 
Електродинаміка та техніка НВЧ 

13 

17 0
25 yxF
rr

=  

18 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

19 0cos4 y
y

F
rr

π
=  

20 0sinsin10 y
yx

F
rr

ππ
⋅=  

21 0
23 zyF
rr

=  

22 0
25 yxF
rr

=  

23 0sin20 x
x

F
rr

π
=  

24 0cos4 y
y

F
rr

π
=  

25 0sinsin10 y
yx

F
rr

ππ
⋅=  

 



 
Електродинаміка та техніка НВЧ 

14 

Практичне заняття №2 

Елементи векторного аналізу (частина 2) 

Мета заняття: набуття практичних навичок обчислення 
основних операцій векторного аналізу. 

 
Основні питання теми: 
1. Основні операції векторного аналізу у декартовій 

системі координат. 
2. Обчислення градієнта, дивергенції та ротора у 

декартовій та циліндричній СК. 
 
Хід заняття 
Задача 1. Визначити дивергенцію та ротор векторного поля 

00 sin20cos40 y
y

xxF
rrr

π
+=  у декартовій системі координат. 

Задача 2. У декартовій СК задано скалярне поле rkie
rr−=ϕ , 

де 1−=i , 000 zkykxkk zyx

rrrr
++=  – постійний вектор, 

000 zzyyxxr
rrrr ++=  – радіус-вектор. Знайти вирази для ϕgrad  та 

ϕ∆ . 

Задача 3. У декартовій СК задано вектор 

а) 0000 yBxAF
rrr

+= , б) 0000 yBxAF
rrr

−= . Побудувати картину 

силових ліній векторного поля. 
Задача 4. Визначити дивергенцію та ротор векторного поля 

zr
r

F
rrrr

⋅+⋅+= 00
10

2
ϕ  у циліндричній системі координат. 

Задача 5. Розписати операції дивергенцію та ротор у 
сферичній системі координат. 
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Задача 6. Довести тотожності векторного аналізу (ϕ , F
r

 – 

довільні диференційовані скалярне та векторне поля): 

0rotdiv =F
r

; 

0gradrot =ϕ ; 

( ) [ ] FFF
rrr

rot,gradrot ϕϕϕ += ; 

( ) FFF
rrr

divgraddiv ϕϕϕ += . 
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Практичне заняття №3 

Рівняння Максвелла (частина 1) 

Мета заняття: навчитись розв’язувати задачі, які описуються 
рівняннями Максвела. 

 
Основні питання теми: 
1. Рівняння Максвелла . 
2. Матеріальні рівняння. 
3. ЕМП у різних типах середовищ. 
 
Хід заняття 
Задача 1. Деякий електромагнітний процес 

характеризується тим, що всі складові поля залежать лише від 
координати z . Показати, використовуючи рівняння Максвелла, 

що при цьому будуть відсутні поздовжні складові zE  та zH . 

Задача 2. Показати, що векторне поле H
v

, яке змінюється у 

просторі та часі за законом 00 sin2cos6 ytextxH y rrr
⋅+⋅= − ωω , 

не може бути полем магнітного вектора, який задовольняє 
рівнянням Максвелла. 

Підказка: векторне поле F
r

, яке задовільняє у всіх точках 

розглядуваної області умові 0div =F
r

, називають 

соленоїдальним (полем без джерел). 
Задача 3. Вектор напруженості електричного поля 

05xE
rv

=  В/м, вектор напруженості магнітного поля 

00 8,03 yxH
rvr

−=  А/м. Обчислити вектор Пойнтінга для цього 

випадку. 
Задача 4. Плоска електромагнітна хвиля, поширюючись у 

вакуумі, створює у деякій його точці струм зміщення з 
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об’ємною густиною 3 А/м2. Як при цьому швидкість зміни у часі 
електричної складової цієї хвилі? 

Задача 5. У матеріальному середовищі з параметрами 

5,3=ε  і 1102,7 −⋅=σ  См/м створено електричне поле з 

частотою 500 МГц та амплітудою 20 В/м. Визначити амплітудне 
значення повного струму, який існує у кожній точці даного 
середовища. 

Задача 6. Вектор напруженості електричного поля у 

декартовій системі координат має єдину складову xE , відмінну 

від нуля. Показати, що при цьому вектор Пойнтінга не може 

мати складової уздовж осі x , тобто 0=xП . 
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Практичне заняття №4 

Рівняння Максвелла (частина 2) 

Мета заняття: навчитись розв’язувати задачі на струм 
зміщення, матеріальні рівняння, електромагнітне поле (ЕМП) у 
різних типах середовищ, граничні умови. 

 
Основні питання теми: 
1. Струм зміщення. 
2. Матеріальні рівняння. 
3. ЕМП у різних типах середовищ. 
4. Граничні умови. 
 
Хід заняття 

Задача 1. У пінопласті ( 1,1=ε ) існує ЕМП, що змінюється 

гармонічно за законом ( ) 0
9102sin40 ytE

rr
⋅= π  В/м. Обчислити 

електричну індукцію цього поля. 
Задача 2. У вакуумі, у деякій точці, існує ЕМП, що 

змінюється гармонічно за законом ( ) 0
10102sin130 xtE

rr
⋅= π  В/м. 

Визначити густину струму зміщення у даній точці. 
Задача 3. Використовуючи граничні умови для ідеального 

провідника, поясніть, чому під час грози не можна стояти під 
одиноким деревом у полі. 

Задача 4. Використовуючи граничні умови для ідеального 
провідника, поясніть, як працює система грозозахисту, яку 
встановлюють на висотні будівлі чи антени на дахах таких 
будівель. 

Задача 5. У товщі однорідного діелектрика з відомою 
діелектричною проникністю ε  створено рівномірне електричне 

поле E
r

, а потім у цьому діелектрику прорізано дві вузькі 
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щілини 1 та 2 (рисунок 1), одну з яких прорізано паралельно, і 

іншу – перпендикулярно до електричного поля E
r

. Яке значення 
напруженості поля в обох щілинах? 

E
r

 
Рисунок 1 

Задача 6. Використовуючи результати попередньої задачі 
пояснити, чому твердий діелектрик, що містить повітряні 
включення (бульбашки, канали), коли його помістити у сильне 
електричне поле, має меншу електричну міцність порівняно з 
однорідним діелектриком. 

Задача 7. Деякий анізотропний діелектрик має тензор 
відносної діелектричної проникності, який у декартовій системі 
координат записується так: 

















=
5,600

05,60

005,6

ε . 

У цьому діелектрику створено рівномірне електричне поле 

000 4,97,15,2 zyxE
rrrr

++=  В/м. Визначити вектор електричної 

індукції D
r

 у цьому діелектрику. Який кут у просторі між 

векторами E
r

 та D
r

? 
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Задача 8. Деякий анізотропний діелектрик має тензор 
відносної діелектричної проникності, який у декартовій системі 
координат записується так: 

















=
5,600

05,60

005,6

ε . 

У цьому діелектрику створено рівномірне електричне поле 

000 4,97,15,2 zyxE
rrrr

++=  В/м. Визначити вектор електричної 

індукції D
r

 у цьому діелектрику. Який кут у просторі між 

векторами E
r

 та D
r

? 
Задача 9. Деякий анізотропний діелектрик має тензор 

відносної діелектричної проникності, який у декартовій системі 
координат записується так: 

















=
5,600

05,60

005,6

ε . 

У цьому діелектрику створено рівномірне електричне поле 

000 4,97,15,2 zyxE
rrrr

++=  В/м. Визначити вектор електричної 

індукції D
r

 у цьому діелектрику. Який кут у просторі між 

векторами E
r

 та D
r

? 
Задача 7. Деякий анізотропний діелектрик має тензор 

відносної діелектричної проникності, який у декартовій системі 
координат записується так: 

















=
5,600

05,60

005,6

ε . 
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У цьому діелектрику створено рівномірне електричне поле 

000 4,97,15,2 zyxE
rrrr

++=  В/м. Визначити вектор електричної 

індукції D
r

 у цьому діелектрику. Який кут у просторі між 

векторами E
r

 та D
r

? 
Задача 8. Деякий анізотропний діелектрик має тензор 

відносної діелектричної проникності, який у декартовій системі 
координат записується так: 

















=
5,600

05,60

005,6

ε . 

У цьому діелектрику створено рівномірне електричне поле 

000 4,97,15,2 zyxE
rrrr

++=  В/м. Визначити вектор електричної 

індукції D
r

 у цьому діелектрику. Який кут у просторі між 

векторами E
r

 та D
r

? 
Задача 9. Деякий анізотропний діелектрик має тензор 

відносної діелектричної проникності, який у декартовій системі 
координат записується так: 

















=
5,600

05,60

005,6

ε . 

У цьому діелектрику створено рівномірне електричне поле 

000 4,97,15,2 zyxE
rrrr

++=  В/м. Визначити вектор електричної 

індукції D
r

 у цьому діелектрику. Який кут у просторі між 

векторами E
r

 та D
r

? 
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Практичне заняття №5 

Плоскі електромагнітні хвилі (частина 1) 

Мета заняття: навчитись розв’язувати задачі на комплексні 
амплітуди та основні співвідношення для плоских ЕМХ у різних 
середовищах. 

 
Основні питання теми 
1. Комплексна амплітуда та миттєве значення вектора. 

2. Співвідношення між векторами E
r

, H
r

 та Π
r

. 
3. Плоскі електромагнітні хвилі у різних середовищах: 

ідеальному діелектрику, діелектрику з втратами, ідеальному 
провіднику. 

 
Хід заняття 
Задача 1. Комплексна амплітуда вектора електричного 

поля 0
600

40 xeE i
m

r&r = . Визначити миттєве значення цього 

вектора. 
Задача 2. Миттєве значення вектора 

( ) 0
040cos20 ztH
vv

+= ω . Записати комплексну амплітуду цього 

вектора. 

Задача 3. Вектор напруженості електричного поля E
v

 у 

декартовій системі координат має єдину складову xE , відмінну 

від нуля ( 0≠xE ). Показати, що вектор Пойнтінга при цьому не 

може мати складової уздовж осі х ( 0=Π x ). 

Задача 4. Вектор напруженості електричного поля 

040yE
rv

=  В/м, вектор напруженості магнітного поля 
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00 5,015 yxH
rvr

+−=  А/м. Обчислити вектор Пойнтінга для цього 

випадку. 
Задача 5. Вектор напруженості електричного поля 

020yE
rv

=  В/м, вектор Пойнтінга 00 3010 yx
rvr

+=Π  Вт/м2. 

Обчислити напруженість магнітного поля для цього випадку. 
Задача 6. У деякій точці простору задано комплексні 

амплітуди векторів поля 0
600

35 xeE i
m

r&v = , 0004,0 yiHm

r&r = . Знайти 

миттєві значення цих векторів, а також середнє значення 
вектора Пойнтінга. 

Задача 7. Комплексна амплітуда вектора напруженості 

електричного поля 0
3,2

0
2,1

0
16,0 3610528 zeyexeE iii

m

rrr&v +−=  (кути 

у радіанах). Частота коливань 2 МГц. Знайти миттєве значення 

вектора E
v

 у момент часу 0,1 мкс. 

Задача 3. Вектор напруженості електричного поля E
v

 у 

декартовій системі координат має єдину складову xE , відмінну 

від нуля ( 0≠xE ). Показати, що вектор Пойнтінга при цьому не 

може мати складової уздовж осі х ( 0=Π x ). 

Задача 4. Вектор напруженості електричного поля 

040yE
rv

=  В/м, вектор напруженості магнітного поля 

00 5,015 yxH
rvr

+−=  А/м. Обчислити вектор Пойнтінга для цього 

випадку. 
Задача 5. Вектор напруженості електричного поля 

020yE
rv

=  В/м, вектор Пойнтінга 00 3010 yx
rvr

+=Π  Вт/м2. 

Обчислити напруженість магнітного поля для цього випадку. 
Задача 6. У деякій точці простору задано комплексні 

амплітуди векторів поля 0
600

35 xeE i
m

r&v = , 0004,0 yiHm

r&r = . Знайти 
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миттєві значення цих векторів, а також середнє значення 
вектора Пойнтінга. 

Задача 7. Комплексна амплітуда вектора напруженості 

електричного поля 0
3,2

0
2,1

0
16,0 3610528 zeyexeE iii

m

rrr&v +−=  (кути 

у радіанах). Частота коливань 2 МГц. Знайти миттєве значення 

вектора E
v

 у момент часу 0,1 мкс. 
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Практичне заняття №6 

Плоскі електромагнітні хвилі (частина 2) 

Мета заняття: навчитись розв’язувати задачі на комплексні 
амплітуди та основні співвідношення для плоских ЕМХ у різних 
середовищах. 

 
Основні питання теми 

1. Співвідношення між векторами E
r

, H
r

 та Π
r

. 
2. Плоскі електромагнітні хвилі у різних середовищах: 

ідеальному діелектрику, діелектрику з втратами, ідеальному 
провіднику. 

 
Хід заняття 
Задача 1. Комплексна амплітуда вектора напруженості 

електричного поля 0
2,1

0
16,0 05,18,2 yexeE ii

m

rr&v −= , а комплексна 

напруженість вектора магнітного поля 0
3,26,2 zeH i

m

r&r =  (кути у 

радіанах). Обчислити комплексний вектор Пойнтінга. 
Задача 2. Комплексна амплітуда вектора напруженості 

електричного поля 0
3,0

0
0,1

0
2,0 357 zeyexeE iii

m

rrr&v +−= , а 

комплексна напруженість вектора магнітного поля 

0
3,3

0
2,1 410 zeyeH ii

m

rr&r −=  (кути у радіанах). Обчислити 

комплексний вектор Пойнтінга. 
Задача 3. Комплексні амплітуди векторів 

електромагнітного поля у деякій точці простору мають вигляд 

0
7,0

0
6,0 3,185,0 yexeE ii

m

rr&v −−= , 0
2,13102,4 zeH i

m

r&r −−⋅=  (кути у 

радіанах). Обчислити комплексний вектор Пойнтінга та його 
середнє значення. 
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Задача 4. У середовищі з відносними проникностями 

2,10 == µε  поширюється плоска електромагнітна хвиля. 

Визначити хвилевий опір цього середовища. 
Задача 5. Хвилевий опір середовища дорівнює 1508 Ом, 

відносна діелектрична проникність 1=ε . Визначити відносну 

магнітну проникність цього середовища. 
Задача 6. Обчислити довжину хвилі та фазову швидкість 

електромагнітної хвилі, яка поширюється у середовищі без 

втрат з відносними  проникностями 10,10 == µε , частота 

МГц. 10=f  

Задача 7. У вакуумі поширюється плоска електромагнітна 
хвиля з частотою 30 МГц. Визначити відстань, на якій фаза цієї 
хвилі зміниться на 2700 і 25200. 

Задача 8. Плоска електромагнітна хвиля поширюється у 

середовищі з параметрами 1;10;4,2 1 === − µδε tg . Обчислити 

фазову швидкість, довжину хвилі та коефіцієнт послаблення. 
Задача 9. Обчислити хвилевий опір металу з параметрами 

1  См/м;106  7 =⋅= µσ  на частотах 10 кГц і 1 МГц. 

Задача 10. Обчислити довжину хвилі та фазову швидкість 
електромагнітної хвилі, яка поширюється у середовищі без 

втрат з відносними  проникностями 10,10 == µε , частота 

МГц. 10=f  

Задача 11. У вакуумі поширюється плоска електромагнітна 
хвиля з частотою 30 МГц. Визначити відстань, на якій фаза цієї 
хвилі зміниться на 2700 і 25200. 

Задача 12. Плоска електромагнітна хвиля поширюється у 

середовищі з параметрами 1;10;4,2 1 === − µδε tg . Обчислити 

фазову швидкість, довжину хвилі та коефіцієнт послаблення. 
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Задача 13. Обчислити хвилевий опір металу з параметрами 

1  См/м;106  7 =⋅= µσ  на частотах 10 кГц і 1 МГц. 

Задача 14. Плоска електромагнітна хвиля поширюється у 

середовищі з параметрами 1;10;4,2 1 === − µδε tg . Обчислити 

фазову швидкість, довжину хвилі та коефіцієнт послаблення. 
 



 
Електродинаміка та техніка НВЧ 

28 

Практичне заняття №7 

Хвилеводи (частина 1) 

Мета заняття: навчитись розв’язувати задачі на основні 
співвідношення для прямокутного хвилеводу. 

 
Основні питання теми 
1. Довжина хвилі у хвилеводі. 
2. Хвилевий опір. 
 
Хід заняття 
1. Приклад розв’язування задачі. 
Задача. Визначити критичну довжину хвилі, критичну 

частоту, довжину хвилі у хвилеводі та хвилевий опір 
прямокутного хвилеводу з поперечними розмірами 40×20 мм 

для хвилі типу 11E , частота коливань 10 ГГц. 

Розв’язок.  

За умовою задачі тип хвилі .1,111 ==⇒ nmE  

Звідси поперечне хвилеве число цієї хвилі: 

,

11

2222

2222

1
1

1
1

ab

ab

ba

bab

n

a

m

n
m

n
m

+==






+






=

=






 ⋅+






 ⋅=






+






=

=
=

=
=

πππ

ππππχ

 

а критична довжина цієї хвилі: 

.
2

:2
2

22

22

1
1 ab

ab

ab

ab

n
m

cr
+

=+==
=
=

ππ
χ

πλ  

Підставляємо числа: 
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( ) ( )
.77,35

4020

204022
2222

мм
мммм

мммм

ab

ab
cr =

+

⋅⋅=
+

=λ  

Критична частота: 

.
222

2222

εµεµπ
π

εµπ
χ c

ab

abc

ab

abc
fcr ⋅+=⋅+==  

Оскільки в умові задачі нічого не сказано про заповнення 
хвилеводу, то у такому випадку хвилевід вважається порожнім, 

тобто 1,1 == µε . Звідси  

( ) ( )
.39,8

2

103

2040

4020

2

82222

ГГц
мммм

ммммc

ab

ab
fcr =⋅

⋅
+

=⋅+=

 
Довжина хвилі у середовищі, яке заповнює хвилевід: 

.30030,0
111010

103
9

8

ммм
f

с ==
⋅⋅

⋅==
εµ

λ  

Довжина хвилі у хвилеводі: 

.550551,0

1010
1039,8

1

30

77,35
30

1

30

11

2

9

92

22

ммм
мм

мм

мм

мм

f

fcr

cr

≈=










⋅
⋅−

=









−

=

=








−

=









−

=Λ λ

λ
λ

λ

 
Хвилевий опір середовища, яким заповнено хвилевід: 

.12011120120 ОмW ππεµπ ===  

Звідси хвилевий опір хвилеводу для хвилі типу 11E : 
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.20536,205

1010
1039,8

1120
77,35

30
1120

11

2

9

92

22

ОмОм

мм

мм

f

f
WWW cr

cr

E

≈=

=








⋅
⋅−=








−=

=







−=








−=

ππ

λ
λ

 

2. Розв’язування задач за темою заняття. 
Задача. Визначити довжину хвилі у хвилеводі та хвилевий 

опір прямокутного хвилеводу для хвилі типу 10Н  з 

поперечними розмірами та частотою коливань за варіантом, 
вказаним у таблиці 7.1. 

 
Таблица 7.1 

Номер 
варіанта 

Частота, 
ГГц 

Розміри 
поперечного 

перерізу хвилеводу, 
мм 

1 2 3 

1 3 86×43 

2 3,5 72×34 

3 4 59×29 

4 5 48×22 

5 6 40×20 

6 7 35×16 

7 8 29×13 

8 10 23×10 

9 12 19×9,5 
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Продовження таблиці 7.1 
1 2 3 

10 15 16×7,9 

11 16 13×5,8 

12 19 11×4,3 

13 25 8,6×4,3 

14 30 7,1×3,6 

15 40 5,7×2,9 

16 3,3 86×43 

17 3,8 72×34 

18 4,2 59×29 

19 5,4 48×22 

20 6,3 40×20 

21 7,4 35×16 

22 8,2 29×13 

23 10,6 23×10 

24 12,5 19×9,5 

25 15,5 16×7,9 

26 16,2 13×5,8 

27 19,1 11×4,3 

28 25,4 8,6×4,3 

29 30,3 7,1×3,6 

30 40,5 5,7×2,9 

 
 
 
 



 
Електродинаміка та техніка НВЧ 

32 

Практичне заняття №8 

Хвилеводи (частина 2) 

Мета заняття: навчитись розв’язувати задачі на основні 
співвідношення для прямокутного хвилеводу. 

 
Основні питання теми 
1. Смуга робочих частот хвилеводу. 
 
Короткі теоретичні відомості 
Одномодовий режим роботи прямокутного хвилеводу, який 

забезпечує передачу хвилі 10Н  з помірною дисперсією та 

прийнятним коефіцієнтом затухання можна реалізувати у смузі 
частот: 

BH fff <≤ , 

де нижню та верхню частоти визначають за 
співвідношеннями: 

( ).2причому2;25,1 1010 abffff crBcrH ≤==  

Тут 10
crf  – критична частота для хвилі 10Í . 

 
Хід заняття 

Задача 1. Визначити смугу робочих частот для хвилі 10Í  

прямокутного хвилеводу, поперечні розміри якого вказано у 
таблиці 8.1. 

У цій таблиці вказано розміри стандартних прямокутних 
хвилеводів згідно стандартів Міжнародної електротехнічної 
комісії. 
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Таблиця 8.1 

Номер 
варіанта 

Позначення хвилеводу 

Розміри 
поперечного 

перерізу хвилеводу, 
мм 

1 2 3 

1 5R  457×229 

2 6R  381×191 

3 8R  290×146 

4 9R  248×124 

5 12R  196×98 

6 14R  165×83 

7 18R  131×65 

8 22R  109×55 

9 26R  86×43 

10 32R  72×34 

11 40R  59×29 

12 48R  48×22 

13 58R  40×20 

14 70R  35×16 

15 84R  29×13 

16 100R  23×10 

17 120R  19×9,5 

18 140R  16×7,9 
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Продовження таблиці 8.1 

1 2 3 

19 180R  13×5,8 

20 220R  11×4,3 

21 260R  8,6×4,3 

22 320R  7,1×3,6 

23 400R  5,7×2,9 

24 500R  4,8×2,4 

25 620R  3,8×1,9 

26 740R  3,1×1,6 

27 900R  2,4×1,3 

28 1200R  2,0×1,0 
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Додаток А1 

Вектори 

А.1 Деякі формули векторної алгебри. Нехай є вектори 

000 zAyAxAA zyx

rrrr
++= , 000 zByBxBB zyx

rrrr
++= , 

000 zCyCxCC zyx

rrrr
++=  ( ....,, yx AA  – декартові компоненти; 

000 ,, zyx
rrr

 – відповідні орти). 

Скалярний добуток векторів A
r

 і B
r

: 

( ) zzyyxx BABABAABBABA ++==≡ αcos,
rrrr

.  

Знак ≡  вказує на перехід до іншого позначення; α  – кут 

між напрямами векторів A
r

 і B
r

. 

Векторний добуток векторів A
r

 і B
r

: 

[ ]
),()()(

sin,

000

0

xyyxzxxzyzzy BABAzBABAyBABAx

ABnBABA

−+−+−=
==×≡

rrr

rrrrr
α

  

де 0n
r

 – одиничний вектор нормалі до площини векторів A
r

 і B
r

, 

причому A
r

, B
r

 та 0n
r

 утворюють «ліву трійку» векторів. 

Скорочений формат векторного добутку: 

[ ]
















=

zyx

zyx

BBB

AAA

zyx

BA
000

,

rrr

rr
.  

Векторний добуток некомутативний: 

                                           
1 Матеріали цього додатку взято з [3] (основна література). 
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[ ] [ ]BAAB
rrrr

,, −= .  

Векторно-скалярний (змішаний) добуток векторів A
r

, B
r

 

та C
r

: 

[ ] [ ] [ ]
















===

zyx

zyx

zyx

CCC

BBB

AAA

ACBCBACBA
rrrrrrrrr

,,, .  

Подвійний векторний добуток векторів A
r

, B
r

 та C
r

: 

[ ][ ] ( ) ( )BACCABCBA
rrrrrrrrr

−=,, .  

А.2. Операції векторного аналізу. Надалі розглядаємо 

скалярні ϕ  та векторні функції F
r

 як декартових координат, так 

і криволінійних ортогональних координат 321 ,, qqq  (орти 

321 ,, eee
rrr

; метричні коефіцієнти 321 ,, hhh ), зокрема, координат 

циліндричних ( rq =1 , α=2q , zq =3 ; 01 re
rr = , 02 αrr =e , 03 ze

rr = ; 

11 =h , rh =2 , 13 =h ) та сферичних ( rq =1 , ϑ=2q , α=3q ; 

01 re
rr = , 02 ϑ

rr =e , 03 αrr =e ; 11 =h , rh =2 , ϑsin3 rh = ). 

Градієнт 
а) у декартових координатах: 

z
z

y
y

x
x

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇≡ ϕϕϕϕϕ 000grad

rrrr
.  

Тут ∇
r

 – оператор Гамільтона (набла): 
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z
z

y
y

x
x

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ 000

rrrr
,  

б) у довільних ортогональних криволінійних координатах: 

33
3

22
2

11
1

111
grad

qh
e

qh
e

qh
e

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇≡ ϕϕϕϕϕ rrrr

,  

в) у циліндричних координатах: 

z
z

rr
r

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ϕ

α
ϕαϕϕ 000

1
grad

rrr
  

г) у сферичних координатах: 

z
z

rr
r

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ϕ

α
ϕαϕϕ 000

1
grad

rrr
.  

Нехай r
r

 та r
r′  – радіус-вектори точок ( )rM

r
 та ( )rP

r′  

відповідно. Спрямований відрізок rrMP
rr ′−=  має довжину 

( ) ( ) ( )222 zzyyxxrr ′−+′−+′−=′− rr
. Якщо rr

rr ′−  

розглядати як функцію координат точки M  (точка P  
фіксована), то 

rr

rr
rr rr

rr
rr

′−
′−=′−grad .  

Якщо ж rr
rr ′−  розглядати як функцію координат точки P  

(точка M  фіксована), то, використовуючи позначення dgra ′ , 

отримаємо 
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rr

rr
rr rr

rr
rr

′−
′−−=′−′dgra .  

Дивергенція (розходження) 
а) у декартових координатах: 

z

F

y

F

x

F
FF zyx

∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂=∇≡

rrr
div ,  

б) у довільних ортогональних криволінійних координатах: 

( ) ( ) ( )








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇≡ 321

3
213

2
132

1321

1
div Fhh

q
Fhh

q
Fhh

qhhh
FF
rrr

, 

в) у циліндричних координатах: 

( )
z

FF

r
rF

rr
F z

r ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

α
α11

div
r

,  

г) у сферичних координатах: 

( ) ( )
αϑ

ϑ
ϑϑ

α
ϑ ∂

∂+⋅
∂
∂+

∂
∂= F

r
F

r
Fr

rr
F r sin

1
sin

sin

11
div 2

2

r
. 

Скалярний оператор Лапласа divgrad2 =∆≡∇
r

: 

а) у декартових координатах: 

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ϕ

r
,  

б) у довільних ортогональних криволінійних координатах: 


















∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=∇

33

21

322

13

211

32

1321

2 1

qh

hh

qqh

hh

qqh

hh

qhhh

ϕϕϕϕ
r

, 

в) у циліндричних координатах: 
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2

2

2

2

2
2 11

zrr
r

rr ∂
∂+

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=∇ ϕ

α
ϕϕϕ

r
,  

г) у сферичних координатах: 

2

2

222
2

2
2

sin

1
sin

sin

11

α
ϕ

ϑϑ
ϕϑ

ϑϑ
ϕϕ

∂
∂+









∂
∂⋅

∂
∂+









∂
∂

∂
∂=∇

rrr
r

rr

r
. 

Ротор (вихор) 
а) у декартових координатах: 

[ ]


















∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇≡

zyx FFF
zyx

zyx

FF

000

,rot

rrr

rrr
,  

б) у довільних ортогональних криволінійних координатах: 

[ ]
( ) ( ) ( )



















∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇≡

332211

321

213132321

,rot

FhFhFh
qqq

hhehhehhe

FF

rrr

rrr
, 

в) у циліндричних координатах: 

















∂
∂

∂
∂

∂
∂=

zr FrFF
zr

rzrr

F

α

α

α 000

rot

rr

r
,  

г) у сферичних координатах: 

( ) ( )



















⋅
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

αϑ ϑ
αϑ

αϑϑϑ

FrrFF
r

rrrr

F

r sin

sinsin

rot

00
2

0

rrr

r
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А.3. Диференціальні формули векторного аналізу.  

ϕψψϕϕψ gradgradgrad += ,  

FFF
rrr

divgraddiv ϕϕϕ += ,  

[ ] BAABBA
rrrrrr

rotrot,div −= ,  

0rotdiv =F
r

,  

0gradrot =ϕ ,  

FFF
rrrr

2divgradrotrot ∇−= ,  

[ ] FFF
rrr

rot,gradrot ϕϕϕ += ,  

( ) ( ) ξξξ gradgrad ff ′= .  

А.4. Рівняння векторних (силових) ліній.  
У довільних ортогональних криволінійних координатах: 

3

33

2

22

1

11

F

dqh

F

dqh

F

dqh == ,  

у декартових координатах: 

zyx F

dz

F

dy

F

dx == .  

 
 
 
 


