Лабораторна робота № 4

Розв’язок виробничої задачі за допомогою методу лінійного програмування

Мета роботи
–
засвоїти метод прийняття математично-обґрунтованих техніко-економічних рішень, що базується на використанні лінійного програмування; вирішити виробничу задачу симплекс-методом, перевірити результати розрахунку на ЕОМ.

Короткі теоретичні відомості

Задачі лінійного програмування відносяться до класу задач, що називаються екстремальними. Екстремальні задачі – це задачі пошуку екстремуму (мінімуму або максимуму) певної функції L(x) на множині допустимих значень X, якій мають задовольняти точки x. Точка x в загальному випадку описується  набором змінних xi, тобто є вектором з координатами (x1, x2,… xn). Точка x(x1, x2,… xn), яка задовольняє обмеженням, що описують множину допустимих значень X, називається припустимим розв’язком екстремальної задачі. Функція L(x) називається функцією цілі або цільовою функцією (аналогічно критерію оптимізації при пошуку оптимального значення x). Множина X також називається множиною припустимих розв’язків задачі. Припустимий розв’язок екстремальної задачі, на якому функція цілі досягає свого екстремуму, називається оптимальним розв’язком задачі або просто розв’язком.

Загалом для розв’язку екстремальних задач необхідно:

1) скласти математичну модель задачі (формалізувати задачу);

2) розв’язати одержану задачу в математичній формі придатним до розв’язку методом.

Для складання математичної моделі задачі необхідно:

1) ввести позначення керованих змінних (невідомих);

2) записати обмеження задачі, що визначають область припустимих розв’язків, у вигляді рівнянь та нерівностей;

3) виходячи з завдання, поставленого в задачі, скласти вираз для функції цілі.

Лінійне програмування – це розділ математичного програмування, що вивчає методи розв’язку екстремальних задач, коли функція цілі L(x) лінійна та множина допустимих значень X описується системою лінійних обмежень (лінійних рівнянь та нерівностей).

Математична модель задачі лінійного програмування може бути записана в різному вигляді. Загальна задача лінійного програмування  має наступний вигляд:
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Таким чином, в систему обмежень можуть загалом входити як рівняння, так і нерівності. При цьому нерівність типу “більше або рівне” a≥b можна привести до нерівності “менше або рівне” вигляду –a ≤ – b шляхом множення лівої та правої частини на –1.

Також зазначимо, що задачу максимізації вигляду L(x)→max можна привести (з міркувань зручності для того, хто розв’язує) до задачі мінімізації L(x)→min та навпаки шляхом множення виразу функції цілі на –1, оскільки будь-яка функція f(x) досягає свого максимуму в тій самій точці, де функція –f(x) досягає свого мінімуму (графіки функцій f(x) та –f(x) є дзеркальними відображеннями одна одної відносно осі x). Самі значення максимуму функцій f(x) та мінімуму –f(x) будуть протилежними за знаком.

Виділяють дві типові форми запису задач лінійного програмування – основну та канонічну. Основна форма має наступний вигляд:
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До основної форми зводяться, наприклад, задачі отримання максимального прибутку або мінімальних витрат при таких обмеженнях на ресурси, що кожного ресурсу має бути витрачено не більше, ніж певна кількість.

Якщо система обмежень має лише дві змінні (наприклад, x1 та x2) та записана в основній формі, то її легко розв’язувати графічним методом на площині (x1, x2). Система обмежень в основній формі задає множину всіх точок (в тому числі і внутрішніх) області визначення X.

У випадку, коли змінних xi дві, область визначення, якщо вона не порожня, – двомірний багатокутник, обмежений (з усіх або не усіх боків) сторонами, кожна з яких відповідає певній нерівності, включаючи нерівності xi≥0. Якщо змінних більше, то область визначення – n-мірний багатогранник (обмежений або необмежений), кожна з граней якого відповідає певній нерівності, включаючи нерівності xi≥0.

Канонічна форма запису має наступний вигляд:
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Для переходу від основної форми до канонічної необхідно ввести додатково m абстрактних змінних (по одній для кожної нерівності), таких, що кожна з них доповнює ліву частину відповідної нерівності до рівності (на всі змінні накладається умова невід’ємності). Ці змінні необхідно додати до лівих частин нерівностей з коефіцієнтами 1, а також до функції цілі з коефіцієнтами 0. При цьому розмірність задачі, записаній в канонічній формі, порівняно з еквівалентною їй основною формою, збільшиться на  m.

Задачу представлену в канонічній формі легко розв’язувати так званим симплекс-методом, алгоритм якого буде розглянуто далі.

Підхід до розв’язку задач лінійного програмування базується на декількох положеннях.

Основна властивість задачі лінійного програмування полягає в тому, що оптимальний розв’язок задачі не може бути внутрішньою точкою множини припустимих розв’язків задачі, тобто він знаходиться на границі області визначення або прямує до нескінченності (якщо в напрямку покращення розв’язку область визначення не є обмеженою). Це пояснюється тим, що лінійна функція не має локальних екстремумів (її часткові похідні по кожному xi є константами Ci, що не є рівними 0 одночасно). Тому L(x) лінійно зростає на всій області визначення від певного мінімального значення в деякій точці на границі області визначення до максимального значення в напрямку, що визначається градієнтом L(x).

Отже, її мінімальне та максимальне значення (глобальні екстремуми) знаходяться на границі області визначення, а точніше – в кутових точках області визначення (вершинах n-мірного багатогранника, заданого системою обмежень). В частковому випадку екстремальне значення L(x) може досягатися на всьому відрізку, що з’єднує кутові точки (бути однаковим на всьому ребрі n-мірного багатогранника).

Як наслідок, кількість точок, в яких може знаходитись оптимальний розв’язок, є скінченною і не перевищує числа:
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де n та m – відповідно кількість змінних та кількість рівнянь в системі обмежень канонічної форми. Тому, теоретично, оптимальний розв’язок можна знайти повним перебором всіх можливих вершин  n-мірного багатогранника, що описується системою обмежень.

Друга властивість полягає в тому, що множина припустимих розв’язків задачі лінійного програмування є опукла (опуклою називається множина, якщо відрізок, що з’єднує будь-які дві точки цієї множини, також повністю належить цій множині). Внаслідок цього завжди можна перейти від однієї точки області визначення до іншої в напрямку наближення до оптимального розв’язку, залишаючись в межах області визначення. Так само можна переходити від однієї точки на границі до іншої точки на границі та просуватися до оптимального розв’язку, не залишаючи область визначення. При цьому для кожної вершини, якщо тільки в ній не досягається глобальний мінімум або максимум L(x), знайдуться сусідні, де L(x) буде більша, та сусідні, де L(x) буде менша, порівняно зі значенням L(x) в поточній вершині. Це дає можливість переходити від поточної вершини до певної сусідньої, лише в напрямку покращення розв’язку, поки не знайдеться вершина, в якій розв’язок буде оптимальним (тобто виконувати направлений перебір вершин області визначення).

Третя властивість полягає в наступному. Нехай система обмежень задана в канонічній формі, при чому рівняння системи обмежень є лінійно незалежні. Тоді для того, щоб точка x(x1, x2,… xn) була кутовою точкою області визначення (вершиною багатогранника), необхідно, щоб будь-які обрані (n-m) координат вектора x (тобто змінних xi) були прирівняні до 0, а значення інших m змінних визначалися шляхом розв’язку системи з m рівнянь, в яких підставлені нульові значення обраних (n-m) змінних. Обрані (n-m) змінних, які попередньо приймаються рівні 0, називаються небазисними або вільними. Змінні, які залишилися в системі рівнянь і визначаються з неї шляхом розв’язку, називаються базисними.

Як правило, всі базисні змінні виявляються більше нуля. Якщо хоча б одна з базисних змінних теж виявиться рівна нулю, то така точка називається виродженою. Інакше, якщо всі базисні змінні відмінні від 0, то така точка називається невиродженою.

Симплекс-метод є направленим перебором кутових точок області визначення. На кожному кроці знаходиться кутова точка з кращим  значенням функції цілі, ніж в попередній точці (або виявляється, що кращого за попередній немає). За скінчене число кроків (порівняно невелике) одержується розв’язок задачі або встановлюється, що розв’язку немає (у випадку необмеженості області визначення).

В симплекс-методі перехід із даної кутової точки здійснюється лише в сусідню, таку, що лежить на одному ребрі з даною. Перехід виконується в таку сусідню точку, в якій значення функції цілі краще (зокрема менше, якщо L(x) мінімізується), ніж в поточній. Сусідня кутова точка відрізняється тим, що в ній одна з базисних змінних замінена на ту, що в даній точці є небазисною. Іншими словами базисною (додатною) треба зробити ту небазисну (нульову) змінну, яка покращить значення функції цілі. Для цього на кожному кроці розв’язку необхідно виразити з системи обмежень базисні змінні через небазисні (розв’язати систему рівнянь відносно базисних змінних) та виразити функцію цілі через небазисні змінні (підставити вирази для базисних змінних в цільову функцію). Фактично, це означає розв’язати систему рівнянь, що складається з рівнянь системи обмежень та з рівняння функції цілі відносно базисних змінних. 

Тоді L(x) буде мати в загальному випадку наступний вигляд:
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де xj – небазисні змінні; L0 – певна константа – значення функції цілі в дані вершині, коли небазисні змінні xj приймаються за 0; Δj – константи, що називаються оцінками.

В процесі розв’язку необхідно знайти такий набір базисних змінних (таку вершину), щоб збільшення жодної з небазисних змінних не призводило до покращення розв’язку.

Іншими словами, якщо функція цілі мінімізується, то оптимальний розв’язок буде досягнутий тоді, якщо всі Δj будуть від’ємні. Тоді не буде сенсу робити відповідні xj додатними (тобто базисними), оскільки небазисні xj в такому випадку додаються до L(x).

Аналогічно, якщо функція цілі максимізується, то оптимальний розв’язок буде досягнутий тоді, якщо всі Δj будуть додатними. Тоді не буде сенсу робити відповідні xj додатними (тобто базисними), оскільки небазисні xj в такому випадку віднімаються від L(x).

Для спрощення розв’язку системи рівнянь на кожному кроці відносно нового складу базисних змінних, систему рівнянь з обмежень та функції цілі  представляють у вигляді так званої симплекс-таблиці коефіцієнтів рівнянь, а для розв’язку відносно базисних змінних використовують метод Гауса (як для систем лінійних рівнянь).

Алгоритм розв’язку задачі симплекс-методом розглянемо на прикладі.

Нехай задача задана в основній формі:
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1. Перейдемо від основної форми запису до канонічної форми, придатної для розв’язання симплекс-методом. Для цього введемо абстрактні змінні x4 та x5, такі, що при додаванні до лівих частин відповідних нерівностей перетворять їх в рівності. Отримаємо:
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2. Оберемо початковий план (початковий набір базисних змінних). Рекомендується в якості базисних змінних обирати такі, що кожна з них присутня лише в одному з рівнянь (система рівнянь розв’язана відносно них), а також бажано такі, що не містяться в виразі цільової функції.

При переході від основної до канонічної форми таким рекомендаціям задовольняють додатково введені абстрактні змінні. Але інші випадки можуть бути не такі, наприклад, система обмежень відразу задана в канонічній формі і не розв’язана відносно жодної зі змінних. Тому (для ілюстративності прикладу) оберемо в якості базисних змінних x1 та x5.

Розв’яжемо систему рівнянь відносно x1 та x5, потім підставимо знайдений вираз для x1 в функцію цілі, щоб вона виражалася лише через небазисні змінні. Отримаємо:
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Представимо функцію цілі у вигляді (4.5). Отже маємо:
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3. Заповнимо початкову симплекс таблицю (табл. 4.1).

Верхня графа таблиці – змінні xi у порядку зростання індексів (для зручності можна окремо згрупувати базисні і небазисні змінні в початковому плані). Внутрішня частина таблиці – матриця коефіцієнтів при змінних системи рівнянь, розв’язаної відносно базисних змінних, – системи обмежень виразу (4.9). Кожен рядок внутрішньої частини відповідає одному з рівнянь системи обмежень. Правий крайній стовпчик – вільні члени системи рівнянь. Лівий стовпчик – змінні, що є базисними у відповідному рівнянні. Нижній рядок – коефіцієнти при змінних в цільовій функції виразу (4.9) – так звані оцінки. Елемент на перетині рядка оцінок і стовпчика вільних членів – значення цільової функції в даній кутовій точці.

Таблиця 4.1

	
	x1 
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x1 
	1
	1
	1
	1
	0
	5

	x5
	0
	2
	1
	–1
	1
	3

	Δj 
	0
	–9
	–4
	7
	0
	1


4. Перевіряємо умову оптимальності.

Якщо при мінімізації цільової функції всі оцінки Δj є недодатні (від’ємні або рівні 0), то збільшення небазисних змінних (перетворення їх на базисні) не покращує розв’язок, і, отже, даний розв’язок є оптимальним. Аналогічно, якщо при максимізації цільової функції всі оцінки Δj є невід’ємні (додатні або рівні 0), то збільшення небазисних змінних (перетворення їх на базисні) не покращує розв’язок, і, отже, даний розв’язок є оптимальним. В такому випадку розв’язок знайдено і пошук закінчується. Значення L(x) відповідає нижньому правому елементу, а значення базисних змінних рівні відповідним вільним членам рівнянь (у правому стовпчику).
Якщо ж дана кутова точка не дає оптимального розв’язку, треба поліпшувати план (переходити до наступного етапу).

В нашому випадку L(x) максимізується і оцінки містять від’ємні числа, отже при зростанні x2 або x3 функція цілі збільшується. Треба поліпшувати розв’язок.

5. Визначення ведучого (розв’язуючого) стовпця. Ведучий стовпчик відповідає небазисній змінній, яку доцільно зробити базисною (ту змінну, при збільшенні якої розв’язок покращується найшвидше). Це змінна, для якої відповідна оцінка Δj є:

– найбільшим за модулем додатним числом серед Δj (у випадку пошуку L(x)→min) або

– найбільшим за модулем від’ємним числом серед Δj (у випадку пошуку L(x)→max).

В нашому випадку, коли шукається L(x)→max, знаходимо Δ2 = –9, тобто найбільше за модулем від’ємне число. Отже змінну x2 доцільно зробити базисною.

6. Перевірка існування розв’язку.

Якщо всі коефіцієнти над знайденою оцінкою Δj  у ведучому стовпчику є недодатні, це означає, що відповідну небазисну змінну можна робити як завгодно великою (тобто xj→∞) і при цьому умова обмежень не порушиться, оскільки збільшення xj не призведе до необхідності зменшення якоїсь з базисних змінних, а навпаки до зростання останньої. В такому випадку область визначення є необмеженою і розв’язку не може бути знайдено.

В загальному випадку, якщо хоча б один з коефіцієнтів в стовпцях над кожною додатною (при мінімізації) чи над кожною від’ємною (при максимізації) оцінкою є додатний, область визначення є обмеженою. Тоді можна шукати базисну змінну, яка стане небазисною замість змінної у ведучому стовпці, яка, в свою чергу, стане базисною. Інакше – розв’язку не може бути знайдено.

В нашому прикладі всі коефіцієнти у ведучому стовпці є додатними.

7. Пошук ведучого (розв’язуючого) рядка. Ведучий рядок відповідає тій базисній змінній, яка перша стане рівна 0 (стане небазисною) при зростанні змінної у ведучому стовпці. Легко переконатися, що першою з базисних змінних стане рівна нулю та, для якої відношення вільного члена до коефіцієнта у ведучому стовпці є мінімальним.

Для нашого випадку ведучий рядок відповідає базисній змінній x5, оскільки:
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Дійсно, в системі обмежень
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збільшити x2 в першому рівнянні можна аж до 5 і при цьому x1 залишиться невід’ємним, тоді як в другому рівнянні збільшити x2 можна лише до 3/2, оскільки при подальшому зростанні x5 стане від’ємним.

Коефіцієнт, що знаходиться на перетині ведучого стовпця та ведучого рядка, називається ведучим (розв’язуючого) елементом. В нашому випадку ведучий елемент рівний 2.

8. Складання нової симплекс-таблиці. Для нового плану, в якому одна з базисних змінних стала небазисною, а одна з небазисних – базисною, треба розв’язати систему рівнянь (включаючи рівняння функції цілі) відносно нового набору базисних змінних. Отже, для складання нової таблиці виконуємо:

8.1. Заголовок таблиці, в якому наводяться змінні xi у порядку зростання індексів, залишаємо без змін.

8.2. У ведучому рядку в першому стовпці, де записується базисна змінна, замінюємо базисну змінну на нову – ту, що відповідає ведучому стовпцю. Інші базисні змінні в першому стовпчику переписуються без змін.

В нашому прикладі в другому рівнянні (з базисною змінною x5) замість змінної x5 записуємо змінну x2.

8.3. Всі елементи ведучого рядка діляться на ведучий елемент і записуються у відповідний рядок нової таблиці. Очевидно, що у ведучому стовпці на перетині з ведучим рядком буде число 1.

8.4. Нова введена базисна змінна виключається з усіх рядків симплекс таблиці (включаючи рядок оцінок) так званим методом Жордана-Гауса.

Для виключення нововведеної базисної змінної треба скористатися властивістю систем рівнянь: до будь-якого рівняння системи можна додати (відняти) будь-яке інше рівняння системи, помножене на будь-яке число. Таким чином, необхідно від кожного рядка, крім ведучого, поелементно відняти ведучий рядок, помножений на елемент даного рядка у ведучому стовпці, тобто відняти ведучий рядок, в якому кожен елемент помножений на таке число, що при відніманні у ведучому стовпці усюди будуть нулі, крім ведучого рядка.

В нашому прикладі треба від першого рядка відняти ведучий, помножений на 1, а від рядка оцінок відняти ведучий рядок, помножений на (–9), тобто додати ведучий, помножений на 9. В результаті маємо наступну симплекс-таблицю (табл. 4.2).

Таблиця 4.2

	
	x1 
	x2
	x3
	x4
	x5
	bi

	x1 
	1
	0
	1/2
	3/2
	–1/2
	7/2

	x2
	0
	1
	1/2
	–1/2
	1/2
	3/2

	Δj 
	0
	0
	1/2
	5/2
	9/2
	29/2


Далі необхідно повторювати п.4–п.8, поки не виконається умова оптимальності або не буде встановлено факт нерозв’язності задачі.

В нашому випадку на першому кроці (див. табл. 4.2) всі оцінки виявилися невід’ємні, отже знайдено максимум цільової функції, рівний 14,5. Оптимальний план при цьому:
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Порядок виконання роботи

В даній лабораторній роботі необхідно розв’язати задачу пошуку оптимального плану випуску продукції (визначення оптимальних партій випуску виробів двох видів) при заданих обмеженнях на ресурси (також двох видів), яка формально представлена у вигляді заданої (згідно варіанту завдання) математичної моделі лінійного програмування. З математичної точки зору, дана задача є задачею пошуку екстремуму (мінімуму або максимуму) лінійної функції при лінійних обмеженнях, що вирішується симплекс-методом. Для виконання роботи необхідно:
1. Скласти змістовну постановку задачі для заданої математичної моделі задачі: обрати (довільно) вид виробництва та два види продукції, що виробляються; прийняти, що є два види ресурсів, які потребує виготовлення кожного з видів продукції в питомих кількостях, згідно мат. моделі. Прийняти обмеження на ресурси, згідно даних в мат. моделі. Прийняти питомі величини прибутку від реалізації кожного з виробів, згідно даних в мат. моделі.

2. Привести математичну модель задачі до вигляду, придатного до вирішення симплекс-методом: перетворити нерівності у рівності, ввівши абстрактні змінні; обрати початковий план (дві базисні змінні); розв’язати систему рівнянь відносно обраних базисних змінних. Скласти початкову симплекс-таблицю. Розв’язати задачу вручну, навести хід розв’язку в роботі у вигляді таблиці. Навести знайдене екстремальне значення функції цілі та значення змінних при цьому.

3. Перевірити правильність ручного розрахунку на ЕОМ. Для цього задати в програму математичну модель задачі. Натиснути кнопку “розрахунок” та переконатися у відповідності результатів.

Зняти знімок з програми як підтвердження правильності розрахунку.

4. Зробити висновки по роботі.

Зміст звіту
В звіті обов’язково навести:

1. Короткі теоретичні відомості з лінійного програмування.

2. Запропоновану змістовну (що має фізичний сенс) постановку задачі.

3. Математичну постановку задачі (згідно варіанту).

4. Таблицю, що ілюструє ручний розрахунок оптимального плану.

5. Знімок з програми, що підтверджує правильність ручного розрахунку.

6. Висновки про результати роботи.
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