Лекція 7
Тема: «Динаміка системи матеріальних точок ( динаміка матеріальної системи). Основні (загальні) теореми динаміки»
Системою матеріальних точок називається сукупність матеріальних точок, положення і рухи яких взаємопов’язані.
Теорема про рух центра мас механічної системи
Центр мас механічної системи рухається як вільна матеріальна точка, яка має масу цієї системи і до якої прикладені всі зовнішні сили, що діють на систему:

де  – сили, які діють на тіло і точки системи з боку тіл, що не входять до системи.
Диференціальні рівняння руху центра мас:

Наслідки теореми
1. Внутрішні сили безпосередньо не впливають на рух центра мас матеріальної системи.
2. Якщо головний вектор  зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю (), то центр мас перебуває у спокої або рухається рівномірно і прямолінійно залежно від початкових умов.
3. Якщо одна з проекцій головного вектора зовнішніх сил на вісь нерухомої системи координат дорівнює нулю (наприклад, ), то проекція швидкості центра мас на цю вісь ( Vcx ) не змінюється, є сталою величиною .
Приклад розв’язання задачі
По похилій площині (рис. 7.1) призми 1 маси m1 = 10 кг спускається вантаж 2 (m2 = 6 кг), який тягне за допомогою невагомої нитки вантаж 3 масою m3 = 4 кг. Знайти переміщення призми 1 по гладенькій горизонтальній площині, якщо тіло 2 опустилось по похилій площині на S = 0,5м.
[image: ]
Рисунок 7.1
Розв’язання
Покажемо зовнішні сили, прикладені до матеріальної системи, що складається з призми 1 та тіл 2, 3. Такими самими є: – сила ваги призми,  i  – вага відповідно другого та третього вантажів, N – реакція гладенької горизонтальної поверхні.
Запишемо теорему про рух центра мас матеріальної системи в проекціях на вісь Х:
			(7.1)
де M  m1  m2  m3 ,
 – проекція головного вектора зовнішніх сил на вісь Х.
Оскільки  , то . Тоді .
В початковий момент часу система знаходилась у спокої і тому C10. Із формули (7.1) маємо:

Таким чином, координата ХС центра мас матеріальної системи залишається сталою незалежно від переміщень тіл, що входять у систему. 
Визначимо положення центра мас системи в початковий момент часу:
		(7.2)
Якщо вантаж 2 переміститься на величину X2 , тоді тіло 3 – на X3 , а призма 1 – X1 і положення ХС центра мас знайдемо за формулою:
 	(7.3)
Враховуючи (7.2), із формули (7.3) отримаємо:
 		(7.4)
Переміщення X2 та X3 складається із відносного по призмі і переносного разом із призмою.

Тепер із формули (7.2) знаходимо переміщення призми.

 
Знак «мінус» вказує на те, що призма 1 перемістилася в сторону, протилежну додатному напрямку осі Х.



Теореми про зміну кількості руху матеріальної точки і кількості руху механічної системи
Кількістю руху (мірою механічного руху) матеріальної точки масою mi називається вектор i  , який дорівнює добутку маси точки на вектор її швидкості .
Кількістю руху системи матеріальних точок називається головний вектор (векторна сума) кількостей руху всіх точок системи:

або кількість руху всієї системи дорівнює кількості руху однієї матеріальної точки, маса якої дорівнює масі системи, а швидкість – швидкості центра мас:.
.
Векторній формі цього рівняння відповідають три рівності в координатній формі:

Імпульсом сталої сили  називається векторна величина, яка дорівнює добутку сили на час її дії

Повний імпульс сили
.
Проекції імпульсу сили на координатні осі

Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху матеріальної точки геометрично дорівнює рівнодійній сил, прикладених до точки

aбо 

Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в інтегральній формі: зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу дорівнює імпульсу рівнодійної сили за той самий проміжок часу:

або в проекціях на осі координат:

Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок у диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху системи матеріальних точок дорівнює головному вектору зовнішніх сил, що діють на систему:
,
або в проекціях на осі координат:

Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок в інтегральній формі: зміна кількості руху системи за якийсь проміжок часу дорівнює сумі імпульсів, що діють на систему зовнішніх сил, за цей самий проміжок часу:
,
у проекціях на осі:

Наслідки теореми
1. Внутрішні сили системи безпосередньо не впливають на зміну вектора кількості руху системи.
2. Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю , то вектор кількості руху системи буде постійним за модулем і напрямком   const .  const – закон збереження кількості руху системи.
3. Якщо сума проекцій всіх діючих сил на будь-яку вісь  дорівнює нулю  , то проекція кількості руху системи на цю вісь є величиною постійною,  . 
Приклад розв’язання задачі
	

Рисунок 7.2
	По горизонтальній ділянці шляху рухається тіло масою m зі швидкістю 10 м/с, і зустрічає силу опору R , яка дорівнює 0,2 від ваги тіла (рис. 7.2).


У деякий момент часу рушійна сила – сила тяги – вимикається, а тіло продовжує рухатися далі. Визначити, через який час тіло зупиниться?
Розв’язання
За теоремою імпульсів


.
.
Теореми про зміну моменту кількості руху матеріальної точки і механічної системи
	

Рисунок 7.3
	Моментом кількості руху точки М відносно центра О називається величина 0 , що дорівнює векторному добутку радіуса-вектора  матеріальної точки, проведеного з цього центра, на кількість її руху (рис. 7.3)



Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки:
похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної точки відносно нерухомого центра О (або осі) дорівнює моменту рівнодійної сил, прикладених до точки, відносно того самого центра (або осі):

або

Кінетичним моментом системи матеріальних точок або головним моментом кількості руху системи ( 0 ) відносно центра O називається векторна сума моментів кількостей руху точок системи відносно того самого центра:
 ,
де  – момент кількості руху і-ї точки системи,
 – кількість руху і-ї точки,
 – радіус-вектор, що з’єднує нерухомий центр О з і-ю точкою системи
Кінетичний момент системи відносно координатних осей

Кінетичний момент твердого тіла відносно осі обертання
Розглянемо тверде тіло, яке обертається навколо осі Oz з кутовою швидкістю  (рис. 7.4).
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Рисунок 7.4
Для довільної точки тіла Mk масою mk , яка розташована на відстані hk від осі обертання і має швидкість k , кінетичний момент:
.
Але , причому вектор кількості руху точки перпендикулярний до hk, тобто він лежить у площині, перпендикулярній до осі Oz . Отже виходить, що:
.
Кінетичний момент всього тіла:
.
Як було визначено раніше,  є моментом інерції тіла відносно осі Oz, тому остаточно:

Таким чином, кінетичний момент твердого тіла відносно нерухомої осі обертання дорівнює добутку моменту інерції тіла відносно цієї осі на кутову швидкість тіла.
Знак кінетичного моменту збігається зі знаком кутової швидкості.

Теорема про зміну моменту кількості руху механічної системи: похідна за часом від кінетичного моменту механічної системи відносно будьякого нерухомого центра 0 дорівнює сумі моментів усіх зовнішніх сил системи відносно того самого центра:

або в проекціях на осі:

або похідна за часом від кінетичного моменту системи відносно будь-якої нерухомої осі дорівнює головному моменту зовнішніх сил, що діють на систему відносно тієї самої осі.
Для осей, що рухаються поступально:
.
Наслідки теореми
1. Внутрішні сили безпосередньо не впливають на зміну моменту кількості руху системи.
[bookmark: _Hlk219896241]2. Якщо сума моментів відносно заданого центра всіх прикладених до системи зовнішніх сил дорівнює нулю , то .  – закон збереження головного моменту кількості руху (закон збереження кінетичного моменту відносно центра О). За допомогою даного закону створені всі системи навігації.
3. Якщо , то головний момент кількості руху системи відносно цієї осі буде величиною постійною .

Диференціальне рівняння обертання твердого тіла навколо нерухомої осі
Припустимо, що певне тверде тіло обертається навколо нерухомої осі Oz під дією системи зовнішніх сил  . Тоді :

де  – кінетичний момент тіла відносно осі Oz.
В той самий час, як відомо,  , і попереднє співвідношення набуває вигляду:

Отримана формула і є диференціальним рівнянням обертання твердого тіла навколо нерухомої осі. 
Під час обчислення суми моментів зовнішніх сил відносно осі обертання твердого тіла потрібно мати на увазі, що реакції ідеальних в’язей (реакції опор осі) в рівняння не входять, бо лінії їх дії перетинають вісь. 
З диференціального рівняння обертання тіла виходить:
[bookmark: _Hlk219900522][bookmark: _Hlk219900565]1. Якщо , то  також є сталою, тобто обертання тіла є рівнозмінним.
2. Якщо ,  і   const – маємо випадок рівномірного обертання тіла навколо осі.
Примітка: кінетичний момент системи матеріальних точок (головний момент кількості руху системи) позначають 0 або 0 .
Теореми про зміну кінетичної енергії матеріальної точки і механічної системи
Кінетичною енергією матеріальної точки називається скалярна міра механічного руху в нерухомій системі координат, що дорівнює половині добутку маси точки на квадрат її швидкості
[bookmark: _Hlk219901668].
Кінетичною енергією системи матеріальних точок називають суму кінетичних енергій всіх точок, що входять у систему:

де mi – маса і-точки системи;
Vi – швидкість і-точки.
Якщо система складається з кількох твердих тіл, то її кінетична енергія дорівнює сумі кінетичних енергій всіх тіл, що входять в систему.
1. За поступального руху твердого тіла:  .
[bookmark: _Hlk219906357]2. За обертального руху твердого тіла навколо нерухомої осі z: . 
3. За плоско-паралельного руху: 
де М – маса тіла;
Vc – швидкість центра мас тіла;
 – момент інерції тіла відносно осі обертання z ;
 – момент інерції тла відносно осі Zc , що проходить через центр мас тіла перпендикулярно до площини руху;
 – миттєва кутова швидкість тіла.
Наприклад, для колеса масою М, яке котиться без ковзання по прямолінійній рейці (рис. 7.5)
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Рисунок 7.5
Елементарною роботою A сили F називається скалярна величина, що дорівнює скалярному добутку  на вектор елементарного переміщення dr точки її прикладення (рис. 7.6):
	

Рисунок 7.6
	. Якщо під дією сили  матеріальна точка переміщується з положення М1 в положення М2, то робота сили  на шляху М1 М2 дорівнює


 
Враховуючи властивості скалярного добутку, маємо
.
Робота на скінченному переміщенні
.
Одиниця виміру роботи .
1. Робота сталої сили  на прямолінійному переміщенні S (рис. 7.7):
	

Рисунок 7.7
	


2. Робота сили тяжіння (рис. 7.8)
	

Рисунок 7.8
	A  F  h («+» коли точка опускається, «–» коли точка підіймається), де h – різниця кінцевого і початкового положень


3. Робота пружної сили: 
де с – коефіцієнт пружності,
 - початкова деформація пружини,
 - кінцева деформація пружини.
4. Робота сили тертя:  
5. Робота сили, прикладеної до твердого тіла, що обертається:
,
де  – момент сили відносно осі обертання,
 – кут повороту.
Потужність – це робота, виконана за одиницю часу.

де F – проекція сили на дотичну вісь;
V – швидкість точки прикладення сили.
Потужність сили, прикладеної до тіла, що обертається

де  – момент сили відносно осі обертання z;
 – кутова швидкість тіла.
Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки: приріст кінетичної енергії точки на деякому відрізку дуги її траєкторії дорівнює роботі рівнодійної всіх сил, що прикладені до точки на цьому самому відрізку дуги траєкторії:

де V2 – швидкість точки в кінці пройденого шляху;
V1 – швидкість точки на початку шляху;
 - алгебраїчна сума роботи сил, прикладених до точки, на пройденому шляху.
Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи в інтегральній формі: приріст кінетичної енергії системи матеріальних точок за деякий проміжок часу дорівнює сумі робіт зовнішніх сил, що діють на точки системи, протягом розглянутого проміжку часу

де T0 ,T – кінетична енергія системи відповідно в початковому і кінцевому її положеннях;
 - сума робіт зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на систему.
У випадку абсолютно твердого тіла (незмінна система), внутрішні сили урівноважуються і їхня робота дорівнює нулю. Також дорівнює нулю робота ідеальних зв’язків.
Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи у диференціальній формі:

тобто похідна від кінетичної енергії за часом дорівнює сумі потужностей усіх зовнішніх і внутрішніх сил, прикладених до системи.

[bookmark: _GoBack]Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №7
1. У чому суть теореми про рух центра мас механічної системи і які наслідки випливають із неї? 
2. Що називають кількістю руху матеріальної точки? 
3. Що називають кількістю руху системи матеріальних точок? 
4. Що називають імпульсом сили? 
5. У чому суть теореми про зміну кількості руху системи матеріальних точок і які наслідки випливають із неї? 
6. Що називають моментом кількості руху точки відносно деякого центра? 
7. Що називають кінетичним моментом системи матеріальних точок або головним моментом кількості руху системи відносно деякого центра? 
8. Чому дорівнює кінетичний момент твердого тіла відносно нерухомої осі обертання? 
9. У чому суть теореми про зміну моменту кількості руху механічної системи і які наслідки випливають із неї? 
10. Як записується диференціальне рівняння обертання твердого тіла навколо нерухомої осі? 
11. Що називають кінетичною енергією матеріальної точки? 
12. Що називають кінетичною енергією системи матеріальних точок? 
13. Що називають елементарною роботою? 
14. Що називають потужністю? 
15. У чому суть теореми про зміну кінетичної енергії механічної системи?
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