МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
ДЕРЖАВНИЙ УНІВЕРСИТЕТ «ЖИТОМИРСЬКА ПОЛІТЕХНІКА»
 М.М. Можаровський 
ОПОРНИЙ КОНСПЕКТ ЛЕКЦІЙ ПО ДИСЦИПЛІНІ
«ТЕХНІЧНА МЕХАНІКА»
ЧАСТИНА 1
«ТЕОРЕТИЧНА МЕХАНІКА»
(для студентів за напрямком підготовки J8“Автомобільний транспорт”
ЖИТОМИР – ЖДТУ – 2026


Лекція 1
Вступ
«Механіка» належить до природничих наук, які вивчають різноманітні властивості матерії та різні форми її існування. 
В основу класичної механіки покладені поняття абсолютного простору і часу, які були висловлені І. Ньютоном.
«Механіка» від грецького (Μηχανική) – це мистецтво створення машин. Механіка – це наука про механічний рух матеріальних тіл. Історичний розвиток механіки починається з найдавніших часів, цей період характеризується такими винаходами як колесо, важіль, візок, а також створенням найпростіших механізмів, пристосувань та споруд.
Термін «механіка» ввів Аристотель (384–322 рр. до н.е.). Розвиток механіки як науки (в Європейській традиції) починається від Архімеда (287– 212 рр. до н.е.). Класичний період (16–19 ст.) розвитку механіки відомий такими іменами як М. Коперник, Г. Галілей, Х. Гюйгенс, І Ньютон, Й. Бернуллі, Ж. Д’Аламбер, Ж. Лагранж. 19 ст. відоме такими вченими як П. Л. Чебишов, О. М. Крилов, М. Є. Жуковський, О. М. Ляпунов.
Сьогодні без знання законів механіки неможливо уявити сучасне життя та розвиток цивілізації. Кожен крок людини пов'язаний з використанням пристроїв, механізмів та машин. Вони полегшують нам життя, але й потребують відповідних знань та умінь. 
У багатьох технічних вишах України та Європи для здобувачів викладаються такі дисципліни як «Теоретична механіка», «Технічна механіка» та «Прикладна механіка», основою яких є «Механіка». 
Технічна механіка як наука відіграє провідну роль в інженерній освіті і є зв’язуючою ланкою між низкою теоретичних та технічних наук. Дисципліна «Технічна механіка» є основою формування інженерної думки, мислення та інтуїції майбутнього фахівця у будь-якій технічній галузі. Вивчення дисципліни «Технічна механіка» базується на знаннях, отриманих під час опанування дисциплін «Фізика» та «Вища математика». 
Метою вивчення дисципліни «Технічна механіка» є засвоєння студентами законів, принципів, методів та прийомів, необхідних майбутньому спеціалісту для розуміння основ роботи та розрахунку деталей, вузлів приладів, аналізу механічних явищ, що з’являються під час досліджень, експлуатації, випробувань та ремонтних робіт. 
Курс «Технічна механіка» складається з трьох основних розділів:
· теоретична механіка;
· опір матеріалів;
· деталі машин.
Методи технічної механіки та знання її законів і принципів дозволяють досліджувати найскладніші проблеми техніки і технологій, що постійно виникають у зв’язку із розвитком нових видів виробництва та нових технічних засобів, які вже не можна розв’язати на основі одних тільки дослідних даних, а потребують моделювання на основі попереднього точного розрахунку і наукового передбачення. «Технічна механіка» дає універсальні методи складання та аналізу рівнянь руху і рівноваги складних матеріальних систем, що є основою моделювання
Предмет теоретичної механіки
В механіці особливого значення набуває форма існування об’єктивної реальності (матерії) у вигляді речовини, з якої складаються всі фізичні тіла, і поля, яке вони можуть створювати, в якому можуть рухатися і з яким взаємодіяти. Основними поняттями теоретичної механіки є поняття простору, часу, руху матерії.
Під рухом матерії розуміють будь-які її зміни, які відбуваються при хімічних, теплових та інших процесах. Механічним рухом називається найпростіша форма руху матерії, яка зводиться до простих переміщень у просторі (з одного положення в інше) і часі. Система наук про найпростіші форми руху матерії утворює загальну механіку.
Теоретична механіка – це наука про найбільш загальні закони механічного руху матерії, головною задачею якої є пізнання кількісних закономірностей реальних рухів фізичних тіл.
В теоретичній механіці використовуються наступні моделі фізичних тіл: матеріальна точка, система матеріальних точок, абсолютно тверде тіло та система абсолютно твердих тіл.
Матеріальною точкою називається найпростіша модель фізичного тіла довільної форми, розмірами якого в умовах даної задачі можна знехтувати, і яка, в свою чергу, має властивість інертності і здібність взаємодіяти з іншими тілами.
Системою матеріальних точок називають сукупність матеріальних точок, положення і рух яких взаємозв’язані.
Незмінною називається така система матеріальних точок, в якій взаємне розташування точок, що їй належать, залишається незмінним. Якщо незмінна система матеріальних точок неперервно заповнює деяку частину простору, тоді така система називається абсолютно твердим тілом. Із властивостей незмінної системи випливає, що відстань між двома довільно вибраними точками абсолютно твердого тіла не змінюється при його русі.
В основі теоретичної механіки лежать три закони Ньютона. Для їх формулювання введемо поняття інерціальної системи відліку (ІСВ), під якою розуміємо таку систему відліку, по відношенню до якої ізольована матеріальна точка знаходиться в стані спокою або рівномірного і прямолінійного руху. Система, яка не має цих властивостей, називається неінерціальною.
І-й закон Ньютона: будь-яке тіло знаходиться в стані спокою або рівномірного і прямолінійного руху доки і оскільки воно не змушується прикладеними силами змінити свій стан.
Для формулювання ІІ-го закону Ньютона треба ввести поняття кількості руху матеріальної точки. Кількістю руху матеріальної точки називається добуток маси точки на її швидкість:

ІI-й закон Ньютона: зміна кількості руху матеріальної точки пропорційна прикладеній силі і відбувається вздовж тієї ж прямої, по якій діє сила:
.
ІIІ-й закон Ньютона: дії завжди відповідає рівна їй за величиною і протилежна за напрямком протидія, тобто дії двох тіл одного на інше завжди рівні і напрямлені вздовж однієї прямої в різні боки.
Механіка складається з трьох основних розділів:
1) статики – розділу механіки, в якому вивчається рівновага матеріальних тіл, та зведення систем сил до найпростішого (еквівалентного) вигляду; 
2) кінематики, яка вивчає рух тіл з геометричної точки зору, тобто без урахування причин, які викликали цей рух; 
3) динаміки, яка вивчає рух тіл з урахуванням причин (зовнішніх сил), які викликали цей рух.
Розділ 1. С т а т и к а
1. Предмет статики
Статика – розділ теоретичної механіки, в якому вивчаються методи перетворення однієї системи сил в інші, їй еквівалентні, а також умови рівноваги різних систем сил, що діють на тіло.
Поняття сили
Величина, що є мірою механічної дії одного тіла (або поля) на інше, називається силою.
Зазвичай використовується математична модель сили у вигляді зв’язаного вектора, тому що вказана дія характеризується:
 напрямком; 
 точкою прикладення (тією матеріальною часткою, на яку діє сила); 
 чисельним значенням, що називається модулем сили .
Дія сили на матеріальну точку залежить від напрямку сили і її величини.
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Рисунок 1.1
Напрямком сили є той напрямок, в якому матеріальна точка, що рухається вільно або знаходиться у стані спокою, буде рухатися під дією сили.
Пряма, по якій напрямлена сила називається лінією дії сили.
Для вимірювання модуля сили її порівнюють з іншою силою, яку вважають еталоном. В системі СІ за одиницю сили (еталон) прийнято Ньютон (Н). Використовуються також більші одиниці вимірювання сил: меганьютон (1 Мн = 106 Н); кілоньютон (1 кН = 103 Н). 
Сила, як векторна величина, підпорядкована всім законам векторного числення.
Момент сили відносно центра
Моментом сили  (рис. 1.2) відносно центра називається векторний добуток радіуса-вектора , проведеного із точки О до точки прикладення сили  , на вектор сили  :
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Рисунок 1.2
Модуль векторного добутку:
,
де h – плече сили, тобто перпендикуляр, проведений із центра на лінію дії сили.
Правило знаків для моментів
Момент сили відносно точки вважається додатним, якщо сила намагається повертати відносно точки проти напряму годинникової стрілки, і від’ємним, якщо намагається повертати за напрямом стрілки годинника (рис. 1.3).
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Рисунок 1.3
Властивості моменту сили відносно точки
1. Якщо перемістити силу вздовж лінії її дії, то момент сили відносно точки не зміниться (рис. 1.4).
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Рисунок 1.4
2. Момент сили відносно точки дорівнює нулю, якщо лінії дії сили проходить через цю точку (рис. 1.5).
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Рисунок 1.5
Момент сили відносно осі
Силу  прикладено в точці А (рис. 1.6). На площину, яку проведено перпендикулярно до осі z спроєктуємо вектор . Із точки О перетину площини з віссю z опустимо перпендикуляр на лінії дії вектора пр .
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Рисунок 1.6
Моментом вектора  відносно осі z є скалярна величина , яка дорівнює добутку модуля вектора пр на плече h цього вектора:
.
Знак «+» беремо в тому випадку, коли, дивлячись назустріч осі z, бачитимемо рух вектора  навколо неї проти годинникової стрілки.
Наслідок 1. Момент сили відносно осі не змінюється за переміщення сили  по лінії дії.
Наслідок 2. Якщо сила  і вісь z лежать в одній площині, то момент сили  відносно осі z дорівнює нулю.
Поняття про пару сил
Парою сил називається система двох колінеарних сил, що мають однакові модулі та протилежні напрями (рис. 1.7). 
Площина, в якій лежать сили  і –  , називається площиною пари. Найкоротша відстань між лініями дії пари сил називається плечем пари сил. 
Момент пари сил (  , – ) не залежить від вибору центра:
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Рисунок 1.7

Модуль моменту пари:
.
Пара сил на рисунках умовно зображається:
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Як випливає із означення пари сил, головний вектор пари R сил дорівнює нулю.

Класифікація сил
В механіці, опорі матеріалів навантаження, що діє на вільне тверде тіло, називається зовнішніми силами. Ці сили розділяються на активні та реакції в'язей. 
Активні сили визначаються службовим призначенням деталі (твердого тіла): тиск газів або води; вага стержня; вага снігу на покрівлі і под. 
Активні сили розділяються на зосереджені 1, 2 (рис. 1.8) та розподілені, що характеризується навантаженням q (інтенсивність), яке діє на одиницю довжини тіла або площі. Найбільш поширене розподілене навантаження у формі прямокутника (рис. 1.8)
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Рисунок 1.8
Розподілене навантаження можна замінити однією силою , прикладеною у центрі мас Q = q·l (рис. 1.8).
Класифікація в'язей та їх реакції
В'язями називають тіла (поля) або сукупність тіл, які обмежують рух певного тіла (поля) чи певної матеріальної системи.
Реакція в’язі – це сила, з якою в’язь діє на вибране тіло, що досліджується (розглядається). 
За своєю природою в'язі можна розділити на два класи. 
До першого класу належать в'язі, напрям реакцій яких не залежить від величини і напряму активних сил, прикладених до тіла, що перебуває у стані рівноваги. 
Наприклад: гнучка в’язь (троси, нитки, ланцюги) (рис. 1.9); ідеально гладенькі поверхні (рис. 1.10); ідеальні стержні (рис. 1.12). 
Розглянемо докладніше, як спрямовані реакції деяких основних типів в'язей.
Гнучка в’язь (нитки, канати, троси, ланцюги)
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Рисунок 1.9
Реакції в'язей троса, нитки, ланцюга напрямлені по тросу, нитці, ланцюгу, причому ці тіла можуть тільки розтягуватися, тобто чинять протидію тільки дії розтягування.
Реакція нитки напрямлена вздовж нитки до точки її закріплення А і позначається через  або  . 
У задачах теоретичної механіки припускають, що нитка є невагомою і гнучкою.
Ідеально гладенькі поверхні
Реакція ідеально гладкої поверхні напрямлена по нормалі від поверхні і позначається через  або n .
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Рисунок 1.10
Гладенькими, з погляду статики, називаються такі поверхні, в яких реакції в'язей в точці контакту з іншими тілами напрямлені по загальній нормалі до дотичних поверхонь.
Примітка
У випадку шорсткої поверхні (рис. 1.11) реакція А розкладається на дві складові:
n – нормальну і  – дотичну, напрямлену по дотичній  до поверхні.
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Рисунок 1.11
Ідеальний (невагомий стержень), що з’єднує два шарніри А та В. Реакція спрямована вздовж лінії, що з’єднує шарніри (рис. 1.12).
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Рисунок 1.12
Невагомий стержень, до якого не прикладено сили (активні та реакції в'язей), називається ідеальним. Реакції в'язі ідеального стержня напрямлені по лінії, яка сполучає початок і кінець стержня (рис. 1.12), причому ідеальний стержень може стискатися або розтягуватися.
До другого класу належать в’язі, напрям реакцій яких повністю визначається напрямом і величиною активних сил. Такими в’язями є шарніри нерухомий (рис. 1.13) і рухомий (рис. 1.14), сферичний шарнір (рис. 1.15), жорстке защемлення (рис. 1.16), підп’ятник (рис. 1.17) і т. д.
Нерухомий циліндричний шарнір (підшипник, нерухома опора)
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Напрям реакцій таких в’язів заздалегідь визначити не можна. Невідомий вектор реакції в’язі RA в площині визначається двома складовими A і A по осях OХ та ОУ (рис. 1.13).
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Рисунок 1.13
	Рухомий шарнір
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Рисунок 1.14
Реакція напрямлена перпендикулярно до опорної площини (рис. 1.14).
Сферичний шарнір (кульковий шарнір). Реакція A сферичного шарніра складається з трьох його проекцій на три координатні осі x, y, z (рис. 1.15).
[image: ]
Рисунок 1.15
Жорстке защемлення.
Реакція жорсткого защемлення складається із рівнодійної A ( A  A  A ) та пари сил з моментом A (три невідомі величини) (рис. 1.16).
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Рисунок 1.16
Підп’ятник (радіально упорний підшипник)
Як і кульковий шарнір, підп’ятник має три просторові складові: x, y, z (рис. 1.17).
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Рисунок 1.17
Примітка
Рухомий шарнір еквівалентний одному ідеальному стержню; нерухомий (циліндричний) – двом ідеальним стержням; защемлення – трьом ідеальним стержням.
Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №1
1. Що називають матеріальною точкою та абсолютно твердим тілом? 
2. Що таке сила? Класифікація сил. 
3. Що таке в’язь? Що називається реакцією в’язі? 
4. Види в’язей та їх реакції. 
5. Як визначити момент сили відносно центра? 
6. Коли момент сили відносно центра дорівнює нулю? 
7. В яких випадках момент сили відносно осі дорівнює нулю?
8. Як визначити момент сили відносно осі? 
9. Що таке пара сил? Що називають моментом пари сил?



Лекція 2
Тема: «ТЕРТЯ ТВЕРДИХ ТІЛ»
Силова взаємодія у разі контактування двох матеріальних об’єктів пов’язана з поняттям в’язей. В’язі, обмежуючи поведінку тіла, змінюють його стан.
Розглянемо взаємодію твердого тіла і площини в т. М (рис. 2.1).
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Рисунок 2.1
 – реакція площини (в’язі);
 – нормальна реакція (нормальна складова сили);
 – сила тертя (дотична складова сили  ).
Якщо сила тертя виявляється малою – її не враховують. Тоді поверхню називають ідеально гладкою і враховують лише нормальну складову  .
Однак, в реальному житті під час контактування двох матеріальних тіл тертя найчастіше враховується. Тертя є фізичним явищем, що супроводжується руйнуванням поверхонь контакту, нагрівом тіл, електризацією та ін. 
В теоретичній механіці за умови врахування тертя спираються на закони тертя ковзання Амонтона-Кулона за стану спокою. 
Сила тертя ковзання – це сила тертя, яка діє на тіло під час його ковзання по опорній поверхні. 
Сила тертя спокою – це сила тертя, яка виникає до початку ковзання за наявності сил, що намагаються зрушити тіло з місця. 
Закони Амонтона-Кулона застосовуються для сухого тертя (без змащування) і формулюються таким чином:
Тертя ковзання
1. Під час намагання зрушити одне тіло по поверхні іншого у площині стикання тіл виникає сила тертя T , величина якої може змінюватись від 0 до  – максимально граничної сили тертя.
;	
2. Сила тертя направлена у бік, протилежний можливому напрямку руху або ковзання (рис. 2.2).
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Рисунок 2.2
3. Величина максимально граничної сили тертя дорівнює добутку коефіцієнта тертя на нормальну реакцію
,
де f – статичний коефіцієнт тертя (безрозмірна величина).
4. Величина  не залежить від величини площі поверхні взаємодії. Отже, за рівноваги сила тертя спокою
 або .
5. Коефіцієнт тертя f залежить від матеріалу і стану поверхні тертя.
6. Сила тертя ковзання менше сили тертя спокою. У довідниках позначають f – коефіцієнт тертя ковзання, f0 – коефіцієнт тертя спокою.
7. Вважається, що сила тертя не залежить від швидкості ковзання.
Під час руху сила тертя дорівнює добутку динамічного коефіцієнта тертя на нормальну реакцію
.
Кутом тертя називається найбільший кут φ між граничною силою реакції шорсткої в’язі max  і нормальною реакцією  (рис. 2.3):
[image: ]
Рисунок 2.3

Конусом тертя називають поверхню, яку описує повна реакція в разі її обертання навколо нормальної реакції (рис. 2.4).
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Рисунок 2.4
Якщо рівнодійна активних сил, що діють на тіло, знаходиться всередині конуса тертя, то ніяким збільшенням модуля цієї рівнодійної не можна порушити рівновагу тіла. 
Це явище називається самогальмуванням і широко використовується в промисловості, зокрема, у вантажопідйомних механізмах.
Тертя кочення
Опір, що виникає під час кочення одного тіла по поверхні іншого, називається тертям кочення. 
Розглянемо циліндр, який перебуває у стані спокою на горизонтальній площині. Покажемо сили, що виникають у такому випадку (рис. 2.5).
	

Рисунок 2.5
	 – активна сила, що намагається зрушити циліндр з місця;
 – сила ваги;
 – нормальна реакція;
T – сила тертя;
R – радіус циліндра.


Циліндр перебуває у спокої. Активна сила  і сила тертя T утворюють пару сил, яка здатна спричинити кочення. 
Тіло (циліндр) не рухається, оскільки насправді контакт тіла з горизонтальною площиною відбувається не в точці С (рис. 2.6), а по деякій площині (внаслідок деформацій котка і горизонтальної опорної поверхні вони доторкаються один до одного вздовж деякої ділянки контакту). Отже, нормальна реакція насправді зміщена у бік активної сили на деяку величину δ.
	

Рисунок 2.6
	У стані рівноваги маємо


.


Коли Q < Qгр – тіло перебуває у спокої, за Q > Qгр починається кочення. Величина δ називається коефіцієнтом тертя кочення і має одиниці виміру довжини. 
Добуток нормальної реакції на коефіцієнт тертя кочення називається граничним моментом кочення.
.
Зазвичай сила тертя кочення набагато менша за силу тертя ковзання.

Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №2
1. Що називається тертям? 
2. Що називається тертям ковзання? 
3. Чому дорівнює сила тертя ковзання? 
4. Що таке кут тертя? Чому дорівнює тангенс кута тертя? 
5. Які одиниці вимірювання коефіцієнта тертя ковзання? 
6. Що називається тертям кочення? 
7. Чому рівний момент тертя кочення? 
8. Які одиниці вимірювання коефіцієнта тертя кочення?




Лекція 3
Тема: «Центр ваги твердого тіла. Методи визначення центра ваги твердих тіл»
Поняття центра ваги тіла, координати центра ваги
На будь-яке тіло, розміщене на поверхні Землі, діють сили ваги кожної частини цього тіла. Лінії дії цих сил перетинаються в центрі Землі. Оскільки розміри тіл достатньо малі, можна вважати, що вони утворюють просторову систему паралельних сил (рис. 3.1).
Сила ваги або вага твердого тіла – це рівнодійна, що визначається сумою сил ваги усіх частин тіла

	

Рисунок 3.1
	т. С – центр ваги тіла;
хс , ус , zc – координати центра ваги;


Центр ваги твердого тіла – це незмінно пов’язана з цим тілом точка, через яку проходить лінія дії рівнодійної сили ваги частин тіла за будь-якого положення тіла у просторі або це точка прикладання сили ваги тіла. 
Для визначення координат центра ваги тіла можна використати такі формули:
		(3.1)
де  – вага окремої частини тіла; 
,,  – координати частини тіла; 
Р – вага усього тіла.
Центр ваги однорідного об’ємного тіла
До однорідних тіл віднесемо тіла, питома вага яких по об’єму є постійною 
Тоді

де  – об’єм усього тіла; 
– об’єм частинки тіла.
Підставивши ці значення в формули (3.1):
 ,
отримаємо
		(3.2)
Рівняння (3.2) дозволяють визначити координати центра ваги об’ємного тіла.
Центр ваги однорідного плоского тіла
Вагу однорідного плоского тіла і вагу окремих його частин можна визначити за формулами

де  – вага одиниці площі тіла;
 – площа усього тіла;
 – площа -тої частини тіла.
Отже, враховуючи вищезазначене та формули (3.1), отримаємо:
		(3.3)
Рівняння (3.3) дозволяють визначити координати центра ваги плоского тіла.
Центр ваги однорідного лінійного тіла
Позначимо  – вагу одиниці довжини однорідного лінійного тіла. Тоді його вага і вага його частини відповідно дорівнюють:

де  – довжина тіла;
 – довжина k-того елемента тіла.
Підставивши ці значення в формули (3.1), отримаємо
		(3.4)
Рівняння (3.4) дозволяють визначити координати центра ваги лінійного тіла (наприклад, стержневої конструкції, ламаної лінії і под.).
Методи визначення центра ваги твердих тіл
Метод симетрії
Якщо тіло має площину, вісь чи центр симетрії, то центр ваги тіла знаходиться відповідно або в площині симетрії, або на осі симетрії, або в центрі симетрії (рис. 3.2).
Звідси випливає, що центр ваги правильних геометричних тіл (коло, диск, куля, ромб, прямокутник) розташований в їхніх геометричних центрах.
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Рисунок 3.2
Метод розбиття
Якщо однорідне тверде тіло можна розбити на частини, для яких заздалегідь відоме положення їхніх центрів ваги (рис. 3.3), то координати центра ваги всього тіла визначаються за відповідними формулами, наведеними вище. 
У цьому випадку кількість доданків в кожній з сум буде дорівнювати кількості частин, на які розбито тіло
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Рисунок 3.3
Метод доповнення (від’ємної ваги)
Метод доповнення застосовується до тіл, які мають вирізані частини (отвори, порожнини) (рис. 3.4). 
В процесі проведення розрахунків потрібно враховувати, що вирізані частини (отвори, порожнини) мають від’ємні площі або об’єми.
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Рисунок 3.4

Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №3
1. Що називається вагою твердого тіла? 
2. Що називається центром ваги твердого тіла? 
3. За якими формулами визначаються координати центра ваги твердого тіла? 
4. Які є методи визначення положення центра ваги тіла? 
5. В чому полягає метод симетрії? 
6. В чому суть методу розбиття? 
7. Поясніть особливості методу доповнення (від’ємної ваги).



Лекція 4
Тема: «Кінематика»
Кінематикою називають розділ механіки, в якому вивчаються геометричні властивості руху тіл без урахування їх інертності (маси) і діючих на них сил. Вона умовно поділяється на два розділи: 
1) кінематика точки, тобто кінематика тіла, розмірами якого можна знехтувати і положення якого можна описати як положення геометричної точки; 
2) кінематика твердого тіла
Кінематика точки. Основні поняття
Рух точки характеризується законом руху, траєкторією, швидкістю і прискоренням. 
Закон руху точки визначає залежність між довільним положенням рухомої точки в просторі й часі. Рух точки відносно вибраної системи відліку вважається заданим, якщо відомо, за допомогою якого способу можна визначити положення точки в будь-який момент часу. 
Лінія, яку описує точка під час свого руху, називається траєкторією. Якщо траєкторія точки є пряма лінія, то рух точки називається прямолінійним, якщо траєкторія точки крива, то – криволінійним. 
Основними кінематичними характеристиками руху точки є її положення, швидкість і прискорення. 
Основне завдання кінематики точки полягає в знаходженні способів задання її положення та методів визначення швидкості й прискорення. Рух точки можна визначити трьома способами: векторним, координатним і природним.
Способи задання руху точки. Визначення швидкості та прискорення
Векторний спосіб
Положення точки М визначається за допомогою радіус-вектора  , проведеного з деякої нерухомої точки О в задану точку М (рис. 4.1). Під час руху радіус-вектор  змінюється за величиною і напрямком. Кожному моменту часу t відповідає певне значення  .
		(4.1)
Рівняння (4.1) називається кінематичним рівнянням руху точки у векторній формі, а також рівнянням траєкторії точки у векторній формі. 
Швидкість точки  дорівнює векторній похідній від радіус-вектора точки ( r ) за часом і завжди спрямована по дотичній до траєкторії руху точки:
.		(4.2)
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Рисунок 4.1
Прискоренням точки  називають міру зміни швидкості точки за часом. 
Прискорення точки дорівнює другій похідній від вектора її швидкості за часом
.		(4.3)
Прискорення точки a завжди спрямоване в бік угнутості траєкторії її руху. 
Закон руху точки вважається відомим, якщо задано умови, які дозволяють визначити положення точки в будь-який момент часу. (Будь-який вектор повністю визначається одним з двох способів:
a)  проекціями вектора на координати осі; 
b)  модулем вектора і його спрямованістю у просторі).
Координатний спосіб
Радіус-вектор точки М дорівнює (рис. 4.1)
,
де    , , – орти осей x y z .
Тобто .
Проекції радіус-вектора на осі x, y,z – це декартові координати цієї точки.
Кінематичні характеристики точки за координатного способу задання руху
При русі матеріальної точки М у просторі вводять систему координат Оxyz . Рух точки задається трьома функціями:
		(4.2)
Рівняння (4.2) називають рівняння руху точки в координатній формі в просторовому випадку.
Швидкість точки  визначають за проекціями вектора швидкості на координатні осі, які знаходять за формулами:
			(4.3)
де , ,  – проекції вектора швидкості на координатні осі відповідно x, y, z.
За відомими значення проекцій швидкості (4.3) на координатні осі можна обчислити модуль і спрямовувальні косинуси вектора швидкості.
		(4.4)
модуль швидкості :		
,
де , ,  – відповідні кути між вектором швидкості  і відповідною віссю.
Прискорення точки  визначають за проекціями вектора прискорення на координатні осі, які знаходять за формулами:
		(4.5)
де , ,  – проекції вектора прискорення на осі x, y, z відповідно
За відомими значення проекцій прискорення (4.5) на координатні осі можна обчислити модуль і спрямовувальні косинуси вектора прискорення:
,	(4.6)
де  – модуль прискорення точки;
,
де , ,  – відповідні кути між вектором прискорення a і відповідною віссю. 
У випадку плоскої траєкторії одна з складових відсутнє.
Натуральний спосіб
Якщо траєкторія руху відома наперед (наприклад, траєкторія руху потягу, трамвая, тролейбуса), то для визначення закону її руху достатньо задати початок і напрям руху. Тому одну з точок Мо на траєкторії (рис. 4.2) беруть за початок відліку дугових координат, оскільки положення рухомої точки М визначається її відстанню S , яка відлічується по дузі траєкторії від вибраної точки відліку.
.		(4.7)
Рівняння (4.7) називають законом руху точки по траєкторії. Функція (4.7) має бути однозначною, неперервною і диференційованою.
Модуль швидкості визначається за формулою:
.			(4.8)
Вектор  спрямований по дотичній  до траєкторії у бік руху точки (рис. 4.3).
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Рисунок 4.2
Прискорення розкладається на два взаємно перпендикулярних вектори  і  (рис. 4.3), модулі яких дорівнюють
.		(4.9)
Дотичне прискорення , характеризує зміну швидкості за величиною і завжди спрямоване вздовж дотичної до траєкторії в точці.
 ,
 .
Якщо , то вектор  збігається з напрямом вектора швидкості  або спрямований у бік, протилежний швидкості, якщо . 
Нормальне прискорення n a характеризує зміну швидкості за напрямком. Вектор n a завжди спрямований по головній нормалі n до траєкторії точки у бік угнутості кривої, тобто по  (рис. 4.3).
 ,
 ,
де  – радіус кривизни траєкторії в точці .
Повне прискорення визначається:
 , ,	(4.10)
де  – орт дотичної; 
 – орт нормалі.
Модуль прискорення     .
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Рисунок 4.3
Окремі випадки руху точки
Розрізняють окремі випадки руху точки:
Прямолінійний рух:
Якщо під час руху точки нормальне прискорення , то рух точки є прямолінійним: якщо  ;   , тобто траєкторія є пряма (рис. 4.4).
У цьому разі повне прискорення дорівнює дотичному .
Якщо під час криволінійного руху матеріальної точки в певний момент часу нормальне прискорення дорівнює нулю (), то точка в цей момент часу знаходиться в точці перегину траєкторії.
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Рисунок 4.4
Рівномірний прямолінійний рух:
Якщо під час руху матеріальної точки її прискорення  , то рух є рівномірним і прямолінійним, швидкість не змінюється ні за величиною (), ні за напрямком (), тобто   const , .
Рівномірний криволінійний рух:
Якщо під час руху точки дотичне прискорення , то проекція швидкості  не змінюється, ,   const , і точка рухається рівномірно по кривій, а повне прискорення  дорівнює нормальному  (рис. 4.5):
 .
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Рисунок 4.5
Рівнозмінний криволінійний рух:
Якщо під час руху точки по деякій кривій її дотичне прискорення буде постійним за величиною (), то рух точки називається рівнозмінним криволінійним рухом (рис. 4.6).
	

Прискорений рух
	

Сповільнений рух


Рисунок 4.6
Якщо прискорення  збігається з напрямком швидкості  , то рух точки називається рівноприскореним, якщо  напрямлено у бік, протилежний швидкості  – рівносповільненим.
У цьому випадку

де  – початкова швидкість,
 – початкова координата,
 і  визначається з початкових умов, тобто за t  0 .

Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №4
1. Що таке закон руху точки? 
2. Які є способи задання руху точки? 
3. Що таке траєкторія точки, як її можна визначити, якщо закон руху відомий? 
4. Як можна визначити швидкість точки, якщо рівняння руху задані? 
5. Як вектор швидкості напрямлений відносно траєкторії? 
6. Як визначити прискорення, якщо закон зміни швидкості знайдено? 
7. Як вектор прискорення напрямлений відносно траєкторії? 
8. Що таке дотичне і нормальне прискорення, як вони напрямлені?




Лекція 5
Тема: «Кінематика твердого тіла. Основні види руху твердого тіла»
У кінематиці, як і в статиці, всі тіла визнаються абсолютно твердими. Основні завдання кінематики твердого тіла полягають: 
1. У знаходженні способів задання руху твердого тіла та його кінематичних характеристик; 
2. У визначенні руху кожної точки твердого тіла окремо. 
Залежно від способів задання руху тіла (від виду рівняння, що однозначно визначає положення тіла в обраній системі відліку в будь-який момент часу) розрізняються п'ять видів руху твердого тіла: поступальний, обертальний, складний (окремий випадок – плоский), сферичний, загальний випадок руху.
Поступальний рух твердого тіла
Поступальним називають такий рух твердого тіла, за якого будь-яка пряма АВ, проведена в тілі, залишається під час руху паралельною до свого первісного положення (рис. 5.1).
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Рисунок 5.1
За поступального руху тіла з положення І в положення ІІ
 (тверде тіло) (рис. 2.38): .
Швидкості й прискорення усіх точок тіла під час поступального руху є однаковими. Траєкторії також однакові, але паралельно зміщені. Закон руху задається законом руху будь-якої точки. Швидкість  і прискорення  вивчаються так само, як і для ізольованої точки. Таким чином, вивчення поступального руху твердого тіла зводиться до вивчення руху будь-якої його точки, тобто до задачі кінематики точки.
Обертальний рух твердого тіла
Обертальним рухом твердого тіла називають такий рух тіла (рис. 2.39), за якого є пряма, жорстко зв’язана з тілом (називають віссю обертання), що залишається увесь час нерухомою.
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Рисунок 5.2
Під час обертання твердого тіла навколо осі Z (рис. 5.2) його положення визначається кутом повороту φ. Кут φ вважається додатним, якщо перехід від площини І, нерухомо фіксованої у просторі, до площини ІІ, незмінно зв’язаної з тілом, відбувається проти руху годинникової стрілки, а якщо за ходом годинникової стрілки – від’ємним.
Закон руху тіла:
.		(5.1)
Закон (5.1) називається кінематичним рівнянням обертального руху тіла навколо нерухомої осі. 
Головні кінематичні характеристики обертального руху твердого тіла: кут повороту φ, кутова швидкість ω, кутове прискорення у заданий момент часу ε.
Кутова швидкість		
Отже, кутова швидкість дорівнює першій похідній за часом від кута повороту φ. У техніці кутову швидкість часто задають числом n обертів за хвилину. Зв’язок між ω і n визначається формулою .
Якщо під час обертання тіла кутова швидкість є сталою   сonst, то обертання тіла називається рівномірним. У цьому випадку кут повороту змінюється пропорційно часу:
,
де  - початковий кут повороту.
Це рівняння називається рівнянням рівномірного обертання тіла навколо нерухомої осі.
Кутова швидкість  – векторна величина.
Вектором кутової швидкості  називають вектор, який чисельно дорівнює абсолютному значенню похідної кута повороту за часом і спрямований уздовж осі обертання у той бік, звідки обертання тіла видно таким, що відбувається проти годинникової стрілки.
Кутове прискорення 		.
Кутове прискорення тіла  характеризує швидкість зміни кутової швидкості ω за часом. 
Кутове прискорення  – величина векторна, дорівнює першій похідній за часом від кутової швидкості або другій похідній за часом від кута повороту, вектор кутового прискорення спрямований уздовж осі обертання у той бік, звідки обертання тіла видно таким, що відбувається проти годинникової стрілки. 
Якщо напрямок  збігається з напрямком вектора  , то обертання прискорене і протилежне  у разі сповільненого руху.
Траєкторія, швидкість та прискорення точки, що знаходиться на тілі, яке виконує обертальний рух
Траєкторією будь-якої точки М тіла, яке обертається, є коло з центром С на осі обертання (рис. 5.3).
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Рисунок 5.3
Швидкість  будь-якої точки М тіла, яке обертається, спрямована перпендикулярно до прямої, що з’єднує її з віссю обертання, у бік обертання тіла і за модулем дорівнює:

де R – відстань від точки М до осі обертання, або радіус МС кола, яке описує точка М.
Прискорення точки М розкладається на тангенціальну (обертальну) (  ) і нормальну (доцентрову)   n a складові:



За модулем		
Вектор  спрямований по дотичній у бік (обертання) руху за прискореного обертання тіла і в протилежний – за сповільненого. 
Вектор  – спрямовано по радіусу МС до осі обертання, тобто у бік увігнутості траєкторії точки М.


Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №5
1. Який рух твердого тіла називається поступальним? 
2. Який рух твердого тіла називається обертальним? 
3. Як визначити кутову швидкість та кутове прискорення твердого тіла, що обертається навколо нерухомої осі? 
4. Як визначити швидкість та прискорення точок твердого тіла, яке обертається відносно нерухомої осі?



Лекція 6
Тема: «Динаміка»
Динаміка – це основний розділ теоретичної механіки, де узагальнюються положення і висновки, отримані в статиці і кінематиці; тобто динаміка вивчає механічний рух матеріальних об’єктів, що виникає під дією сил, прикладених до цих об’єктів. 
Саме у динаміці ставляться і розв’язуються дві основні задачі механіки: 
· - за відомим законом руху матеріального об’єкта потрібно визначити сили, які цей рух викликають (перша або пряма задача); 
· - за відомими силами, що діють на матеріальний об’єкт, потрібно знайти закон його руху (друга або обернена задача). 
Звичайно динаміку залежно від конкретного поняття матеріального об’єкта поділяють на три частини: 
· динаміку матеріальної точки; 
· динаміку системи матеріальних точок;
· динаміку твердого тіла.
Основні поняття та закони динаміки
В основі динаміки лежать закони І. Ньютона, викладені в «Математичних началах натуральної філософії». В процесі формулювання основних законів динаміки користуються такими поняттями, як сила, інертність, маса, матеріальна точка. 
Сила – це міра механічного прояву фізичного впливу на матеріальні тіла. Сила, як векторна величина, підпорядкована всім законам векторного числення. 
Основні види сил: сила тяжіння (  , або  ); сила тертя ( F  f  N ); сила пружності ( F  c  x , де с – коефіцієнт жорсткості [H/м]); сила в’язкого тертя ( R   V ), сили аеродинамічного (гідродинамічного) опору. Одиницею вимірювання сили є Н (Ньютон) – це сила, яка надає масі в 1 кілограм прискорення в  Незалежним первинним поняттям в теоретичній механіці є маса. Під масою розуміють інертність тіла. З іншого боку, масу можна визначити як кількість речовин в тілі, що пропорційна його вазі («гравітаційна маса»). У теоретичній механіці вважається, що маса не змінюється за часом, її величина не залежить ні від швидкості точки, ні від її положення у просторі
Матеріальна точка – це матеріальне тіло (тіло, що має масу), розмірами якого під час вивчення його руху можна знехтувати.
Закони динаміки
Перший закон Ньютона (закон інерції)
Ізольована матеріальна точка зберігає стан спокою або рівномірного і прямолінійного руху доти, доки вплив з боку інших сил не виведе її з цього стану.
Другий закон Ньютона (основний закон динаміки)
Швидкість зміни кількості руху матеріальної точки дорівнює силі, що діє на цю точку. Прискорення матеріальної точки пропорційне прикладеній до неї силі і має однаковий з нею напрям:

Третій закон Ньютона (закон рівності дії та протидії)
Сили взаємодії двох матеріальних точок або двох тіл (дія і протидія) однакові за величиною, напрямлені в протилежні боки і мають загальну лінію дії.
Четвертий закон Ньютона (принцип суперпозиції)
Прискорення матеріальної точки, що виникає за одночасної дії декількох сил, дорівнює векторній сумі прискорень, які надають точці окремі сили.
Динаміка точки. Диференціальні рівняння руху вільної матеріальної точки
Диференціальні рівняння руху вільної матеріальної точки отримують шляхом проектування векторного рівняння  на координатні осі :
а) в декартовій системі координат (див. рис. 6.1):

або

де m – маса точки,
   - проекції прискорення точки на осі,
   - алгебраїчні суми проекцій на координатні осі сил, що діють на точку.
Ці рівняння називаються динамічними рівняннями руху матеріальної точки в координатній формі. Якщо точка рухається в площині, то її рух описується першими двома рівняннями, а якщо по прямій, то тільки одним з них (вісь потрібно спрямувати за рухом точки).
б) у природній системі координат в натуральній формі (дотична, нормаль і бінормаль) (рис. 6.1):



де V – проекція швидкості на дотичну  ;
 – радіус кривизни траєкторії в заданій точці;
,   - алгебраїчні суми проекцій всіх сил, які діють на точку, на натуральні осі  , n, в .
Ці рівняння називаються динамічними рівняннями руху точки в натуральній формі або у формі Ейлера.
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Рисунок 6.1
Ця система використовується, якщо рух точки є невільним, коли, завдяки наявності звязків, точка рухається по відомій траєкторії або поверхні. 
Перше рівняння є диференціальним, якщо відомі проекції сил на дотичну до траєкторії руху. Інші два рівняння дозволяють визначити реакції вязів. 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки дозволяють розв’язати дві основні задачі динаміки.

Дві основні задачі динаміки
Перша або пряма основна задача динаміки: знаючи закон руху точки і її масу, визначити сили, що викликають цей рух.
Якщо рух матеріальної точки масою m задано координатним способом   то
1. Диференціюючи двічі ці співвідношення за часом, одержимо проекції прискорень на координатні осі:
 
2. Використовуючи динамічні рівняння руху матеріальної точки в координатній формі, визначимо проекції сили:
 
3. Знаходимо модуль рівнодійної сили		  
4. Напрям рівнодійної сили визначимо за направленими косинусами:
 
Друга або обернена задача динаміки: визначити кінематичні рівняння руху точки, якщо відомі її маса m, прикладені до неї сили F і початкові умови руху.
Розв’язання другої задачі динаміки зводиться до інтегрування диференціальних рівнянь руху матеріальної точки.
1. Складання динамічних рівнянь руху матеріальної точки згідно з умовами задачі (спочатку знаходять проекції сил F на осі координат (Fx ,Fy ,Fz)).
2. Інтегрування одержаної системи диференціальних рівнянь.
3. Визначення значень сталих інтегрування. Сталі інтегрування визначають з початкових умов. Початкові умови – це величини, що визначають положення точки і проекції вектора швидкості в початковий момент часу (t = t0).
4. Знаходження закону руху : x = x(t); y = y(t); z = z(t).

Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №6
1. Що вивчає розділ теоретичної механіки – динаміка? 
2. Які закони лежать в основі динаміки? 
3. Що називають матеріальною точкою? 
4. Що таке сила? 
5. Як отримують диференціальні рівняння руху вільної матеріальної точки? 
6. У чому суть першої та другої задач динаміки?




Лекція 7
Тема: «Динаміка системи матеріальних точок ( динаміка матеріальної системи). Основні (загальні) теореми динаміки»
Системою матеріальних точок називається сукупність матеріальних точок, положення і рухи яких взаємопов’язані.
Теорема про рух центра мас механічної системи
Центр мас механічної системи рухається як вільна матеріальна точка, яка має масу цієї системи і до якої прикладені всі зовнішні сили, що діють на систему:

де  – сили, які діють на тіло і точки системи з боку тіл, що не входять до системи.
Диференціальні рівняння руху центра мас:

Наслідки теореми
1. Внутрішні сили безпосередньо не впливають на рух центра мас матеріальної системи.
2. Якщо головний вектор  зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю (), то центр мас перебуває у спокої або рухається рівномірно і прямолінійно залежно від початкових умов.
3. Якщо одна з проекцій головного вектора зовнішніх сил на вісь нерухомої системи координат дорівнює нулю (наприклад, ), то проекція швидкості центра мас на цю вісь ( Vcx ) не змінюється, є сталою величиною .
Приклад розв’язання задачі
По похилій площині (рис. 7.1) призми 1 маси m1 = 10 кг спускається вантаж 2 (m2 = 6 кг), який тягне за допомогою невагомої нитки вантаж 3 масою m3 = 4 кг. Знайти переміщення призми 1 по гладенькій горизонтальній площині, якщо тіло 2 опустилось по похилій площині на S = 0,5м.
[image: ]
Рисунок 7.1
Розв’язання
Покажемо зовнішні сили, прикладені до матеріальної системи, що складається з призми 1 та тіл 2, 3. Такими самими є: – сила ваги призми,  i  – вага відповідно другого та третього вантажів, N – реакція гладенької горизонтальної поверхні.
Запишемо теорему про рух центра мас матеріальної системи в проекціях на вісь Х:
			(7.1)
де M  m1  m2  m3 ,
 – проекція головного вектора зовнішніх сил на вісь Х.
Оскільки  , то . Тоді .
В початковий момент часу система знаходилась у спокої і тому C10. Із формули (7.1) маємо:

Таким чином, координата ХС центра мас матеріальної системи залишається сталою незалежно від переміщень тіл, що входять у систему. 
Визначимо положення центра мас системи в початковий момент часу:
		(7.2)
Якщо вантаж 2 переміститься на величину X2 , тоді тіло 3 – на X3 , а призма 1 – X1 і положення ХС центра мас знайдемо за формулою:
 	(7.3)
Враховуючи (7.2), із формули (7.3) отримаємо:
 		(7.4)
Переміщення X2 та X3 складається із відносного по призмі і переносного разом із призмою.

Тепер із формули (7.2) знаходимо переміщення призми.

 
Знак «мінус» вказує на те, що призма 1 перемістилася в сторону, протилежну додатному напрямку осі Х.


Теореми про зміну кількості руху матеріальної точки і кількості руху механічної системи
Кількістю руху (мірою механічного руху) матеріальної точки масою mi називається вектор i  , який дорівнює добутку маси точки на вектор її швидкості .
Кількістю руху системи матеріальних точок називається головний вектор (векторна сума) кількостей руху всіх точок системи:

або кількість руху всієї системи дорівнює кількості руху однієї матеріальної точки, маса якої дорівнює масі системи, а швидкість – швидкості центра мас:.
.
Векторній формі цього рівняння відповідають три рівності в координатній формі:

Імпульсом сталої сили  називається векторна величина, яка дорівнює добутку сили на час її дії

Повний імпульс сили
.
Проекції імпульсу сили на координатні осі

Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху матеріальної точки геометрично дорівнює рівнодійній сил, прикладених до точки

aбо 

Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в інтегральній формі: зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу дорівнює імпульсу рівнодійної сили за той самий проміжок часу:

або в проекціях на осі координат:

Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок у диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху системи матеріальних точок дорівнює головному вектору зовнішніх сил, що діють на систему:
,
або в проекціях на осі координат:

Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок в інтегральній формі: зміна кількості руху системи за якийсь проміжок часу дорівнює сумі імпульсів, що діють на систему зовнішніх сил, за цей самий проміжок часу:
,
у проекціях на осі:

Наслідки теореми
1. Внутрішні сили системи безпосередньо не впливають на зміну вектора кількості руху системи.
2. Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю , то вектор кількості руху системи буде постійним за модулем і напрямком   const .  const – закон збереження кількості руху системи.
3. Якщо сума проекцій всіх діючих сил на будь-яку вісь  дорівнює нулю  , то проекція кількості руху системи на цю вісь є величиною постійною,  . 
Приклад розв’язання задачі
	

Рисунок 7.2
	По горизонтальній ділянці шляху рухається тіло масою m зі швидкістю 10 м/с, і зустрічає силу опору R , яка дорівнює 0,2 від ваги тіла (рис. 7.2).


У деякий момент часу рушійна сила – сила тяги – вимикається, а тіло продовжує рухатися далі. Визначити, через який час тіло зупиниться?
Розв’язання
За теоремою імпульсів


.
.
Теореми про зміну моменту кількості руху матеріальної точки і механічної системи
	

Рисунок 7.3
	Моментом кількості руху точки М відносно центра О називається величина 0 , що дорівнює векторному добутку радіуса-вектора  матеріальної точки, проведеного з цього центра, на кількість її руху (рис. 7.3)



Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки:
похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної точки відносно нерухомого центра О (або осі) дорівнює моменту рівнодійної сил, прикладених до точки, відносно того самого центра (або осі):

або

Кінетичним моментом системи матеріальних точок або головним моментом кількості руху системи ( 0 ) відносно центра O називається векторна сума моментів кількостей руху точок системи відносно того самого центра:
 ,
де  – момент кількості руху і-ї точки системи,
 – кількість руху і-ї точки,
 – радіус-вектор, що з’єднує нерухомий центр О з і-ю точкою системи
Кінетичний момент системи відносно координатних осей

Кінетичний момент твердого тіла відносно осі обертання
Розглянемо тверде тіло, яке обертається навколо осі Oz з кутовою швидкістю  (рис. 7.4).
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Рисунок 7.4
Для довільної точки тіла Mk масою mk , яка розташована на відстані hk від осі обертання і має швидкість k , кінетичний момент:
.
Але , причому вектор кількості руху точки перпендикулярний до hk, тобто він лежить у площині, перпендикулярній до осі Oz . Отже виходить, що:
.
Кінетичний момент всього тіла:
.
Як було визначено раніше,  є моментом інерції тіла відносно осі Oz, тому остаточно:

Таким чином, кінетичний момент твердого тіла відносно нерухомої осі обертання дорівнює добутку моменту інерції тіла відносно цієї осі на кутову швидкість тіла.
Знак кінетичного моменту збігається зі знаком кутової швидкості.

Теорема про зміну моменту кількості руху механічної системи: похідна за часом від кінетичного моменту механічної системи відносно будьякого нерухомого центра 0 дорівнює сумі моментів усіх зовнішніх сил системи відносно того самого центра:

або в проекціях на осі:

або похідна за часом від кінетичного моменту системи відносно будь-якої нерухомої осі дорівнює головному моменту зовнішніх сил, що діють на систему відносно тієї самої осі.
Для осей, що рухаються поступально:
.
Наслідки теореми
1. Внутрішні сили безпосередньо не впливають на зміну моменту кількості руху системи.
[bookmark: _Hlk219896241]2. Якщо сума моментів відносно заданого центра всіх прикладених до системи зовнішніх сил дорівнює нулю , то .  – закон збереження головного моменту кількості руху (закон збереження кінетичного моменту відносно центра О). За допомогою даного закону створені всі системи навігації.
3. Якщо , то головний момент кількості руху системи відносно цієї осі буде величиною постійною .

Диференціальне рівняння обертання твердого тіла навколо нерухомої осі
Припустимо, що певне тверде тіло обертається навколо нерухомої осі Oz під дією системи зовнішніх сил  . Тоді :

де  – кінетичний момент тіла відносно осі Oz.
В той самий час, як відомо,  , і попереднє співвідношення набуває вигляду:

Отримана формула і є диференціальним рівнянням обертання твердого тіла навколо нерухомої осі. 
Під час обчислення суми моментів зовнішніх сил відносно осі обертання твердого тіла потрібно мати на увазі, що реакції ідеальних в’язей (реакції опор осі) в рівняння не входять, бо лінії їх дії перетинають вісь. 
З диференціального рівняння обертання тіла виходить:
[bookmark: _Hlk219900522][bookmark: _Hlk219900565]1. Якщо , то  також є сталою, тобто обертання тіла є рівнозмінним.
2. Якщо ,  і   const – маємо випадок рівномірного обертання тіла навколо осі.
Примітка: кінетичний момент системи матеріальних точок (головний момент кількості руху системи) позначають 0 або 0 .
Теореми про зміну кінетичної енергії матеріальної точки і механічної системи
Кінетичною енергією матеріальної точки називається скалярна міра механічного руху в нерухомій системі координат, що дорівнює половині добутку маси точки на квадрат її швидкості
[bookmark: _Hlk219901668].
Кінетичною енергією системи матеріальних точок називають суму кінетичних енергій всіх точок, що входять у систему:

де mi – маса і-точки системи;
Vi – швидкість і-точки.
Якщо система складається з кількох твердих тіл, то її кінетична енергія дорівнює сумі кінетичних енергій всіх тіл, що входять в систему.
1. За поступального руху твердого тіла:  .
[bookmark: _Hlk219906357]2. За обертального руху твердого тіла навколо нерухомої осі z: . 
3. За плоско-паралельного руху: 
де М – маса тіла;
Vc – швидкість центра мас тіла;
 – момент інерції тіла відносно осі обертання z ;
 – момент інерції тла відносно осі Zc , що проходить через центр мас тіла перпендикулярно до площини руху;
 – миттєва кутова швидкість тіла.
Наприклад, для колеса масою М, яке котиться без ковзання по прямолінійній рейці (рис. 7.5)

[image: ]
Рисунок 7.5
Елементарною роботою A сили F називається скалярна величина, що дорівнює скалярному добутку  на вектор елементарного переміщення dr точки її прикладення (рис. 7.6):
	

Рисунок 7.6
	. Якщо під дією сили  матеріальна точка переміщується з положення М1 в положення М2, то робота сили  на шляху М1 М2 дорівнює


 
Враховуючи властивості скалярного добутку, маємо
.
Робота на скінченному переміщенні
.
Одиниця виміру роботи .
1. Робота сталої сили  на прямолінійному переміщенні S (рис. 7.7):
	

Рисунок 7.7
	


2. Робота сили тяжіння (рис. 7.8)
	

Рисунок 7.8
	A  F  h («+» коли точка опускається, «–» коли точка підіймається), де h – різниця кінцевого і початкового положень


3. Робота пружної сили: 
де с – коефіцієнт пружності,
 - початкова деформація пружини,
 - кінцева деформація пружини.
4. Робота сили тертя:  
5. Робота сили, прикладеної до твердого тіла, що обертається:
,
де  – момент сили відносно осі обертання,
 – кут повороту.
Потужність – це робота, виконана за одиницю часу.

де F – проекція сили на дотичну вісь;
V – швидкість точки прикладення сили.
Потужність сили, прикладеної до тіла, що обертається

де  – момент сили відносно осі обертання z;
 – кутова швидкість тіла.
Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки: приріст кінетичної енергії точки на деякому відрізку дуги її траєкторії дорівнює роботі рівнодійної всіх сил, що прикладені до точки на цьому самому відрізку дуги траєкторії:

де V2 – швидкість точки в кінці пройденого шляху;
V1 – швидкість точки на початку шляху;
 - алгебраїчна сума роботи сил, прикладених до точки, на пройденому шляху.
Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи в інтегральній формі: приріст кінетичної енергії системи матеріальних точок за деякий проміжок часу дорівнює сумі робіт зовнішніх сил, що діють на точки системи, протягом розглянутого проміжку часу

де T0 ,T – кінетична енергія системи відповідно в початковому і кінцевому її положеннях;
 - сума робіт зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на систему.
У випадку абсолютно твердого тіла (незмінна система), внутрішні сили урівноважуються і їхня робота дорівнює нулю. Також дорівнює нулю робота ідеальних зв’язків.
Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи у диференціальній формі:

тобто похідна від кінетичної енергії за часом дорівнює сумі потужностей усіх зовнішніх і внутрішніх сил, прикладених до системи.

[bookmark: _GoBack]Питання для самоперевірки знань та контролю засвоєння матеріалу лекції №7
1. У чому суть теореми про рух центра мас механічної системи і які наслідки випливають із неї? 
2. Що називають кількістю руху матеріальної точки? 
3. Що називають кількістю руху системи матеріальних точок? 
4. Що називають імпульсом сили? 
5. У чому суть теореми про зміну кількості руху системи матеріальних точок і які наслідки випливають із неї? 
6. Що називають моментом кількості руху точки відносно деякого центра? 
7. Що називають кінетичним моментом системи матеріальних точок або головним моментом кількості руху системи відносно деякого центра? 
8. Чому дорівнює кінетичний момент твердого тіла відносно нерухомої осі обертання? 
9. У чому суть теореми про зміну моменту кількості руху механічної системи і які наслідки випливають із неї? 
10. Як записується диференціальне рівняння обертання твердого тіла навколо нерухомої осі? 
11. Що називають кінетичною енергією матеріальної точки? 
12. Що називають кінетичною енергією системи матеріальних точок? 
13. Що називають елементарною роботою? 
14. Що називають потужністю? 
15. У чому суть теореми про зміну кінетичної енергії механічної системи?
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