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Âñòóï

Öåé ïîñiáíèê ¹ ñêëàäîâîþ íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî êîìïëåêñó, ÿêèé ìiñòèòü
êîíñïåêò ëåêöié, ïðàêòèêóì, çáiðíèê çàâäàíü ñàìîñòiéíèõ ðîáiò, çáiðíèê òå-
ñòîâèõ çàâäàíü äëÿ ïiäñóìêîâîãî êîíòðîëþ.

Çàïðîïîíîâàíèé êîíñïåêò ëåêöié ¹ ðåçóëüòàòîì áàãàòîði÷íîãî äîñâiäó àâ-
òîðà âèêëàäàííÿ âèùî¨ ìàòåìàòèêè ñòóäåíòàì ôàêóëüòåòó iíôîðìàöiéíî-êîì-
ï'þòåðíèõ òåõíîëîãié. Êîíñïåêò ëåêöié îõîïëþ¹ ìàòåðiàë çà òåìàìè: ìàòðè-
öi òà âèçíà÷íèêè, ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, âåêòîðíà àëãåáðà,
êîìïëåêñíi ÷èñëà, ãåîìåòðiÿ ïðÿìî¨ i ïëîùèíè, êðèâi 2-ãî ïîðÿäêó i âiäïî-
âiäà¹ ðîáî÷èì íàâ÷àëüíèì ïðîãðàìàì äèñöèïëiíè ¾Ëiíiéíà àëãåáðà òà àíàëi-
òè÷íà ãåîìåòðiÿ¿, ðîçðîáëåíèì äëÿ çäîáóâà÷iâ ñòóïåíÿ áàêàëàâð çà ñïåöiàëü-
íîñòÿìè 121 ¾Iíæåíåðiÿ ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ¿, 122 ¾Êîìï'þòåðíi íàó-
êè¿ 123 ¾Êîìï'þòåðíà iíæåíåðiÿ¿, 125 ¾Êiáåðáåçïåêà òà çàõèñò iíôîðìàöi¨¿,
126 ¾Iíôîðìàöiéíi ñèñòåìè òà òåõíîëîãi¨¿.

Òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë ïîäiëåíî íà 3 ðîçäiëè, âiäïîâiäíî äî çìiñòó íàâ÷àëü-
íî¨ äèñöèïëiíè. Êîæíà ëåêöiÿ ìà¹ ÷iòêó ñòðóêòóðó, ñóïðîâîäæó¹òüñÿ äîñòà-
òíüîþ êiëüêiñòþ ïðèêëàäiâ i ðèñóíêiâ. Äî êîæíî¨ ëåêöi¨ ïðîïîíóþòüñÿ çàïè-
òàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè.

Ðîáîòà ç êîíñïåêòîì ëåêöié ìà¹ äîïîìîãòè ñòóäåíòàì â îðãàíiçàöi¨ ñàìî-
ñòiéíî¨ ðîáîòè ïðè âèâ÷åííi íîâîãî ìàòåðiàëó, à òàêîæ ñïîíóêàòè ¨õ äî ïîãëè-
áëåííÿ ñâî¨õ çíàíü îïðàöüîâóþ÷è ìàòåðiàë ïiäðó÷íèêiâ òà iíøèõ äæåðåë çi
ñïèñêó âèêîðèñòàíî¨ òà ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè.

Êóðñ ëåêöié àïðîáîâàíî ñåðåä çäîáóâà÷iâ ñòóïåíÿ áàêàëàâðà ñïåöiàëüíîñòi
121 ¾Iíæåíåðiÿ ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ¿ ôàêóëüòåòó iíôîðìàöiéíî-êîìï'þ-
òåðíèõ òåõíîëîãié. Âií áóäå êîðèñíèì äëÿ ñòóäåíòiâ òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé
óñiõ ôîðì íàâ÷àííÿ.
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×àñòèíà I

Åëåìåíòè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

1 Ìàòðèöi òà âèçíà÷íèêè

1.1 Ïîíÿòòÿ ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ìàòðèöåþ ðîçìiðó m × n íàçèâàþòü ïðÿìîêóòíó òàáëèöþ
÷èñåë, ùî ìiñòèòü m ðÿäêiâ òà n ñòîâïöiâ:

Am×n =


a11 a12 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amj . . . amn

 .

Ìàòðèöi ïîçíà÷àþòü âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëiòåðàìè, à ¨õ åëåìåíòè � âiä-
ïîâiäíèìè ìàëèìè ëiòåðàìè ç äâîìà íèæíiìè iíäåêñàìè, ïåðøèé ç ÿêèõ îçíà-
÷à¹ íîìåð ðÿäêà, à äðóãèé � íîìåð ñòîâïöÿ, íà ïåðåòèíi ÿêèõ ìiñòèòüñÿ äàíèé
åëåìåíò. Ñêîðî÷åíî çàïèñóþòü: Am×n = (aij) � ìàòðèöÿ A ðîçìiðó m× n ç
åëåìåíòàìè aij, iíäåêñè ÿêèõ ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ i = 1,m, j = 1, n.

Ïðèêëàä 1.1. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ A2×3 =

(
−1 2 5
2 3 9

)
, ÿêà ìiñòèòü 2 ðÿä-

êè òà 3 ñòîâïöi. Åëåìåíò a12 = 2 çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøîìó ðÿäêó òà äðóãîìó
ñòîâïöi.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâîþ, ÿêùî êîæåí ¨¨ åëåìåíò äî-
ðiâíþ¹ íóëþ. Ïîçíà÷à¹òüñÿ Om×n.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ìàòðèöÿ, ÿêà ìiñòèòü îäèí ðÿäîê (ñòîâïåöü), íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöåþ-ðÿäêîì àáî âåêòîð-ðÿäêîì (ìàòðèöåþ-ñòîâïöåì àáî âåêòîð-ñòîâ-
ïöåì).

Ïðèêëàä 1.2. ÌàòðèöÿA1×n =
(
a11 a12 . . . a1j . . . a1n

)
¹ ìàòðèöåþ-ðÿäêîì.
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Îçíà÷åííÿ 1.4. Êâàäðàòíîþ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ, ó ÿêié êiëüêiñòü ðÿäêiâ
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòîâïöiâ, òîáòî m = n. Êâàäðàòíó ìàòðèöþ ðîçìiðó n×n
íàçèâàþòü ìàòðèöåþ ïîðÿäêó n òà ïîçíà÷àþòü An:

An =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

×èñëà a11, a22, . . . , ann (ÿêi íàçèâàþòü äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè ìàòðè-
öi) óòâîðþþòü ãîëîâíó äiàãîíàëü êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi An, à ÷èñëà a1n, a2(n−1),
. . . , an1 � ¨¨ ïîái÷íó äiàãîíàëü.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ, ÿêùî âñi ¨¨
åëåìåíòè îêðiì åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü íóëþ.

Ïðèêëàä 1.3. Äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó:

D3 =

 2 0 0
0 −4 0
0 0 6

 .

Îçíà÷åííÿ 1.6. Äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ, ÿêùî âñi åëå-
ìåíòè ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþþòü îäèíèöi. Îäèíè÷íi ìàòðèöi
ïîçíà÷àþòü ëiòåðàìè E àáî I.

Ïðèêëàä 1.4. Îäèíè÷íà ìàòðèöÿ 4-ãî ïîðÿäêó:

E4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Îçíà÷åííÿ 1.7. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ òðèêóòíîþ, ÿêùî âñi ¨¨
åëåìåíòè íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi, äîðiâíþþòü íóëþ.

Ïðèêëàä 1.5. Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíó ìàòðèöþ: T3 =

 −1 2 5
0 3 9
0 0 2

 .
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Îçíà÷åííÿ 1.8. Åëåìåíò ðÿäêà ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ êðàéíiì, ÿêùî âií âiä-
ìiííèé âiä íóëÿ, à âñi åëåìåíòè öüîãî ðÿäêà, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ çëiâà âiä íüîãî,
äîðiâíþþòü íóëþ.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ñõiä÷àñòîþ, ÿêùî êðàéíié åëåìåíò êî-
æíîãî ðÿäêà çíàõîäèòüñÿ ïðàâiøå âiä êðàéíüîãî åëåìåíòà ïîïåðåäíüîãî ðÿäêà.

Ïðèêëàä 1.6. Ñõiä÷àñòà ìàòðèöÿ ðîçìiðó 3 Ö 4:

A3×4 =

 1 3 4 5 4
0 0 7 2 9
0 0 0 3 −1

 .

Åëåìåíòè a11 = 1, a23 = 7, òà a34 = 3, ¹ êðàéíiìè åëåìåíòàìè âiäïîâiäíèõ
ðÿäêiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ìàòðèöi Am×n = (aij) òà Bm×n = (bij) íàçèâàþòüñÿ ðiâíè-
ìè, ÿêùî âîíè îäíîãî ðîçìiðó i âñi âiäïîâiäíi åëåìåíòè öèõ ìàòðèöü ðiâíi ìiæ
ñîáîþ, òîáòî A = B, ÿêùî aij = bij, i = 1,m, j = 1, n.

1.2 Äi¨ íàä ìàòðèöÿìè

I. Äîäàâàííÿ (âiäíiìàííÿ) ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ñóìîþ (ðiçíèöåþ) ìàòðèöü Am×n = (aij) òà Bm×n =
(bij) îäíàêîâîãî ðîçìiðó íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ Cm×n = (cij), êîæåí åëå-
ìåíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ ñóìi (ðiçíèöi) âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü A òà
B, òîáòî cij = aij + bij, (cij = aij − bij), i = 1,m, j = 1, n. Ïîçíà÷åííÿ:
C = A+B, (C = A−B).

Ïðèêëàä 1.7. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöi:

A2×3 =

(
−1 2 5
2 3 9

)
, B2×3 =

(
3 1 2
−1 2 4

)
.

Òîäi A+B =

(
2 3 7
1 5 13

)
òà A−B =

(
−4 1 3
3 1 5

)
.
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II. Ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî

Îçíà÷åííÿ 1.12. Äîáóòêîì ìàòðèöi Am×n = (aij) íà ÷èñëî λ ∈ R,
íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ Cm×n = (cij), êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ äîáóòêó
âiäïîâiäíîãî åëåìåíòà ìàòðèöi A íà ÷èñëî λ, òîáòî cij = λaij, i = 1,m,
j = 1, n.

Ïðèêëàä 1.8. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöþ A2×3 =

(
−1 2 5
2 3 9

)
. Òîäi

3A =

(
−3 6 15
6 9 27

)
.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Ìàòðèöÿ −A = (−1)A íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíîþ äî
ìàòðèöi A.

Ç ââåäåíèõ âèùå îçíà÷åíü îïåðàöié íàä ìàòðèöÿìè òà âëàñòèâîñòåé
îïåðàöié äîäàâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë âèïëèâàþòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi
îïåðàöié äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî
(α, β ∈ R):
1) A+B = B + A (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
2) A+ (B + C) = (A+B) + C (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
3) A+O = O + A = A;
4) A+ (−A) = (−A) + A = O;
5) 1 · A = A;
6) α(A + B) = αA + αB (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ íà ÷èñëî ùîäî
äîäàâàííÿ ìàòðèöü);
7) (α + β)A = αA + βA (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî
ùîäî äîäàâàííÿ ÷èñåë);
8) α(βA) = (αβ)A (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî).

III. Ìíîæåííÿ ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.14. Äîáóòêîì ìàòðèöü Am×n = (aij) òà Bn×l = (bjk),
÷èñëî ñòîâïöiâ ïåðøî¨ ç ÿêèõ äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðÿäêiâ äðóãî¨, íàçèâà¹òüñÿ
òàêà ìàòðèöÿ Cm×l = (cik), êîæåí åëåìåíò ÿêî¨ äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ
åëåìåíòiâ i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi A òà âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ k-ãî ñòîâïöÿ
ìàòðèöi B, òîáòî cik = ai1b1k + ai2b2k + . . .+ ainbnk, i = 1,m, k = 1, l.

10



Ñõåìàòè÷íî ïðàâèëî ìíîæåííÿ ìîæíà óÿâëÿòè òàê:

a11 . . . a1k . . . a1p

...
. . .

...
...

...

ai 1 . . . ai k . . . ai p

...
...

...
. . .

...

an1 . . . ank . . . anp




A : n × p

b11 . . . b1 j . . . b1q

...
. . .

...
...

...

bk1 . . . bk j . . . bkq

...
...

...
. . .

...

bp1 . . . bp j . . . bpq





B : p × q

c11 . . . c1 j . . . c1q

...
. . .

...
...

...

ci 1 . . . ci j . . . ci q

...
...

...
. . .

...

cn1 . . . cnk . . . cnq




C = A ·B : n × q

a i1
·b 1 j

a ik
·b k j

a i p
·b p j

+ . . .+

+ . . .+

Àáî ó âèãëÿäi äóæå êîìïàêòíî¨ ñõåìè (�ðÿäêè íà ñòîâïöi�):

(
− − −
− − −

) | | | || | | |
| | | |
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Ïðèêëàä 1.9. Çíàéäåìî äîáóòîê ìàòðèöü

A2×2 =

(
0 2
1 3

)
òà B2×3 =

(
2 3 −1
3 −2 4

)
:

AB =

(
0 · 2 + 2 · 3 0 · 3 + 2 · (−2) 0 · (−1) + (−2) · 4
1 · 2 + 3 · 3 1 · 3 + 3 · (−2) 1 · (−1) + 3 · 4

)
=

=

(
6 −4 −8
11 −3 11

)
.

Ç îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü òà âëàñòèâîñòåé îïåðàöié äî-
äàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë âèïëèâàþòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi
îïåðàöi¨ äîáóòêó ìàòðèöü (α ∈ R):
1) A · (B · C) = (A ·B) · C (àñîöiàòèâíiñòü äîáóòêó ìàòðèöü);
2) A(B + C) = AB + AC (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü ùîäî
äîäàâàííÿ);
3) A · E = E · A = A (ìíîæåííÿ íà îäèíè÷íó ìàòðèöþ);
4) A ·O = O · A = O (ìíîæåííÿ íà íóëüîâó ìàòðèöþ);
5) α(A · B) = (αA) · B = A · (αB) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ìàòðèöü
ùîäî ìíîæåííÿ íà ÷èñëî).

Çàóâàæåííÿ 1.1. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó AB ̸= BA (Ìàòðèöi A òà B
íàçèâàþòüñÿ ïåðåñòàâíèìè, ÿêùî AB = BA).

Ïðèêëàä 1.10. Íåõàé çàäàíî ìàòðèöi: A =

(
1 1
0 1

)
òà B =

(
0 −1
1 0

)
.

Òîäi

AB =

(
1 −1
1 0

)
, BA =

(
0 −1
1 1

)
.

Áà÷èìî, ùî AB ̸= BA.
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IV. Ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ

Îçíà÷åííÿ 1.15. Íàòóðàëüíèì ñòåïåíåì k êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi An íà-
çèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ Ak, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Ak = A · A · . . . A︸ ︷︷ ︸
k

.

Äëÿ k = 0 ïðèéìà¹ìî çà îçíà÷åííÿì A0 := En.

Îçíà÷åííÿ 1.16. Íåõàé ¹ ìíîãî÷ëåí Pk(x) = akx
k+ak−1x

k−1+. . .+a1x+
a0 òà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A. Ìíîãî÷ëåíîì P âiä ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ
ìàòðèöÿ P (A), ÿêà çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

P (A) = akA
k + ak−1A

k−1 + . . .+ a1A+ a0E,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ òîãî æ ïîðÿäêó, ùî i ìàòðèöÿ A.

Ïðèêëàä 1.11. Çíàéòè çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà f(A) äëÿ ìàòðèöiA =

(
1 1
0 1

)
,

ÿêùî f(x) = x2 − 3x+ 2.

Îá÷èñëèìî

A2 =

(
1 1
0 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 2
0 1

)
.

Òîäi

f(A) = A2−3A+2E =

(
1 2
0 1

)
−3
(

1 1
0 1

)
+2

(
1 0
0 1

)
=

(
0 −1
0 0

)
.

V. Òðàíñïîíóâàííÿ

Îçíà÷åííÿ 1.17. Òðàíñïîíóâàííÿì ìàòðèöi A íàçèâàþòü çàìiíó ¨¨ ðÿä-
êiâ âiäïîâiäíèìè ñòîâïöÿìè. Ðåçóëüòàò òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi A ïî-
çíà÷àþòü AT i íàçèâàþòü ìàòðèöåþ òðàíñïîíîâàíîþ äî ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä 1.12. Äî ìàòðèöi A2×3 =

(
−1 2 5
2 3 9

)
òðàíñïîíîâàíîþ áóäå

ìàòðèöÿ AT =

 −1 2
2 3
5 9

 .
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1.3 Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü

Îçíà÷åííÿ 1.18. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìàòðèöi íàçèâàþòü:

1. ïåðåñòàâëÿííÿ ìiñöÿìè äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ);

2. ìíîæåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà âiäìiííå âiä íóëÿ
÷èñëî;

3. äîäàâàííÿ äî åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ
iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïîìíîæåíèõ íà îäíå i òå ñàìå ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ 1.19. ÌàòðèöiAm×n òàBm×n íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî
îäíà ç íèõ ìîæå áóòè îòðèìàíà ç iíøî¨ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü. Ïîçíà÷åííÿ: A ∼ B.

Òâåðäæåííÿ. Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü áóäü-ÿêó ìàòðèöþ
ìîæíà çâåñòè äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

1.4 Âèçíà÷íèêè 2-ãî òà 3-ãî ïîðÿäêiâ

Îçíà÷åííÿ 1.20. Êîæíié êâàäðàòíié ìàòðèöi An =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


çà ïåâíèì ïðàâèëîì ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî, ùî íàçèâà¹òüñÿ
¨¨ âèçíà÷íèêîì àáî äåòåðìiíàíòîì òà ïîçíà÷à¹òüñÿ detA, ∆A àáî∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Îçíà÷åííÿ 1.21. Âèçíà÷íèêîì 1-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A1 = (a11) íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëî detA = a11.
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Îçíà÷åííÿ 1.22. Âèçíà÷íèêîì 2-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A2 =

(
a11 a12
a21 a22

)
íà-

çèâà¹òüñÿ ÷èñëî

detA =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Ââåäåíó íàìè ôîðìóëó îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà 2-ãî ïîðÿäêó íàçèâàþòü
ïðàâèëîì �õðåñòèêà�.

Ïðèêëàä 1.13. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê

∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Îçíà÷åííÿ 1.23. Âèçíà÷íèêîì 3-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A3 =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
= a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12 ∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ . (1.1)

Ïðàâèëî (1.1) îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà 3-ãî ïîðÿäêó íàçèâàþòü ïðàâèëîì
�ðîçêëàäó�.

Ðîçêðè¹ìî êîæåí ç âèçíà÷íèêiâ äðóãîãî ïîðÿäêó â ðiâíîñòi (1.1). Â ðåçóëü-
òàòi îòðèìà¹ìî òàêèé âèðàç äëÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a21 · a32 · a13− (1.2)

−a13 · a22 · a31 − a12 · a21 · a33 − a32 · a23 · a11.
Âèêîíóþ÷è àíàëiç îñòàííüî¨ ôîðìóëè ïîìi÷à¹ìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíî-

ñòi (1.2) ìiñòèòü òðè äîáóòêè ÷èñåë, ÿêi áåðóòüñÿ çi çíàêîì ïëþñ i òðè äîáóòêè
÷èñåë, âçÿòi çi çíàêîì ìiíóñ. Öþ çàêîíîìiðíiñòü íàçèâàþòü ïðàâèëîì �òðèêó-
òíèêiâ� (�çiðî÷êè�, Ñàððþñà): çi çíàêîì �+� ó ôîðìóëi (1.2) áåðóòüñÿ äîáóòîê
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åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi òà äâà äîáóòêè åëåìåíòiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ó âåð-
øèíàõ òðèêóòíèêiâ ç îñíîâàìè, ïàðàëåëüíèìè ãîëîâíié äiàãîíàëi; çi çíàêîì �-�
ó ôîðìóëi (1.2) áåðóòüñÿ äîáóòîê åëåìåíòiâ ïîái÷íî¨ äiàãîíàëi òà äâà äîáóòêè
åëåìåíòiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ó âåðøèíàõ òðèêóòíèêiâ ç îñíîâàìè, ïàðàëåëüíè-
ìè ïîái÷íié äiàãîíàëi. Çðó÷íî çàïàì'ÿòîâóâàòè öå ïðàâèëî ó âèãëÿäi ñõåìè,
ÿêà íàâåäåíà íà ðèñóíêó.

(+) (−)

Îòæå ìà¹ìî äâà ìåòîäè îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ 3-ãî ïîðÿäêó:

1. Ïðàâèëî �ðîçêëàäó� (1.1);

2. Ïðàâèëî �òðèêóòíèêiâ� (�çiðî÷êè�) (1.2).

Ïðèêëàä 1.14. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ äâîìà ìåòîäàìè:
1)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ 5 6
8 9

∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣ 4 6
7 9

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣ 4 5
7 8

∣∣∣∣ =
= 1 · (45− 48)− 2 · (36− 42) + 3 · (32− 35) = −3 + 12− 9 = 0.

2)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 5 · 9 + 2 · 6 · 7 + 3 · 4 · 8− 3 · 5 · 7− 1 · 6 · 8− 2 · 4 · 9 = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.24. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ (íåîñî-
áëèâîþ), ÿêùî detA ̸= 0. ßêùî detA = 0, òî ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ âèðî-
äæåíîþ (îñîáëèâîþ).
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1.5 Ìiíîðè òà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ. Ïîíÿòòÿ âèçíà-

÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó

Ïåðåä ââåäåííÿì ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó äàìî êiëüêà îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ 1.25. Ìiíîðîì Mij åëåìåíòà aij âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó íàçè-
âà¹òüñÿ âèçíà÷íèê (n− 1)-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç äàíîãî âèçíà÷íèêà
øëÿõîì âèêðåñëþâàííÿ ðÿäêà òà ñòîâïöÿ, íà ïåðåòèíi ÿêèõ ñòî¨òü åëåìåíò
aij.

Îçíà÷åííÿ 1.26. Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì Aij äî åëåìåíòà aij âèçíà÷íè-
êà n-ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ìiíîð öüîãî åëåìåíòà Mij, âçÿòèé çi çíàêîì
(−1)(i+j). Òàêèì ÷èíîì, Aij = (−1)(i+j)Mij.

Ïðèêëàä 1.15. Çíàéäåìî ìiíîð òà àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòà a12 âè-

çíà÷íèêà

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ :
a12 = 2, M12 =

∣∣∣∣ 4 6
7 9

∣∣∣∣ = 36− 42 = −6, A12 = (−1)(1+2)M12 = 6.

Îçíà÷åííÿ 1.27. Âèçíà÷íèêîì n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi

An =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

detA = a11A11 + a12A12 + . . .+ a1nA1n. (1.3)

Çðîçóìiëî, ùî ôîðìóëà (1.1) ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ôîðìóëè (1.3). Îòæå,
ìåòîä ðîçêëàäó çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ âèçíà÷íèêà äîâiëüíîãî ïîðÿäêó.
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1.6 Âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ

1. Âèçíà÷íèê íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè òðàíñïîíóâàííi, òîáòî det(AT ) = detA
(îòæå, çi ñòîâïöÿìè ìîæíà ðîáèòè òå ñàìå, ùî i ç ðÿäêàìè).

2. ßêùî âñi åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà äîðiâíþþòü íó-
ëþ, òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ.

3. Ïðè ïåðåñòàíîâöi äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìiñöÿìè âèçíà÷íèê çìiíþ¹ çíàê.
Íàñëiäîê. ßêùî âèçíà÷íèê ìà¹ 2 îäíàêîâèõ ðÿäêè (ñòîâïöi), òî âií äî-
ðiâíþ¹ íóëþ.

4. Ñïiëüíèé ìíîæíèê äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà ìîæíà âèíåñòè
çà çíàê âèçíà÷íèêà.
Íàñëiäîê. Âèçíà÷íèê, ÿêèé ìiñòèòü 2 ïðîïîðöiéíèõ ðÿäêè (ñòîâïöi), äî-
ðiâíþ¹ íóëþ.

5. ßêùî åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà÷íèêà ¹ ñóìîþ äâîõ äî-
äàíêiâ, òî âèçíà÷íèê ìîæíà ðîçêëàñòè íà ñóìó äâîõ âèçíà÷íèêiâ, òîáòî∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
b21 + c21 b22 + c22 b23 + c23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
b21 b22 b23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
c21 c22 c23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ .
Íàñëiäîê. Âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ, ÿêùî äî åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà
(ñòîâïöÿ) äîäàòè åëåìåíòè iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ), ïîìíîæåíi íà îäíå
i òå ñàìå ÷èñëî.

6. Âèçíà÷íèê äîáóòêó êâàäðàòíèõ ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ âèçíà÷íè-
êiâ, òîáòî det(A ·B) = detA · detB.

7. (òåîðåìà Ëàïëàñà) Âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëå-
ìåíòiâ áóäü-ÿêîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) íà âiäïîâiäíi ¨ì àëãåáðà¨÷íi äîïîâíå-
ííÿ.
Íàñëiäîê. ßêùî âñi åëåìåíòè äåÿêîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà êðiì îäíîãî äî-
ðiâíþþòü íóëþ, òî òàêèé âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ äîáóòêó öüîãî âiäìiííîãî
âiä íóëÿ åëåìåíòà íà âëàñíå àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ.
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8. (òåîðåìà àíóëþâàííÿ) Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ðÿäêà (ñòîâïöÿ) âèçíà-
÷íèêà íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïðèêëàä 1.16. Îá÷èñëèìî çà âëàñòèâîñòÿìè âèçíà÷íèê ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1
−1 0 3 3
1 −1 3 1
2 −2 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Â çàäàíîìó âèçíà÷íèêó çðó÷íî çóïèíèòèñü íà äðóãîìó ñòîâïöi, îñêiëüêè

â íüîìó âæå ¹ îäèí íóëü i, êðiì òîãî, éîãî åëåìåíòè íåâåëèêi. Ïåðåòâîðèìî
âèçíà÷íèê òàê, ùîá âñi åëåìåíòè äðóãîãî ñòîâïöÿ, êðiì åëåìåíòà a12 = −1,
ñòàëè ðiâíèìè íóëþ. Äëÿ öüîãî âiä òðåòüîãî ðÿäêà âiäíiìåìî ïåðøèé, à âiä
÷åòâåðòîãî � ïîäâî¹íèé ïåðøèé.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1
−1 0 3 3
1 −1 3 1
2 −2 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
·(−1) · (−2)
| |

← + |
←− −− +

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî âèçíà÷íèê, ùî äîðiâíþ¹ ïî÷àòêîâîìó:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1
−1 0 3 3
0 0 1 0
0 0 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçêëàâøè éîãî çà åëåìåíòàìè äðóãîãî ñòîâïöÿ, çíàõîäèìî

∆ = (−1)(−1)(1+2)

∣∣∣∣∣∣
−1 3 3
0 1 0
0 3 −1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−1 3 3
0 1 0
0 3 −1

∣∣∣∣∣∣ .
Îòðèìàíèé âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó ìîæíà îá÷èñëèòè áåçïîñåðåäíüî.

Àëå ïðîñòiøå ðîçêëàñòè éîãî çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâïöÿ, ïîíèçèâøè éîãî
ïîðÿäîê äî äðóãîãî:

∆ = (−1)(−1)(1+1)

∣∣∣∣ 1 0
3 −1

∣∣∣∣ = (−1)(−1− 0) = 1.
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 1

1. Ùî íàçèâàþòü ìàòðèöåþ?

2. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü êâàäðàòíîþ?

3. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü äiàãîíàëüíîþ?

4. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü îäèíè÷íîþ?

5. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü íóëüîâîþ?

6. ßêi ìàòðèöi íàçèâàþòü ðiâíèìè?

7. ßêi ìàòðèöi íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè?

8. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü òðàíñïîíîâàíîþ äî çàäàíî¨ ìàòðèöi?

9. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü ìàòðèöåþ-ðÿäêîì, ìàòðèöåþ-ñòîâïöåì?

10. ßêi iñíóþòü ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè?

11. Ùî ¹ äîáóòêîì ìàòðèöü i ÿêi âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ ìàòðèöü?

12. ßêi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ âè çíà¹òå?

13. Ùî íàçèâàþòü âèçíà÷íèêîì äðóãîãî ïîðÿäêó?

14. Ùî íàçèâàþòü âèçíà÷íèêîì òðåòüîãî ïîðÿäêó?

15. ßêi ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó âè çíà¹òå?

16. ßêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìàþòü âèçíà÷íèêè?

17. Ùî íàçèâàþòü ìiíîðîì åëåìåíòà âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó?

18. Ùî íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì äî åëåìåíòà âèçíà÷íèêà n-ãî
ïîðÿäêó?

19. ßê ðîçêëàñòè âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ?
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2 Îáåðíåíà ìàòðèöÿ. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà-
¨÷íèõ ðiâíÿíü

2.1 Îáåðíåíà ìàòðèöÿ

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ìàòðèöÿ A−1 íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi
A, ÿêùî A−1 · A = A · A−1 = E.

Òåîðåìà 2.1. (ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îáåðíåíî¨ ìàòðèöi) ßêùî ìàòðèöÿ
A íåâèðîäæåíà, òî äî íå¨ iñíó¹ ¹äèíà îáåðíåíà ìàòðèöÿ:

A−1 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 , (2.1)

äå Aij � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà aij ìàòðèöi A, i = 1,m, j = 1, n.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ, òîáòî detA ̸= 0.
Ïîêàæåìî, ùî ìàòðèöÿ A−1, âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (2.1), ¹ îáåðíåíîþ äî
ìàòðèöi A. Äiéñíî,

A · A−1 = 1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 ·

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 =

=
1

detA


detA 0 . . . 0
0 detA . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . detA

 = E.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé âèçíà÷íèêà: òåîðåìè Ëàïëàñà
ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà ðÿäêîì àáî ñòîâïöåì (âëàñòèâiñòü 7) òà òåîðåìè
àíóëþâàííÿ (âëàñòèâiñòü 8). Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî A−1 ·A = E, ùî é
äîâîäèòü iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi.
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�äèíiñòü äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé äî ìàòðèöi A iñíóþòü äâi îáåð-
íåíi ìàòðèöi A−11 òà A−12 , ïðè÷îìó A−11 ̸= A−12 . Òîäi

A−11 = A−11 · E = A−11 · (A · A−12 ) = (A−11 · A) · A−12 = E · A−12 = A−12 .

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü ¹äèíiñòü îáåðíåíî¨ ìàòðèöi. Òåîðåìó äîâåäå-
íî.

Òåîðåìà 2.2. (íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi) ßêùî ìàòðèöÿ
A ìà¹ îáåðíåíó, òî âîíà íåâèðîäæåíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ îáåðíåíó. Òîäi A·A−1 = E. Çâiäñè det(A·
A−1) = detA · detA−1 = detE = 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî detA ̸= 0 (òàê ñàìî i
detA−1 ̸= 0). Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ïðèêëàä 2.1. Çíàéäåìî ìàòðèöþ îáåðíåíó äî ìàòðèöi A =

 0 2 −2
1 1 −2
0 −1 −1

 .

Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

detA =

∣∣∣∣∣∣
0 2 −2
1 1 −2
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−1)
∣∣∣∣ 2 −2
−1 −1

∣∣∣∣ = 4 ̸= 0.

Òàêèì ÷èíîì, A−1 iñíó¹. Îá÷èñëþ¹ìî îêðåìî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî åëå-
ìåíòiâ ìàòðèöi A:

A11 =

∣∣∣∣ 1 −2
−1 −1

∣∣∣∣ = −3, A12 = −
∣∣∣∣ 1 −20 −1

∣∣∣∣ = 1, A13 =

∣∣∣∣ 1 1
0 −1

∣∣∣∣ = −1,
A21 = −

∣∣∣∣ 2 −2
−1 −1

∣∣∣∣ = 4, A22 =

∣∣∣∣ 0 −20 −1

∣∣∣∣ = 0, A23 = −
∣∣∣∣ 0 2
0 −1

∣∣∣∣ = 0,

A31 =

∣∣∣∣ 2 −21 −2

∣∣∣∣ = −2, A32 = −
∣∣∣∣ 0 −21 −2

∣∣∣∣ = −2, A33 =

∣∣∣∣ 0 2
1 1

∣∣∣∣ = −2.
Ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ ó ôîðìóëó (2.1):

A−1 =
1

4

 −3 4 −2
1 0 −2
−1 0 −2

 .
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2.2 Ðàíã ìàòðèöi

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

Am×n =


a11 a12 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 . . . a2j . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . aij . . . ain
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amj . . . amn

 .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ìiíîðîì ïîðÿäêó k ìàòðèöi Am×n íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé
âèçíà÷íèê k-ãî ïîðÿäêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ ìàòðèöi, ÿêi ñòîÿòü íà
ïåðåòèíi âèäiëåíèõ k ðÿäêiâ òà k ñòîâïöiâ (k ≤ min{m,n}).

Ïðèêëàä 2.2. Ó ìàòðèöi A3×4 =

 1 2 3 0
4 5 6 0
7 8 9 0

 ¹ 12 ìiíîðiâ 1-ãî ïîðÿäêó �

öå ¨¨ åëåìåíòè. Ñåðåä 18 ìiíîðiâ 2-ãî ïîðÿäêó öi¹¨ ìàòðèöi ¹, íàïðèêëàä, òàêi
ìiíîðè: ∣∣∣∣ 1 2

4 5

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 5 0
8 0

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 1 3
7 9

∣∣∣∣ .
Ìiíîðiâ 3-ãî ïîðÿäêó ó ìàòðèöi âñüîãî ÷îòèðè:∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 2 0
4 5 0
7 8 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 3 0
4 6 0
7 9 0

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
2 3 0
5 6 0
8 9 0

∣∣∣∣∣∣ .
Îçíà÷åííÿ 2.3. Ðàíãîì ìàòðèöi Am×n íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèé ç ïîðÿäêiâ
¨¨ ìiíîðiâ, âiäìiííèõ âiä íóëÿ. Ïîçíà÷à¹òüñÿ: r(A) àáî rang(A).

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ìiíîð, ïîðÿäîê ÿêîãî âèçíà÷à¹ ðàíã ìàòðèöi, íàçèâà¹òüñÿ
áàçèñíèì.

Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ ìîæå ìàòè êiëüêà áàçèñíèõ ìiíîðiâ.
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Ïðèêëàä 2.3. Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi A3×4 =

 1 2 3 0
4 5 6 0
7 8 9 0

 .

Ó ìàòðèöi A iñíó¹ ìiíîð ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäìiííèé âiä íóëÿ, íàïðèêëàä

|1|. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî r(A) ≥ 1. Ó ìàòðèöi ¹ ìiíîð 2-ãî ïîðÿäêó

∣∣∣∣ 1 2
4 5

∣∣∣∣ =
2 ̸= 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî r(A) ≥ 2. Àëå âñi ìiíîðè 3-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A
äîðiâíþþòü íóëþ. Òàêèì ÷èíîì, r(A) = 2.

Âëàñòèâîñòi ðàíãó ìàòðèöi:

1. 0 ≤ r(A) ≤ min(m,n).

2. r(A) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi åëåìåíòè ìàòðèöi A äîðiâíþþòü
íóëþ.

3. Äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó n, r(A) = n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ìàòðèöÿ A ¹ íåâèðîäæåíîþ.

4. Ïðè òðàíñïîíóâàííi ìàòðèöi ¨¨ ðàíã íå çìiíþ¹òüñÿ.

5. ßêùî âèêðåñëèòè ç ìàòðèöi íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâïåöü), ¨¨ ðàíã íå çìi-
íèòüñÿ.

6. Ðàíã ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ìàòðèöi.

7. Ðàíã ñõiä÷àñòî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ.

Ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi.
I)Ìåòîä îáâiäíèõ ìiíîðiâ ïîëÿãà¹ ó îá÷èñëåííi ìiíîðiâ ìàòðèöi Am×n,

ÿêi âèáèðàþòüñÿ ïåâíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Îáâiäíèì ìiíîðîì äî ìiíîðà ïîðÿäêó k ìàòðèöi A íàçèâà¹-
òüñÿ ìiíîð (k + 1)-ãî ïîðÿäêó öi¹¨ ìàòðèöi, ÿêèé öiëêîì ìiñòèòü äàíèé ìiíîð
ïîðÿäêó k.

1-é êðîê. ßêùî ìàòðèöÿ íóëüîâà, òî r(A) = 0, â iíøîìó âèïàäêó r(A) ≥ 1,
i ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó.

24



2-é êðîê. Çíàõîäèìî ó ìàòðèöi ìiíîð 2-ãî ïîðÿäêó M2, âiäìiííèé âiä íó-
ëÿ. ßêùî òàêîãî ìiíîðà íåìà¹, òî r(A) = 1, i ïîøóê ïðèïèíÿ¹ìî. Â iíøîìó
âèïàäêó r(A) ≥ 2, i ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî êðîêó.

3-é êðîê. Îá÷èñëþ¹ìî âñi ìiíîðè 3-ãî ïîðÿäêó, îáâiäíi äî M2. ßêùî ñåðåä
íèõ íåìà¹ ìiíîðiâ âiäìiííèõ âiä íóëÿ, òî r(A) = 2 i ïîøóê ïðèïèíÿ¹ìî. Â
iíøîìó âèïàäêó iñíó¹ ìiíîð M3 íå ðiâíèé íóëþ, òîìó r(A) ≥ 3 i ïåðåõîäèìî
äî íàñòóïíîãî êðîêó.

Ïðîäîâæó¹ìî ïðîöåäóðó.
k-é êðîê (k = min(m,n)). Íåõàé çíàéäåíî ìiíîð (k − 1)-ãî ïîðÿäêó Mk−1,

âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîáòî r(A) ≥ k − 1. Îá÷èñëèìî âñi ìiíîðè k-ãî ïîðÿäêó,
îáâiäíi äî Mk−1. ßêùî ñåðåä íèõ íåìà¹ ìiíîðiâ âiäìiííèõ âiä íóëÿ, òî r(A) =
k − 1. ßêùî æ iñíó¹ ìiíîð Mk, âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî r(A) = k, i ïðîöåäóðó
ïîøóêó çàâåðøåíî.

Ïðèêëàä 2.4. Çíàéòè ðàíã ìàòðèöi A3×4 =

 1 1 5 3
1 −5 −3 1
2 −1 6 5

 ìåòîäîì îáâi-

äíèõ ìiíîðiâ.

Âî÷åâèäü, ìàòðèöÿ ìà¹ ìiíîð 2-ãî ïîðÿäêó, âiäìiííèé âiä íóëÿ: M2 =∣∣∣∣ 1 1
1 −5

∣∣∣∣ = −6 ̸= 0. Äî öüîãî ìiíîðà ó ìàòðèöi ¹ 2 îáâiäíèõ ìiíîðè 3-ãî

ïîðÿäêó: ∣∣∣∣∣∣
1 1 5
1 −5 −3
2 −1 6

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 1 3
1 −5 1
2 −1 5

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Îñêiëüêè îáèäâà ìiíîðè ðiâíi íóëþ, òî r(A) = 2.
II) Ìåòîä åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ïîëÿãà¹ ó çâåäåííi ìàòðèöi äî

ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó øëÿõîì åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Ðàíã âèõiäíî¨ ìàòðè-
öi ïðè öüîìó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ îòðèìàíî¨ ñõiä÷àñòî¨ ìà-
òðèöi.

Ïðèêëàä 2.5. Çíàéäåìî ðàíã ìàòðèöi A3×4 =

 1 1 5 3
1 −5 −3 1
2 −1 6 5

 ìåòîäîì åëå-

ìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.
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Äîäàìî äî äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà (−1), òà äî òðåòüîãî
ïåðøèé, ïîìíîæåíèé ïîïåðåäíüî íà (−2). Ñõåìàòè÷íî öå ìîæíà ïîçíà÷èòè: 1 1 5 3

1 −5 −3 1
2 −1 6 5

 ·(−1) ·(−2)
← + |

←− +
∼

 1 1 5 3
0 −6 −8 −2
0 −3 −4 −1

 .

Îäåðæàëè åêâiâàëåíòíó äî ïî÷àòêîâî¨ ìàòðèöþ. Òåïåð äîäàìî äî òðåòüîãî
ðÿäêà äðóãèé, ïîìíîæåíèé ïîïåðåäíüî íà

(
−1

2

)
. Ìà¹ìî: 1 1 5 3

0 −6 −8 −2
0 0 0 0

 .

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî r(A) = 2.

2.3 Ïîíÿòòÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ), ùî ìi-
ñòèòü m ðiâíÿíü òà n íåâiäîìèõ, íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(2.2)

äå ÷èñëà aij, i = 1,m, j = 1, n, íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ñèñòåìè, ÷èñëà
bi, i = 1,m, � âiëüíèìè ÷ëåíàìè.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Ñèñòåìà (2.2) íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ, ÿêùî m = n. Ïðè
öüìó n íàçèâàþòü ïîðÿäêîì êâàäðàòíî¨ ñèñòåìè (2.2).

Îçíà÷åííÿ 2.8. Ñèñòåìà (2.2) íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ, ÿêùî âñi ¨¨ âiëüíi ÷ëå-
íè äîðiâíþþòü íóëþ, òîáòî b1 = b2 = . . . = bm = 0. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
(ÿêùî ïðèíàéìíi îäèí âiëüíèé êîåôiöi¹íò âiäìiííèé âiä íóëÿ) ñèñòåìà íàçè-
âà¹òüñÿ íåîäíîðiäíîþ.
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Ñèñòåìó (2.2) çðó÷íî çàïèñóâàòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi (ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî
ðiâíÿííÿ):

AX = B,

äå

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , B =


b1
b2
. . .
bm

 , X =


x1
x2
. . .
xn

 .

Ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ñèñòåìè àáî îñíîâíîþ ìàòðèöåþ ñèñòå-
ìè, B � ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ, X � ñòîâïöåì íåâiäîìèõ.

Îçíà÷åííÿ 2.9. Ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè (2.2) íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíà
ìàòðèöÿ A ñèñòåìè, äîïîâíåíà ñïðàâà ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ B. Ïîçíà÷åí-
íÿ: Ā àáî (A|B).

Îçíà÷åííÿ 2.10. Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (2.2) íàçèâà¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíèé íà-
áið n ÷èñåë α1, α2, . . ., αn, ïiäñòàíîâêà ÿêèõ çàìiñòü âiäïîâiäíèõ íåâiäîìèõ
ïåðåòâîðþ¹ êîæíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ó òîòîæíiñòü. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñè-
ñòåìè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi âåêòîð-ñòîâïöÿ:

X =


α1

α2

. . .
αn

 .

Îçíà÷åííÿ 2.11. Ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ ïðèíàéìíi
îäèí ðîçâ'ÿçîê, i íåñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà íå ìà¹ æîäíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Îçíà÷åííÿ 2.12. Ñóìiñíà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, i íåâèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó. Â
îñòàííüîìó âèïàäêó êîæåí ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ùå íàçèâàþòü ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì,
à ñóêóïíiñòü ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ � çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ñèñòåìè.

Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó � îçíà÷à¹ çíàéòè ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê àáî äîâåñòè ¨¨
íåñóìiñíiñòü.
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Îçíà÷åííÿ 2.13. Äâi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè (àáî ðiâíîñèëü-
íèìè), ÿêùî ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ñïiâïàäàþòü. Òîáòî, ñèñòåìè åêâiâàëåíòíi,
ÿêùî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê îäíi¹¨ ç íèõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíøî¨, i íàâïàêè.

Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3. (Êðîíåêåðà-Êàïåëëi). Ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
(2.2) ñóìiñíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè äîðiâ-
íþ¹ ðàíãó îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè, òîáòî r(Ā) = r(A). Ïðè öüîìó, ÿêùî
r(Ā) = r(A) = n, òî ñèñòåìà (2.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî r(Ā) = r(A) <
n, òî ñèñòåìà (2.2) ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

2.4 Ïðàâèëî Êðàìåðà

Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ÑËÀÐ:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn,

(2.3)

îñíîâíà ìàòðèöÿ ÿêî¨ íåâèðîäæåíà, òîáòî detA ̸= 0.
Çàïèøåìî ñèñòåìó (2.3) ìàòðè÷íié ôîðìi:

AX = B, (2.3′)

äå

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 , B =


b1
b2
. . .
bn

 , X =


x1
x2
. . .
xn

 .

Îñêiëüêè ∆ = detA ̸= 0, òî iñíó¹ ìàòðèöÿ A−1 � îáåðíåíà äî ìàòðèöi
ñèñòåìè A. Ïîìíîæèâøè ðiâíÿííÿ (2.3′) çëiâà íà ìàòðèöþ A−1, îòðèìà¹ìî:

A−1 · A ·X = A−1 ·B.
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Îñêiëüêè A−1 ·A = E ç îçíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi i EX = X ç âëàñòèâîñòåé
äié íàä ìàòðèöÿìè, òî ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî

X = A−1 ·B. (2.4)

Ôîðìóëà (2.4) âèðàæà¹ ïðàâèëî Êðàìåðà ó ìàòðè÷íié ôîðìi, à ¨¨ ðåà-
ëiçàöiþ íàçèâàþòü ìåòîäîì îáåðíåíî¨ ìàòðèöi àáî ìàòðè÷íèì ìåòîäîì
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ.

Äåòàëiçó¹ìî ðiâíiñòü (2.4):
x1
x2
. . .
xn

 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 ·


b1
b2
. . .
bn

 .

Çâiäêè 
x1
x2
. . .
xn

 =
1

detA


A11b1 + A21b2 + . . .+ An1bn
A12b1 + A22b2 + . . .+ An2bn

. . .
A1nb1 + A2nb2 + . . .+ Annb1

 .

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî A11b1+A21b2+ . . .+An1bn � ðîçêëàä çà åëåìåíòàìè
1-ãî ñòîâïöÿ âèçíà÷íèêà

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 . . . a1n
b2 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà ñèñòåìè ∆ = detA øëÿõîì çàìiíè ïåðøîãî
ñòîâïöÿ ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Òàêèì ÷èíîì,

x1 =
∆1

∆
.

Òàê ñàìî, A12b1 + A22b2 + . . . + An2bn � ðîçêëàä çà åëåìåíòàìè 2-ãî ñòîâïöÿ
âèçíà÷íèêà ∆2, ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà ñèñòåìè ∆ øëÿõîì çàìiíè
äðóãîãî ñòîâïöÿ ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ. Òàêèì ÷èíîì,

x2 =
∆2

∆
.

29



I ò.ä.

xi =
∆i

∆
, i = 1, n, (2.5)

äå âèçíà÷íèê∆i, i = 1, n, îòðèìó¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêà ñèñòåìè∆øëÿõîì çàìiíè
i-ãî ñòîâïöÿ ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ.

Ôîðìóëè (2.5) íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè Êðàìåðà.
Îòæå, âèùå ìè äîâåëè íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ. ßêùî ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà (2.3) ñóìiñíà òà âèçíà÷åíà, òîáòî ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ (2.4) àáî ôîðìóëàìè (2.5).

Ïðèêëàä 2.6. Ðîçâ'ÿæåìî çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà òà ìåòîäîì îáåðíåíî¨ ìà-
òðèöi ÑËÀÐ:  x1 + 3x2 + 2x3 = −1,

x1 + 4x3 = 2,
2x1 − x2 + 3x3 = 5.

Çàïèøåìî îñíîâíó ìàòðèöþ ñèñòåìè òà ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëåíiâ:

A =

 1 3 2
1 0 4
2 −1 3

 , B =

 −12
5

 .

1. Ôîðìóëè Êðàìåðà. Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè
ðîçêëàäîì çà äðóãèì ðÿäêîì:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 3 2
1 0 4
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = (−1) · 1 ·
∣∣∣∣ 3 2
−1 3

∣∣∣∣+ (−1) · 4 ·
∣∣∣∣ 1 3
2 −1

∣∣∣∣ = 17 ̸= 0.

Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèêè ∆1, ∆2, ∆3:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
−1 3 2
2 0 4
5 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = −2 ·
∣∣∣∣ 3 2
−1 3

∣∣∣∣− 4 ·
∣∣∣∣ −1 3

5 −1

∣∣∣∣ = 34,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
1 2 4
2 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ 2 4
5 3

∣∣∣∣− (−1) ·
∣∣∣∣ 1 4
2 3

∣∣∣∣+ 2 ·
∣∣∣∣ 1 2
2 5

∣∣∣∣ = −17,
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∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −1
1 0 2
2 −1 5

∣∣∣∣∣∣ = −1 ·
∣∣∣∣ 3 −1
−1 5

∣∣∣∣− 2 ·
∣∣∣∣ 1 3
2 −1

∣∣∣∣ = 0.

Çâiäêè çà ôîðìóëàìè (2.5)

x1 =
∆1

∆
=

34

17
= 2, x2 =

∆2

∆
=
−17
17

= −1, x1 =
∆1

∆
=

0

17
= 0.

2. Ìåòîä îáåðíåíî¨ ìàòðèöi. Âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi îá÷èñëåíî ðàíi-
øå ∆ = 17 ̸= 0, òîìó iñíó¹ îáåðíåíà äî îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ìàòðèöÿ
A−1. Çíàéäåìî ¨¨ çà ôîðìóëîþ (2.1), îá÷èñëèâøè ïîïåðåäíüî àëãåáðà¨÷íi äî-
ïîâíåííÿ äî åëåìåíòiâ ìàòðèöi A:

A11 =

∣∣∣∣ 0 4
−1 3

∣∣∣∣ = 4, A12 = −
∣∣∣∣ 1 4
2 3

∣∣∣∣ = 5, A13 =

∣∣∣∣ 1 0
2 −1

∣∣∣∣ = −1,
A21 = −

∣∣∣∣ 3 2
−1 3

∣∣∣∣ = −11, A22 =

∣∣∣∣ 1 2
2 3

∣∣∣∣ = −1, A23 = −
∣∣∣∣ 1 3
2 −1

∣∣∣∣ = 7,

A31 =

∣∣∣∣ 3 2
0 4

∣∣∣∣ = 12, A32 = −
∣∣∣∣ 1 2
1 4

∣∣∣∣ = −2, A33 =

∣∣∣∣ −1 3
1 0

∣∣∣∣ = −3.
Òîäi

A−1 =
1

17

 4 −11 12
5 −1 −2
−1 7 −3

 .

Çâiäêè çà ôîðìóëîþ (2.4) îäåðæèìî

X =
1

17

 4 −11 12
5 −1 −2
−1 7 −3

 −12
5

 =
1

17

 34
−17
17

 =

 2
−1
0

 .
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 2

1. ßêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü îáåðíåíîþ äî çàäàíî¨?

2. Äî ÿêî¨ ìàòðèöi iñíó¹ îáåðíåíà?

3. ßê çíàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ äî çàäàíî¨?

4. Ùî íàçèâàþòü ðàíãîì ìàòðèöi? ßêi ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ðàíãó âè çíà¹òå?

5. ßêi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü îäíîðiäíèìè, íåîäíîðiäíèìè?

6. ßêi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü ñóìiñíèìè, íåñóìiñíèìè?

7. ßêi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü âèçíà÷åíèìè, íåâèçíà÷åíèìè?

8. ßêi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè?

9. ßêà óìîâà ñóìiñíîñòi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü?

10. ßê çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà i
êîëè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè öi ôîðìóëè?

11. ßê çàïèñàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ìàòðè÷íié ôîðìi òà ó ÷îìó
ïîëÿãà¹ ìåòîä îáåðíåíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì?
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3 Ìåòîä Ãàóñà. Îäíîðiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àë-
ãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi
âåêòîðè ìàòðèöi

3.1 Ìåòîä Ãàóñà

Áóäó÷è íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ, ìåòîä Ãàóñà
äîçâîëÿ¹ îäíî÷àñíî äîñëiäèòè äîâiëüíó ÑËÀÐ íà ñóìiñíiñòü òà âèçíà÷åíiñòü
i, ó âèïàäêó ñóìiñíîñòi ñèñòåìè, çíàéòè ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïîëÿãà¹ ìåòîä
Ãàóñà ó ïîñëiäîâíîìó âèêëþ÷åííi íåâiäîìèõ ç ðiâíÿíü ñèñòåìè òàêèì ÷èíîì,
ùîá êîæíå íàñòóïíå ðiâíÿííÿ ìiñòèëî ìåíøå íåâiäîìèõ íiæ ïîïåðåäí¹.

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó ÑËÀÐ (3.3), ùî ìiñòèòü m ðiâíÿíü òà n íåâiäîìèõ:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè öi¹¨ ñèñòåìè íàçèâàþòü:
1. Ïåðåñòàâëÿííÿ äâîõ ðiâíÿíü ìiñöÿìè.
2. Ìíîæåííÿ îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ íà âiäìiííå âiä íóëÿ ÷èñëî.
3. Äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðiâíÿííÿ iíøîãî, ïîìíîæåíîãî ïîïåðåäíüî íà äî-

âiëüíå ÷èñëî.
Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ. Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ÑËÀÐ íå çìiíþþòü ìíîæèíè ¨¨
ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðîçiá'¹ìî àëãîðèòì Ãàóñà íà äâà åòàïè:
1. Ïðÿìèé õiä ìåòîäó Ãàóñà ÿêðàç i ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó âèêëþ÷åííi

íåâiäîìèõ ç ðiâíÿíü ñèñòåìè, òîáòî ó çâåäåííi ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè äî òðè-
êóòíîãî àáî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó øëÿõîì âèêîíàííÿ íàä íåþ åëåìåíòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíèì ïå-
ðåòâîðåííÿì íàä ðÿäêàìè ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè, òîìó äàëi, äëÿ êîì-
ïàêòíîñòi çàïèñiâ, áóäåìî ïðàöþâàòè ñàìå ç ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ÑËÀÐ.
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Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè:

Ā =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 .

Íà öüîìó åòàïi áóäåìî çâîäèòè ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè äî ñõiä÷àñòî-
ãî âèãëÿäó âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi. Äëÿ
÷îãî ñïî÷àòêó, ïîñòàâèìî íà ïåðøå ìiñöå ðiâíÿííÿ, ó ÿêîãî êîåôiöi¹íò ïðè
íåâiäîìié x1 íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Íåõàé, áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, a11 ̸= 0. (Äëÿ
�ðó÷íî¨� ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòìà Ãàóñà çðó÷íî çàïèñàòè íà ïåðøå ìiñöå ðiâíÿííÿ,
ó ÿêîãî ïåðøèé êîåôiöi¹íò îäèíèöÿ.)

Äàëi çàñòîñó¹ìî äî ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi íàñòóïíèé àëãîðèòì. Äî
åëåìåíòiâ äðóãîãî ðÿäêà äîäàìî âiäïîâiäíi åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà ïîìíîæå-
íi íà (−a21

a11
). Äî åëåìåíòiâ òðåòüîãî ðÿäêà äîäàìî âiäïîâiäíi åëåìåíòè ïåðøîãî

ðÿäêà ïîìíîæåíi íà (−a31
a11

) i ò.ä. Äî åëåìåíòiâ m-ãî ðÿäêà äîäàìî âiäïîâiäíi
åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà, ïîìíîæåíi íà (−am1

a11
).

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ, åêâiâàëåíòíó ðîçøèðåíié ìàòðèöi ïî-
÷àòêîâî¨ ñèñòåìè (òèì ñàìèì, âèêëþ÷èìî íåâiäîìó x1 ç óñiõ ðiâíÿíü êðiì
ïåðøîãî):

Ā ∼


a′11 a′12 . . . a′1n b′1
0 a′22 . . . a′2n b′2
. . . . . . . . . . . . . . .
0 a′m2 . . . a′mn b′m

 .

äå a′ij òà b′i, i = 1,m, j = 1, n � íîâi êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè. Äàëi çàïèñó¹ìî
ïåðøèé ðÿäîê áåç çìií i ïîâòîðþ¹ìî àëãîðèòì äëÿ ðåøòè (m − 1) ðÿäêiâ.
Ïîòiì îïèñàíèé àëãîðèòì çàñòîñîâó¹ìî äî îñòàííiõ (m−2) ðÿäêiâ i ò.ä., ïîêè
íå çâåäåìî ìàòðèöþ Ā äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó.

Çàóâàæåííÿ 3.1. ßêùî â ðåçóëüòàòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ó ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi óòâîðèòüñÿ ïðèíàéìíi îäèí ðÿäîê âèãëÿäó

(
0 0 . . . 0 b′′k

)
, äå

b′′k ̸= 0, òî ÑËÀÐ ¹ íåñóìiñíîþ.

Çàóâàæåííÿ 3.2. ßêùî â ðåçóëüòàòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ó ðîçøèðå-
íî¨ ìàòðèöi óòâîðèòüñÿ ðÿäîê âèãëÿäó

(
0 0 . . . 0 0

)
, òî éîãî çàêðåñëèìî,

îñêiëüêè éîìó âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííÿ 0 ≡ 0.
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Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ñóìiñíà, i ðàíã ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ r,
òîáòî r(Ā) = r(A) = r ≤ n. Òîäi â ðåçóëüòàòi åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü
îòðèìà¹ìî ñõiä÷àñòó ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè Ā, ÿêà ìiñòèòü r ðÿäêiâ.

Îñêiëüêè r(Ā) = r(A) = r, òî r ðÿäêiâ òà r ñòîâïöiâ öi¹¨ ìàòðèöi óòâî-
ðþþòü áàçèñíèé ìiíîð. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ïåðøi r
ðÿäêiâ òà r ñòîâïöiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi óòâîðþþòü áàçèñíèé ìiíîð, òîáòî
ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ íàáóäå âèãëÿäó:

Ā ∼


ã11 ã12 . . . ã1r . . . ã1n b̃1
0 ã22 . . . ã2r . . . ã2n b̃2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ãrr . . . arn b̃r

 .

äå ãij òà b̃i, i = 1, r, j = 1, n � íîâi êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè.
Ðiâíî r íåâiäîìèõ, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ âõîäÿòü äî áàçèñíîãî ìiíîðà, íàçè-

âàþòüñÿ ãîëîâíèìè àáî áàçèñíèìè, à ðåøòà (n − r) íåâiäîìèõ íàçèâàþòüñÿ
âiëüíèìè.

Çàïèøåìî ïåðåòâîðåíó ñèñòåìó:
ã11x1 + ã12x2 + . . . ã1rxr + . . .+ ã1nxn = b̃1,

ã22x2 + . . . ã2rxr + . . .+ ã2nxn = b̃2,
. . .

ãrrxr + . . .+ ãrnxn = b̃r.

2. Çâîðîòíié õiä ìåòîäó Ãàóñà ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó âiäøóêàííi âñiõ íå-
âiäîìèõ ñèñòåìè, ïiäiéìàþ÷èñü âiä îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè äî ïåðøîãî.
À ñàìå, çàëèøà¹ìî ãîëîâíi íåâiäîìi x1, x2, . . . , xr, ñèñòåìè ó ëiâèõ ÷àñòèíàõ
ðiâíÿíü, à âiëüíi íåâiäîìi x(r+1), x(r+2), . . . , xn ïåðåíîñèìî ó ïðàâi ÷àñòèíè
ðiâíÿíü ñèñòåìè:

ã11x1 + ã12x2 + . . . ã1rxr = b̃1 − ã1(r+1)xr+1 − . . .− ã1nxn,
ã22x2 + . . . ã2rxr = b̃2 − ã2(r+1)xr+1 − . . .− ã2nxn,

. . .

ãrrxr = b̃r − ãr(r+1)xr+1 − . . .− ãrnxn.

Äàëi, ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ âèðàæà¹ìî çíà÷åííÿ xr ÷åðåç âiëüíi íåâiäîìi
x(r+1), x(r+2), . . . , xn. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíå çíà÷åííÿ xr ó ïåðåäîñòàíí¹ ðiâ-
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íÿííÿ, çíàõîäèìî ç íüîãî çíà÷åííÿ xr−1, ÿêå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âiëüíi íåâiäî-
ìi. Ïðîäîâæóþ÷è öåé àëãîðèòì çíàõîäèìî âñi íåâiäîìi ñèñòåìè xr, xr−1, . . . ,
x1. Íàäàþ÷è âiëüíèì íåâiäîìèì äîâiëüíèõ çíà÷åíü, îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó
ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè.
Ïðèêëàä 3.1. Ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì Ãàóñà ÑËÀÐ: 3x1 − 2x2 − 2x3 = −1,

5x1 + 6x2 + 2x3 = 13,
x1 − 10x2 − 6x3 = 5.

Çàïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè i çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àñòîãî âèãëÿäó,
äëÿ ÷îãî ñïî÷àòêó ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ¨¨ ïåðøèé òà òðåòié ðÿäêè: 3 −2 −2 −1

5 6 2 13
1 −10 −6 5

 ←
|
←
∼

 1 −10 −6 5
5 6 2 13
3 −2 −2 −1

 ·(−5) · (−3)← + |
←− −−+

∼

Äàëi ìè âèêîíàëè íàñòóïíi äi¨ íàä ðÿäêàìè íîâî¨ ìàòðèöi: 1) äîäàëè äî
2-ãî ðÿäêà 1-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé íà (−5); 2) äîäàëè äî 3-ãî ðÿäêà 1-é ðÿäîê,
ïîìíîæåíèé íà (−3). Âêàçàíi äi¨ çðó÷íî ïîçíà÷àòè ñõåìàòè÷íî.

Äîäàìî äî òðåòüîãî ðÿäêà 2-é ðÿäîê, ïîìíîæåíèé ïîïåðåäíüî íà (−1
2): 1 −10 −6 5

0 56 32 −12
0 28 16 −16

 ·(−1
2)

← +

 1 −10 −6 5
0 56 32 −12
0 0 0 −10


Çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêà âiäïîâiäà¹ çíàéäåíié ðîçøèðåíié ìàòðèöi: x1 − 10x2 − 6x3 = 5,

56x2 + 32x3 = −12,
0 = −10.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü â öié ñèñòåìi ¹ õèáíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹ íåñóìiñíiñòü çàäàíî¨
ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.
Ïðèêëàä 3.2. Ðîçâ'ÿæåìî ìåòîäîì Ãàóñà ÑËÀÐ:

2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,
3x1 + 5x2 + 2x3 + 2x4 = 4,
9x1 + 4x2 + x3 + 7x4 = 2,
6x1 − x2 − x3 + 5x4 = −2.
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Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè òà çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àñòîãî âè-
ãëÿäó:

2 7 3 1 6
3 5 2 2 4
9 4 1 7 2
6 −1 −1 5 −2

 | · 2| · 2 ∼


2 7 3 1 6
6 10 4 4 8
18 8 2 14 4
6 −1 −1 5 −2


·(−3) · (−9) · (−3)
← + | |
←− −−+ |
←− −−−−− +

∼


2 7 3 1 6
0 −11 −5 1 −10
0 −55 −25 5 −50
0 −22 −10 2 −20

 ·(−5) · (−2)← + |
←− −−+

∼


2 7 3 1 6
0 −11 −5 1 −10
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî r(Ā) = r(A) = 2 < 4. Òàêèì ÷èíîì, äàíà ÑËÀÐ ¹
ñóìiñíîþ òà íåâèçíà÷åíîþ. Âèïèøåìî ïåðåòâîðåíó ñèñòåìó{

2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 = 6,
−11x2 − 5x3 + x4 = −10.

Îáåðåìî ó ÿêîñòi ãîëîâíèõ íåâiäîìèõ x1, x2. Òîäi x3 òà x4 � âiëüíi íåâiäîìi.
Íàäàìî ¨ì äîâiëüíèõ çíà÷åíü: x4 = c1, x3 = c2, c1, c2 ∈ R. Òîäi ç äðóãîãî
ðiâíÿííÿ

x2 =
1

11
(10 + c1 − 5c2).

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ â ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

x1 =
1

11
(−2− 9c1 + c2).

Òàêèì ÷èíîì, x1 =
1

11
(−2− 9c1+ c2) , x2 =

1

11
(10+ c1− 5c2), x3 = c2, x4 = c1,

c1, c2 ∈ R.
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3.2 Îäíîðiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ÑËÀÐ (3.1) (ó ÿêî¨ âñi âiëüíi ÷ëåíè äîðiâíþþòü íóëþ),
òîáòî ÑËÀÐ âèãëÿäó

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,

. . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

(3.6)

Îäíîðiäíà ñèñòåìà (3.6) çàâæäè ¹ ñóìiñíîþ, îñêiëüêè ó òàêî¨ ñèñòåìè r(Ā) =
r(A). Òàêà ñèñòåìà çàâæäè ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê: x1 = x2 = . . . =
xn = 0, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì àáî òðèâiàëüíèì.

Ç'ÿñó¹ìî çà ÿêèõ óìîâ îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ òàêîæ i íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè.
Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî, ùîá îäíîðiäíà ÑËÀÐ ìàëà íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, íå-
îáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi r(A) áóâ ìåíøèé çà ÷èñëî
íåâiäîìèõ n.

Íàñëiäîê. Êâàäðàòíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâÿçêè òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè îñíîâíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè âèðîäæåíà.

Ðîçâ'ÿçàòè îäíîðiäíó ÑËÀÐ îçíà÷à¹ çíàéòè ¨¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, àáî
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíà âèçíà÷åíà i ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Ïîçíà÷èìî ðîçâ'ÿçîê x1 = α1, x2 = α2, . . ., x2 = αn îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
(3.6) ÷åðåç

X0 =


α1

α2

. . .
αn

 .

Òâåðäæåííÿ. ßêùîX1 òàX2 � ðîçâ'ÿçêè îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ, òî äëÿ äîâiëüíèõ
c1, c2 ∈ R, âåêòîð-ñòîâïåöü c1 ·X1 + c2 ·X2 òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ ÑËÀÐ.

Òàêèì ÷èíîì, äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ¹
¨¨ ðîçâ'ÿçêîì.
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Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ X1, X2, . . . , Xs, íàçè-
âà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî ìàòðèöÿ (X1|X2| . . . |Xs) ìà¹ ðàíã s.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ X1, X2, . . . , Xs,
îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ (3.6), íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâÿçêiâ
(ÔÑÐ) öi¹¨ ÑËÀÐ, ÿêùî áóäü-ÿêèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê X ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
ðîçâ'ÿçêiâ X1, X2, . . . , Xs, òîáòî X = c1 ·X1 + c2 ·X2 + . . .+ cs ·Xs, äå c1, c2,
. . . , cs � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Òåîðåìà 3.2 (ïðî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ). ßêùî ðàíã r =
r(A) îñíîâíî¨ ìàòðèöi îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ (3.6) ¹ ìåíøèì çà ÷èñëî íåâiäîìèõ
n, òî áóäü-ÿêà ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ÑËÀÐ ñêëàäà¹òüñÿ
ç (n − r) ðîçâ'ÿçêiâ X1, X2, . . . , Xn−r, ïðè÷îìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê X̄ öi¹¨
ñèñòåìè ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ:

X̄ = c1 ·X1 + c2 ·X2 + . . .+ cn−r ·Xn−r,

c1, c2, . . . , cn−r � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà.

Îäíîðiäíi ÑËÀÐ çàçâè÷àé ðîçâ'ÿçóþòü ìåòîäîì Ãàóñà. Äëÿ êâàäðàòíèõ
îäíîðiäíèõ ÑËÀÐ, îá÷èñëþþ÷è âèçíà÷íèê ñèñòåìè ∆, ìîæíà ç'ÿñóâàòè ÷è ¹
îäíîðiäíà ÑËÀÐ âèçíà÷íîþ (âèïàäîê ∆ ̸= 0), ÷è âîíà ¹ íåâèçíà÷åíîþ (âèïà-
äîê ∆ = 0).

Ïðèêëàä 3.3. Ðîçâ'ÿçàòè îäíîðiäíó ÑËÀÐ:
x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 = 0,
2x1 + 5x2 − x3 + 3x4 = 0,
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,
2x1 + 3x2 + 5x3 − 7x4 = 0.

Âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè òà çâåäåìî ¨¨ äî ñõiä÷àñòîãî âè-
ãëÿäó:

1 3 −2 4 0
2 5 −1 3 0
1 2 1 −1 0
2 3 5 −7 0


·(−2) · (−1)
← + |
| ← +

← +

∼


1 3 −2 4 6
0 −1 3 −5 0
0 −1 3 −5 0
0 −3 9 −15 0

 ·(−1) · (−3)← + |
←− −−+
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∼


1 3 −2 4 6
0 −1 3 −5 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Òàêèì ÷èíîì, r(A) = 2. Çàïèøåìî ïåðåòâîðåíó ñèñòåìó:{
x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 = 0,
−x2 + 3x3 − 5x4 = 0.

Âèðàçèìî ãîëîâíi íåâiäîìi x1, x2 ÷åðåç x3 òà x4, íàäàþ÷è ¨ì äîâiëüíèõ çíà-
÷åíü: x3 = c1, x4 = c2, c1, c2 ∈ R. Òîäi ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ

x2 = 3x3 − 5x4 = 3c1 − 5c2.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ â ïåðøå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

x1 = −3x2 + 2x3 − 4x4 = −7c1 + 11c2.

Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè:

X =


−7c1 + 11c2
3c1 − 5c2

c1
c2

 =


−7
3
1
0

 c1 +


11
−5
0
1

 c2, c1, c2 ∈ R.

Âåêòîð-ñòîâïöi X1 =


−7
3
1
0

 òà X2 =


11
−5
0
1

 óòâîðþþòü ôóíäàìåí-

òàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ äàíî¨ ÑËÀÐ.

3.3 Âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 3.3. Íåíóëüîâèé ñòîâïåöü

X =


α1

α2

. . .
αn
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íàçèâàþòü âëàñíèì âåêòîðîì êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi An×n ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî
λ, ùî

AX = λX. (3.7)

×èñëî λ íàçèâàþòü âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó âå-
êòîðó X.

Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (3.7) åêâiâàëåíòíå îäíîðiäíié ñèñòåìi ëiíiéíèõ àëãå-
áðè÷íèõ ðiâíÿíü

(A− λEn)X = O,

äå En � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, O � íóëüîâèé ñòîâïåöü. Çãiäíî íàñëiäêó òåîðåìè
3.1 öÿ ñèñòåìà ìàòèìå íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî

|A− λEn| = 0.

Ìàòðèöþ

A− λEn =


a11−λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ


íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ìàòðèöi A.

Âèçíà÷íèê õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi

|A− λEn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11−λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A. Ðiâíÿííÿ |A−λEn| =
O íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì ìàòðèöi A.

Òâåðäæåííÿ. Âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A ¹ êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿ-
ííÿ

|A− λEn| = 0 (3.8)

öi¹¨ ìàòðèöi. Âëàñíi âåêòîðè ¹ íåíóëüîâèìè ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ

(A− λEn)X = O. (3.9)
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Êiëüêiñòü âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi ñêií÷åííà, íàòîìiñòü êiëüêiñòü âëàñíèõ
âåêòîðiâ � íåñêií÷åííà, îñêiëüêè íåñêií÷åííîþ ¹ ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ âèðî-
äæåíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ i ¹ âëàñíi âåêòîðè.

Ïðèêëàä 3.4. Çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A =

(
5 2
2 8

)
.

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (3.8) äëÿ ìàòðèöi A:∣∣∣∣ 5− λ 2
2 8− λ

∣∣∣∣ = 0,

(5− λ)(8− λ)− 4 = 0,

λ2 − 13λ+ 36 = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A:

λ1 = 4, λ2 = 9.

Çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð X1 =

(
α
(1)
1

α
(1)
2

)
, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó

λ1 = 4. Äëÿ ÷îãî ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíó ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(3.9):

Ā =

(
5− 4 2 0
2 8− 4 0

)
=

(
1 2 0
2 4 0

)
.

Çâiäêè ìà¹ìî α(1)
1 + 2α

(1)
2 = 0. ßêùî α(1)

2 = c (c ∈ R), òî α(1)
1 = −2α(1)

1 = −2c.
Òîìó

X1 =

(
−2c
c

)
= c

(
−2
1

)
, c ∈ R.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð X2 =

(
α
(2)
1

α
(2)
2

)
, ùî

âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ2 = 9.
Áóäó¹ìî ñèñòåìó (3.9):

Ā =

(
5− 9 2 0
2 8− 9 0

)
=

(
−4 2 0
2 −1 0

)
.
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Çâiäêè 2α
(2)
1 − α

(2)
2 = 0. ßêùî α(2)

1 = c (c ∈ R), òî α(2)
2 = 2α

(2)
1 = 2c. Òîìó

X2 =

(
c
2c

)
= c

(
1
2

)
, c ∈ R.

Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 3

1. Ùî òàêå ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè?

2. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ iäåÿ ìåòîäó Ãàóñà?

3. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ ïðÿìèé õiä ìåòîäó Ãàóñà?

4. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ çâîðîòíèé õiä ìåòîäó Ãàóñà?

5. ßêi íåâiäîìi íàçèâàþòü îñíîâíèìè, âiëüíèìè?

6. ßêà óìîâà iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè?

7. ßêà óìîâà iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨, êâàäðàòíî¨
ñèñòåìè?

8. Ùî íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ÑËÀÐ?

9. Ùî íàçèâàþòü âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèöi?

10. Ùî íàçèâàþòü âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi?

11. Ùî íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi?

12. Ùî íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì ìàòðèöi?

13. ßê øóêàþòü âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi?
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×àñòèíà II

Åëåìåíòè âåêòîðíî¨ àëãåáðè

4 Ãåîìåòðè÷íi âåêòîðè òà ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä
íèìè. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü i íåçàëåæíiñòü ñè-
ñòåìè âåêòîðiâ. Áàçèñ

Âåëè÷èíè, ÿêi ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòüñÿ ñâî¨ì ÷èñåëüíèì çíà÷åííÿì, íàçèâàþ-
òüñÿ ñêàëÿðíèìè. Íàïðèêëàä, ïëîùà, îá'¹ì, òåìïåðàòóðà, ìàñà. Iñíóþòü ií-
øi âåëè÷èíè, íàïðèêëàä, ñèëà, øâèäêiñòü, ïðèñêîðåííÿ, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íå
òiëüêè ñâî¨ì ÷èñåëüíèì çíà÷åííÿì, àëå é íàïðÿìîì. Òàêi âåëè÷èíè â øêîëi
ìè íàçèâàëè âåêòîðíèìè. Âåêòîðíà âåëè÷èíà ãåîìåòðè÷íî çîáðàæà¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ �ñòðiëêè�.

4.1 Ïîíÿòòÿ âåêòîðà

Îçíà÷åííÿ 4.1. Âåêòîð � öå íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê ïðÿìî¨, òîáòî âïîðÿäêî-
âàíà ïàðà òî÷îê A òà B. Òî÷êà A � ïî÷àòîê âåêòîðà, à òî÷êà B � éîãî êiíåöü.
Ïîçíà÷åííÿ:

−→
AB, a⃗.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Âåêòîð
−→
BA (ç ïî÷àòêîì â òî÷öi B i êiíöåì â òî÷öi A) íàçè-

âà¹òüñÿ ïðîòèëåæíèì âåòîðó
−→
AB. Ïîçíà÷åííÿ:

−→
BA = −

−→
AB.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Äîâæèíîþ àáî ìîäóëåì âåêòîðà
−→
AB íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà

âiäðiçêà AB i ïîçíà÷à¹òüñÿ |
−→
AB|.

Îçíà÷åííÿ 4.4. Âåêòîð, äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ íóëþ, íàçèâà¹òüñÿ íóëüî-
âèì âåòîðîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ 0⃗. Íóëüîâèé âåêòîð íàïðÿìó íå ìà¹.

Îçíà÷åííÿ 4.5. Âåêòîð, äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ îäèíèöi, íàçèâà¹òüñÿ îäè-
íè÷íèì âåêòîðîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ e⃗ . Îäèíè÷íèé âåêòîð, íàïðÿì ÿêîãî ñïiâïà-
äà¹ ç íàïðÿìîì âåêòîðà a⃗, íàçèâà¹òüñÿ îðòîì âåêòîðà a⃗ i ïîçíà÷à¹òüñÿ a⃗0.

44



Îçíà÷åííÿ 4.6. Âåêòîðè a⃗ i b⃗ íàçèâàþòüñÿ êîëiíåàðíèìè, ÿêùî âîíè ëåæàòü
íà îäíié ïðÿìié àáî íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ. Ïîçíà÷åííÿ: a⃗ ∥ b⃗.

Êîëiíåàðíi âåêòîðè ìîæóòü áóòè ñïiâíàïðÿìëåíèìè a⃗ ⇈ b⃗ i ïðîòèëåæíî-
íàïðÿìëåíèìè a⃗ ↑↓ b⃗.

Íóëüîâèé âåêòîð ââàæà¹òüñÿ êîëiíåàðíèì áóäü-ÿêîìó âåêòîðó.

Îçíà÷åííÿ 4.7. Âåêòîðè a⃗ i b⃗ íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî âîíè êîëiíåàðíi,
îäíàêîâî íàïðÿìëåíi i ìàþòü îäíàêîâi äîâæèíè. Ïîçíà÷åííÿ: a⃗ = b⃗ .

Ç îçíà÷åííÿ ðiâíîñòi âåêòîðiâ âèïëèâà¹, ùî âåêòîð ìîæíà ïåðåíîñèòè ïà-
ðàëåëüíî ñàìîìó ñîái, à ïî÷àòîê âåêòîðà ïîìiùàòè â áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó.
Â öüîìó i ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ñóòíiñòü òàê çâàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ (âiëüíèõ) âåêòîðiâ,
ïðî ÿêi ìè òóò ãîâîðèìî.

Îçíà÷åííÿ 4.8. Âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k â ïðîñòîði íàçèâàþòüñÿ êîìïëàíàð-
íèìè, ÿêùî âîíè ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi àáî iñíó¹ ïëîùèíà, äî ÿêî¨ êîæåí ç
öèõ âåêòîðiâ ïàðàëåëüíèé.

Î÷åâèäíî, äâà âåêòîðè çàâæäè êîìïëàíàðíi, òîìó ïîíÿòòÿ êîìïëàíàðíîñòi
çàñòîñîâóþòü çàçâè÷àé äî òðüîõ âåêòîðiâ.

4.2 Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè

Ïiä ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè íàä âåêòîðàìè ðîçóìiþòü îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, âiä-
íiìàííÿ âåòîðiâ òà ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

Îçíà÷åííÿ 4.9. Íåõàé a⃗ òà b⃗ � äâà äîâiëüíèõ âåêòîðè. Âiçüìåìî äîâiëüíó
òî÷êó O òà ïîáóäó¹ìî âåêòîð

−→
OA = a⃗. Âiäêëàäåìî âiä òî÷êè A âåêòîð

−→
AB = b⃗.

Âåêòîð
−−→
OB, ùî ç'¹äíó¹ ïî÷àòîê âåêòîðà a⃗ òà êiíåöü âåêòîðà b⃗ , íàçèâà¹òüñÿ

ñóìîþ âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗:
−−→
OB = a⃗+ b⃗.

a⃗ b⃗ a⃗ b⃗

a⃗+ b⃗
O

A

B
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Öå ïðàâèëî äîäàâàííÿ âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèëîì òðèêóòíèêà (óçà-
ãàëüíþ¹òüñÿ íà äîâiëüíå ÷èñëî äîäàíêiâ).

Ñóìó äâîõ íåêîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêîæ çà ïðàâèëîì
ïàðàëåëîãðàìà:

a⃗ b⃗

a⃗

b⃗

a⃗+ b⃗O

Îçíà÷åííÿ 4.10. Ïiä ðiçíèöåþ âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗ ðîçóìiþòü âåêòîð c⃗ = a⃗ − b⃗
òàêèé, ùî b⃗+ c⃗ = a⃗.

a⃗

b⃗

a⃗

b⃗

a⃗− b⃗

O

A

B

Çàóâàæèìî, ùî ó ïàðàëåëîãðàìi, ïîáóäîâàíîìó íà âåêòîðàõ a⃗ òà b⃗ îäíà
íàïðàâëåíà äiàãîíàëü ¹ ñóìîþ âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗ , à iíøà � ¨õ ðiçíèöåþ.

a⃗− b⃗

a⃗

b⃗

a⃗+ b⃗

Îçíà÷åííÿ 4.11. Äîáóòêîì âåêòîðà a⃗ íà ÷èñëî (ñêàëÿð) λ íàçèâà¹òüñÿ òà-
êèé âåêòîð b⃗ (ïîçíà÷à¹òüñÿ b⃗ = λa⃗), äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. |⃗b| = |λ| · |⃗a|;
2. b⃗ ∥ a⃗;
3. b⃗ ⇈ a⃗, ÿêùî λ > 0, i b⃗ ↑↓ a⃗, ÿêùî λ < 0.
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Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî 0 · a⃗ = 0⃗; λ · 0⃗ = 0⃗; 1 · a⃗ = a⃗.
Âåêòîð −a⃗ = (−1) · a⃗ íàçèâàþòü ïðîòèëåæíèì äî âåêòîðà a⃗.

Ïðèêëàä 4.1. Äëÿ âåêòîðà a⃗ íà ðèñóíêó çîáðàæåíî âåêòîðè 1
2 a⃗ òà −2a⃗.

a⃗
1
2 a⃗

−2a⃗

Ç îçíà÷åííÿ 4.11 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé êðèòåðié êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî ùîá äâà âåêòîðè a⃗ òà b⃗ áóëè êîëiíåàðíèìè, íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëî òàêå ÷èñëî λ, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü b⃗ = λa⃗.

Âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ îïåðàöié íàä âåêòîðàìè (λ, λ1, λ2 ∈ R):
1. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;
2. a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗;
3. λ1(λ2a⃗) = (λ1λ2)⃗a;
4. (λ1 + λ2)⃗a = λ1a⃗+ λ2a⃗;
5. λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b.

4.3 Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü

Íåõàé ó ïðîñòîði çàäàíà âiñü u, òîáòî íàïðÿìëåíà ïðÿìà.

Îçíà÷åííÿ 4.12. Ïðîåêöi¹þ òî÷êè M íà âiñü u íàçèâà¹òüñÿ îñíîâà M1 ïåð-
ïåíäèêóëÿðà MM1, îïóùåíîãî ç òî÷êè M íà âiñü u.

Òî÷êàM1 ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó îñi u ç ïëîùèíîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
M ïåðïåíäèêóëÿðíî îñi u. ßêùî òî÷êàM ëåæèòü íà îñi u, òî ïðîåêöiÿ òî÷êè
M ñïiâïàäà¹ ç M .

Íåõàé
−→
AB � äîâiëüíèé âåêòîð (

−→
AB ̸= 0⃗ ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1 i B1 ïðîåêöi¨

íà âiñü u âiäïîâiäíî ïî÷àòêó A i êiíöÿ B âåêòîðà
−→
AB, i ðîçãëÿíåìî âåêòîð−−−→

A1B1.
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u

M

M1

u

A

A1

B

B1

Îçíà÷åííÿ 4.13. Ïðîåêöi¹þ âåêòîðà
−→
AB íà âiñü u íàçèâà¹òüñÿ äîäàòí¹ ÷è-

ñëî |
−−−→
A1B1|, ÿêùî âåêòîð

−−−→
A1B1 òà âiñü u ñïiâíàïðÿìëåíi, i âiä'¹ìíå ÷èñëî

−|
−−−→
A1B1|, ÿêùî âåêòîð

−−−→
A1B1 òà âiñü u ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíi. ßêùî òî÷êè

A1 i B1 ñïiâïàäàþòü (
−−−→
A1B1 = 0⃗), òî ïðîåêöiÿ âåêòîðà

−→
AB íà âiñü u äîðiâíþ¹

íóëþ.

Ïðîåêöiþ âåêòîðà
−→
AB íà âiñü u ïîçíà÷àòèìåìî npu

−→
AB.

ßêùî
−→
AB = 0⃗ àáî

−→
AB ⊥ u, òî npu

−→
AB = 0. Êóò ìiæ âåêòîðîì

−→
AB òà âiññþ

u áóäåìî ïîçíà÷àòè φ. Î÷åâèäíî, 0 ≤ φ ≤ π.

u

φA

B

A1 B1

u

φ

A

B

A1B1

Âëàñòèâîñòi ïðîåêöi¨ âåêòîðà íà âiñü

1. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà a⃗ íà âiñü u äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìîäóëÿ âåêòîðà a⃗ íà
êîñèíóñ êóòà φ ìiæ âåêòîðîì a⃗ òà âiññþ u, òîáòî npu

−→a = |−→a | cosφ .
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Íàñëiäîê 1. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü äîäàòíÿ (âiä'¹ìíà), ÿêùî âåêòîð
óòâîðþ¹ ç âiññþ ãîñòðèé (òóïèé) êóò, i äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî öåé êóò
ïðÿìèé.

Íàñëiäîê 2. Ïðîåêöi¨ ðiâíèõ âåêòîðiâ íà îäíó i òó ñàìó âiñü ¹ ðiâíèìè
ìiæ ñîáîþ.

2. Ïðîåêöiÿ ñóìè âåêòîðiâ íà îäíó i òó æ ñàìó âiñü äîðiâíþ¹ ñóìi ¨õ
ïðîåêöié íà öþ âiñü, òîáòî npu(

−→a +
−→
b ) = npu

−→a + npu
−→
b .

3. Ïðè ìíîæåííi âåêòîðà a⃗ íà ÷èñëî λ éîãî ïðîåêöiÿ íà âiñü u òàêîæ
ìíîæèòüñÿ íà öå ÷èñëî, òîáòî npu(λ

−→a ) = λnpu
−→a .

Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè ïîðîäæóþòü âiäïîâiäíi ëi-
íiéíi îïåðàöi¨ íàä ¨õ ïðîåêöiÿìè.

4.4 Ðîçêëàä âåêòîðà ïî îðòàõ êîîðäèíàòíèõ îñåé. Ìî-

äóëü âåêòîðà. Íàïðÿìíi êîñèíóñè

Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz. Âè-
äiëèìî íà îñÿõ Ox, Oy, Oz îäèíè÷íi âåêòîðè (îðòè), ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ i⃗, j⃗, k⃗
âiäïîâiäíî. Âèáåðåìî äîâiëüíèé âåêòîð a⃗ ïðîñòîðó òà ïåðåíåñåìî éîãî ïî÷àòîê
ó ïî÷àòîê êîîðäèíàò: a⃗ =

−−→
OM .

Çíàéäåìî ïðîåêöi¨ âåêòîðà a⃗ íà êîîðäèíàòíi îñi. Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî ÷å-
ðåç êiíåöü M âåêòîðà

−−→
OM ïëîùèíè, ïàðàëåëüíi ïëîùèíàì êîîðäèíàò. Òî÷êè

ïåðåòèíó öèõ ïëîùèí ç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè ïîçíà÷èìî M1, M2 òà M3 âiä-
ïîâiäíî. Îòðèìà¹ìî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä, îäíi¹þ ç äiàãîíàëåé ÿêîãî ¹
âåêòîð

−−→
OM . Òîäi npOx

−→a = |
−−→
OM1|, npOy−→a = |

−−→
OM2| òà npOz−→a = |

−−→
OM3|. Êðiì

òîãî,
a⃗ =
−−→
OM1 +

−−→
OM2 +

−−→
OM3.

Àëå
−−→
OM1 = |

−−→
OM1| · i⃗,

−−→
OM2 = |

−−→
OM2| · j⃗,

−−→
OM3 = |

−−→
OM3| · k⃗. Ïîçíà÷èìî

|
−−→
OM1| = ax, |

−−→
OM2| = ay, |

−−→
OM3| = az. Òîäi

a⃗ = ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗. (4.1)

49



x

y

z

i⃗

j⃗

k⃗

O

M1

M2

M3

M

a⃗

βγ

αi⃗

j⃗

k⃗

Ðiâíiñòü (4.1) íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì âåêòîðà ïî îðòàõ êîîðäèíàòíèõ îñåé,
à ÷èñëà ax, ay, az � êîîðäèíàòàìè âåêòîðà. Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè âåêòîðà
¹ éîãî ïðîåêöiÿìè íà âiäïîâiäíi êîîðäèíàòíi îñi. Ðiâíiñòü (4.1) ÷àñòî çàïèñó-
þòü ó ñêîðî÷åíié ôîðìi: a⃗ = (ax, ay, az). Çà âiäîìèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
ëåãêî çíàéòè éîãî ìîäóëü. Îñêiëüêè âåêòîð a⃗ ¹ äiàãîíàëëþ ïðÿìîêóòíîãî ïà-
ðàëåëåïiïåäà, òî

|⃗a| =
√
|ax|2 + |ay|2 + |az|2.

Íåõàé êóòè âåêòîðà a⃗ ç îñÿìè Ox, Oy òà Oz âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü α, β òà
γ. Ç âëàñòèâîñòi 1 ïðîåêöi¨ âåêòîðà íà âiñü, ìà¹ìî ax = |⃗a|·cosα, ax = |⃗a|·cosα,
az = |⃗a| · cos γ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

cosα =
ax
|⃗a|
, cos β =

ax
|⃗a|
, cos γ =

ax
|⃗a|
.

×èñëà cosα, cos β, cos γ íàçèâàþòüñÿ íàïðÿìíèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà a⃗. Íà-
ïðÿìíi êîñèíóñè âåêòîðà çàäàâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ:

cos2α + cos2β + cos2γ = 1.

Çàóâàæèìî, ùî êîîðäèíàòàìè îðòà a⃗0 âåêòîðà a⃗ ¹ íàïðÿìíi êîñèíóñè âå-
êòîðà a⃗, òîáòî a⃗0 = (cosα, cos β, cos γ).
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Çãiäíî ç ââåäåíèì ïîíÿòòÿì êîîðäèíàò ãåîìåòðè÷íîãî âåêòîðà, îðòè îñåé
Ox, Oy, Oz âiäïîâiäíî ìàþòü êîîðäèíàòè: i⃗ = (1, 0, 0), j⃗ = (0, 1, 0), k⃗ =
(0, 0, 1).

4.5 Äi¨ íàä âåêòîðàìè, çàäàíèìè ïðîåêöiÿìè

Íåõàé âåêòîðè a⃗ = (ax, ay, az) òà b⃗ = (bx, by, bz) çàäàíi ñâî¨ìè ïðîåêöiÿìè íà
îñi êîîðäèíàò Ox, Oy, Oz àáî, ùî òå æ ñàìå,

a⃗ = ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗, b⃗ = bx⃗i+ byj⃗ + bzk⃗.

Ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè çâîäÿòüñÿ äî âiäïîâiäíèõ ëiíiéíèõ îïåðàöié
íàä ¨õ ïðîåêöiÿìè, òîáòî

1) a⃗± b⃗ = (ax ± bx, ay ± by, az ± bz);
2) λa⃗ = (λax, λay, λaz).
Ðiâíiñòü âåêòîðiâ. Äâà âåêòîðè a⃗ = (ax, ay, az) òà b⃗ = (bx, by, bz) ðiâíi òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè
ax = bx, ay = by, az = bz.

Óìîâà êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ.

a⃗||⃗b ⇔ ax
bx

=
ay
by

=
az
bz
.

4.6 Êîîðäèíàòè òî÷êè òà âåêòîðà

Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz. Íåõàé M � äî-
âiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M íàçèâàþòü êîîðäèíàòè âå-
êòîðà

−−→
OM . Âåêòîð

−−→
OM ïðè öüîìó íàçèâàþòü ðàäióñ-âåêòîðîì òî÷êè M òà

ïîçíà÷àþòü
−−→
OM = r⃗(M). Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè òî÷êè � öå êîîðäèíàòè ¨¨

ðàäióñ-âåêòîðà r⃗(M) = (x, y, z).
Êîîðäèíàòè òî÷êè M çàïèñóþòü ó âèãëÿäi M(x, y, z).
Çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîðà

−→
AB, ÿêùî âiäîìi êîîðäèíàòè éîãî ïî÷à-

òêó òà êiíöÿ � òî÷îê A(x1, y1, z1) òà B(x2, y2, z2). Ìà¹ìî
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA =

(x2, y2, z2)− (x1, y1, z1) = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).
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Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè âåêòîðà äîðiâíþþòü ðiçíèöi âiäïîâiäíèõ êîîð-
äèíàò éîãî êiíöÿ òà ïî÷àòêó.

Äëÿ âåêòîðiâ, çàäàíèõ íà ïëîùèíi, âñi ïîíÿòòÿ, âèêëàäåíi âèùå, ââîäÿòüñÿ
ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî.

4.7 Óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ âåêòîðà. n-Âèìiðíèé àëãåáðà-

¨÷íèé ïðîñòið

Âèùå ðîçãëÿäàëèñÿ ãåîìåòðè÷íi âåêòîðè íà ïëîùèíi i â ïðîñòîði. Äëÿ òàêèõ
âåêòîðiâ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî âåêòîð îäíîçíà÷íî çàäà¹òüñÿ ñâî¨ìè êîîðäè-
íàòàìè (ïðîåêöiÿìè íà êîîðäèíàòíi îñi) ó ââåäåíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Ïðè
öüîìó îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî äëÿ âåêòîðiâ, çàäàíèõ êîîð-
äèíàòàìè, ìîæíà áåçïîñåðåäíüî ââîäèòè çà ïðàâèëàìè ç ïiäðîçäiëó 4.5. Òà-
êèì ÷èíîì, ç àëãåáðà¨÷íî¨ òî÷êè çîðó, âåêòîð � öå âïîðÿäêîâàíèé íàáið ÷èñåë.
Íàïðèêëàä, íà ïëîùèíi � öå âïîðÿäêîâàíèé íàáið äâîõ ÷èñåë, çàïèñàíèõ ó âè-
ãëÿäi ðÿäêà: a⃗ = (ax, ay), ó ïðîñòîði � öå âïîðÿäêîâàíèé íàáið òðüîõ ÷èñåë,
çàïèñàíèõ ó âèãëÿäi: a⃗ = (ax, ay, az). Óçàãàëüíþþ÷è ïîíÿòòÿ âåêòîðà, ïiä âå-
êòîðîì áóäåìî ðîçóìiòè âïîðÿäêîâàíèé íàáið n ÷èñåë (êîîðäèíàò), çàïèñàíèõ
ó âèãëÿäi ðÿäêà: a⃗ = (a1, a2, . . . , an).

Îçíà÷åííÿ 4.14. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ n äiéñíèõ
÷èñåë, òà ââåäåìî íà íié îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî λ ∈ R çà
íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè:

a⃗+ b⃗ = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),
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λa⃗ = (λa1, λa2, . . . , λan).

Ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ n äiéñíèõ ÷èñåë a⃗ = (a1, a2, . . . , an) ç
ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, íàçèâàþòü n-âèìiðíèì
âåêòîðíèì (àëãåáðà¨÷íèì) ïðîñòîðîì òà ïîçíà÷àþòü Rn.

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗ ç ïðîñòîðó Rn òà
áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ, µ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗;

2. a⃗+ (⃗b+ c⃗) = (⃗a+ b⃗) + c⃗;

3. ó ìíîæèíi Rn iñíó¹ íóëüîâèé âåêòîð 0⃗ òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî a⃗ ∈ Rn:
a⃗+ 0⃗ = a⃗;

4. äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a⃗ ∈ Rn iñíó¹ ïðîòèëåæíèé âåêòîð −a⃗ ∈ Rn, òàêèé
ùî a⃗+ (−a⃗) = 0⃗;

5. 1 · a⃗ = a⃗;

6. λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b;

7. λ(µa⃗) = (λµ)⃗a;

8. (λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗.

4.8 Ëiíiéíà çàëåæíiñòü i íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè âåêòîðiâ.

Áàçèñ

Íåõàé ó äåÿêîìó n-âèìiðíîìó ïðîñòîði iç ââåäåíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò çà-
äàíî âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m.

Îçíà÷åííÿ 4.15. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

a⃗ = λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . . λma⃗m,

äå λ1, λ2, . . . , λm � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, òî êàæóòü, ùî âåêòîð ðîçêëàäåíî çà
âåêòîðàìè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m, à ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè
öüîãî ðîçêëàäó.
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Îçíà÷åííÿ 4.16. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëå-
æíîþ, ÿêùî çíàéäóòüñÿ òàêi äiéñíi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm, ïðèíàéìíi îäíå ç
ÿêèõ âiäìiííå âiä íóëÿ, ùî

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . . λma⃗m = 0⃗. (4.2)

ßêùî æ ðiâíiñòü (4.2) âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè, êîëè âñi λ1 = λ2 = . . . = λm = 0,
òî ñèñòåìà âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Âëàñòèâîñòi ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi i íåçàëåæíîñòi âåêòîðiâ:
1. ßêùî ñåðåä âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m ¹ íóëüîâèé âåêòîð, òî ñèñòåìà âå-

êòîðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ.
2. ßêùî âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗k (k ≤ m), ñèñòåìè âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m

¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òî i âñi âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m öi¹¨ ñèñòåìè ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè.

Ç âëàñòèâîñòi 2 âèïëèâà¹, ùî ïðè¹äíàííÿ äî ñèñòåìè ëiíiéíî çàëåæíèõ
âåêòîðiâ, áóäü-ÿêèõ iíøèõ âåêòîðiâ, íå çìiíþ¹ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ñèñòåìè.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ òîãî, ùîá âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m áóëè ëiíiéíî çàëåæíè-
ìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá îäèí ç íèõ áóâ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ
âåêòîðiâ ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m � ëiíiéíî
çàëåæíi. Òîäi çà îçíà÷åííÿì iñíóþòü òàêi ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λm, ñåðåä ÿêèõ ïðè-
íàéìíi îäíå âiäìiííå âiä íóëÿ, ùî λ1a⃗1+λ2a⃗2+ . . .+λma⃗m = 0⃗. Íå îáìåæóþ÷è
çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî λm ̸= 0. Òîäi

a⃗m = − λ1
λm

a⃗1 −
λ2
λm

a⃗2 − . . .−
λm−1
λm

a⃗m−1.

òîáòî âåêòîð a⃗m ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m−1.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé âåêòîð a⃗m ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ

a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m−1, òîáòî

a⃗m = λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . . λm−1a⃗m−1,

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, . . . , λm−1. Àëå òîäi

λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + . . . λm−1a⃗m−1 + (−1) · a⃗m = 0⃗,
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çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗m � ëiíiéíî çàëåæíi.
Íàñëiäîê 1. Cèñòåìà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåêòîðà, ëiíiéíî çàëåæíà

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåé âåêòîð íóëüîâèé.
Íàñëiäîê 2. Ñèñòåìà äâîõ âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè öi âåêòîðè � êîëiíåàðíi.
Íàñëiäîê 3. Ñèñòåìà òðüîõ âåêòîðiâ a⃗, b⃗ òà c⃗ ¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè öi âåêòîðè êîìïëàíàðíi. Ïðè öüîìó, òðåòié âåêòîð ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ äâîõ iíøèõ, òîáòî iñíóþòü α, β ∈ R òàêi, ùî

c⃗ = αa⃗+ βb⃗.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé òðè âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ � ëiíiéíî
çàëåæíi. Òîäi λ1a⃗ + λ2⃗b + λ3c⃗ = 0⃗, äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, λ2, λ3. Íå
îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî λ3 ̸= 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
c⃗ = αa⃗+βb⃗, äå α = −λ1

λ3
, β = −λ2

λ3
. Îòæå, âåêòîð c⃗ ðîçêëàäà¹òüñÿ çà âåêòîðàìè

a⃗ i b⃗, à öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ êîìïëàíàðíi.
Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ êîìïëàíàðíi. ßêùî ñåðåä

òðüîõ âåêòîðiâ ¹ ïðèíàéìíi äâà êîëiíåàðíèõ, òî ç âëàñòèâîñòi 2 òà íàñëiäêó
2 âèïëèâà¹, ùî âñi òðè âåêòîðè ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî
âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ íå ¹ ïîïàðíî êîëiíåàðíèìè. Âiäêëàäåìî âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ âiä
ñïiëüíîãî ïî÷àòêó � òî÷êè O ïëîùèíè.

a⃗

b⃗
c⃗

O

C

P

Ïðîâåäåìî ÷åðåç êiíåöü C âåêòîðà c⃗ ïðÿìó, ïàðàëåëüíó âåêòîðó b⃗, äî ïå-
ðåòèíó â òî÷öi P ç ïðÿìîþ, íà ÿêié ëåæèòü âåêòîð a⃗. Òîäi

−→
OC =

−→
OP +

−→
PC,

ïðè÷îìó âåêòîðè
−→
OP i

−→
PC êîëiíåàðíi âiäïîâiäíî âåêòîðàì a⃗ òà b⃗. Òàêèì ÷è-

íîì, iñíóþòü ÷èñëà α, β ∈ R òàêi, ùî
−→
OP = αa⃗ i

−→
PC = βb⃗. Çâiäêè c⃗ = αa⃗+βb⃗,

òîáòî âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ � ëiíiéíî çàëåæíi.
Ç íàñëiäêó 3 âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé âåêòîð ïëîùèíè ìîæíà ðîçêëàñòè çà

äâîìà íåêîëiíåàðíèìè âåêòîðàìè. Îòæå, áóäü-ÿêi òðè âåêòîðè, ùî ëåæàòü ó
îäíié ïëîùèíi, � ëiíiéíî çàëåæíi.
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Íàñëiäîê 4. Áóäü-ÿêi ÷îòèðè âåêòîðè a⃗, b⃗, c⃗ òà d⃗ ïðîñòîðó R3 ¹ ëiíiéíî
çàëåæíèìè, òîáòî ÷åòâåðòèé âåêòîð ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ òðüîõ iíøèõ:

d⃗ = αa⃗+ βb⃗+ γc⃗,

äëÿ äåÿêèõ α, β, γ ∈ R .

Îçíà÷åííÿ 4.17. Âïîðÿäêîâàíèé íàáið n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ a⃗1,
a⃗2, . . . , a⃗n ó äåÿêîìó n-âèìiðíîìó àëãåáðà¨÷íîìó ïðîñòîði Rn, íàçèâà¹òüñÿ
áàçèñîì ó öüîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà 4.3. Ñèñòåìà n âåêòîðiâ

a⃗1 = (a11, a12, . . . , a1n),
a⃗2 = (a21, a22, . . . , a2n),

. . . ,
a⃗n = (an1, an2, . . . , ann),

óòâîðþ¹ áàçèñ â n-âèìiðíîìó àëãåáðà¨÷íîìó ïðîñòîði Rn òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âèçíà÷íèê, ðÿäêàìè ÿêîãî ¹ êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ñèñòåìè, íå äîðiâíþ¹
íóëþ, òîáòî ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Ç íàñëiäêiâ 1�4 âèïëèâà¹, ùî ñåðåä âñiõ âåêòîðiâ, çàäàíèõ íà ïðÿìié (ó
îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði) áàçèñ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà. Ñå-
ðåä âñiõ âåêòîðiâ, çàäàíèõ íà ïëîùèíi, áàçèñ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ íåêîëiíåàð-
íèõ âåêòîðiâ. Ñåðåä âñiõ âåêòîðiâ, çàäàíèõ ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, áàçèñ
ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.18. Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó âåêòîðà a⃗ çà áàçèñîì íàçèâàþòü êî-
îðäèíàòàìè âåêòîðà â öüîìó áàçèñi.

Îçíà÷åííÿ 4.19. Áàçèñ óòâîðåíèé îäèíè÷íèìè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíèìè
âåêòîðàìè íàçèâàþòü îðòîíîðìîâàíèì.
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Íà ïëîùèíi � öå ñèñòåìà äâîõ âåêòîðiâ i⃗ = (1, 0) i j⃗ = (0, 1). Ó ïðîñòîði
R3 � öå ñèñòåìà òðüîõ âåêòîðiâ

i⃗ = (1, 0, 0), j⃗ = (0, 1, 0), k⃗ = (0, 0, 1).

Ïðèêëàä 4.2. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

a⃗ = (3, 2, 1), b⃗ = (5, 3, 0), c⃗ = (2, 1, 4)

óòâîðþ¹ áàçèñ ó ìíîæèíi âñiõ âåêòîðiâ ïðîñòîðó i çíàéäåìî ðîçêëàä âåêòîðà
c⃗ = (1, 1,−1) ó öüîìó áàçèñi.

Ñïî÷àòêó ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè òîáòî
óòâîðþþòü áàçèñ. Äëÿ öüîãî ñêëàäåìî i îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ç êîîðäèíàò öèõ
âåêòîðiâ: ∣∣∣∣∣∣

3 2 1
5 3 0
2 1 4

∣∣∣∣∣∣ = −5 ̸= 0.

Òîìó çà òåîðåìîþ 4.3 âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, òîáòî óòâî-
ðþþòü áàçèñ ó ìíîæèíi âñiõ âåêòîðiâ ïðîñòîðó.

Íåõàé α, β, γ � êîîðäèíàòè âåêòîðà d⃗ ó áàçèñi a⃗, b⃗, c⃗, òîáòî

d⃗ = αa⃗+ βb⃗+ γc⃗.

Äåòàëiçó¹ìî öþ ðiâíiñòü

(1, 1,−1) = α(2, 3, 1) + β(5, 3, 0) + γ(2, 1, 4),

çâiäêè  3α + 5β + 2γ = 1,
2α + 3β + γ = 1,
α + 4γ = −1.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ÑËÀÐ, îòðèìà¹ìî α = 3, β = −2, γ = 1, òîáòî ðîçêëàä
âåêòîðà d⃗ çà áàçèñîì a⃗, b⃗, c⃗ ìà¹ âèãëÿä:

d⃗ = 3a⃗− 2⃗b+ c⃗.
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 4

1. Ùî íàçèâàþòü âåêòîðîì, éîãî ìîäóëåì?

2. ßêèé âåêòîð íàçèâàþòü îäèíè÷íèì?

3. ßêèé âåêòîð íàçèâàþòü íóëü-âåêòîðîì?

4. Ùî íàçèâàþòü îðòîì âåêòîðà?

5. ßêi âåêòîðè íàçèâàþòü êîëiíåàðíèìè?

6. ßêi âåêòîðè íàçèâàþòü êîìïëàíàðíèìè?

7. ßêi âåêòîðè íàçèâàþòü ðiâíèìè?

8. ßêi äi¨ íàä âåêòîðàìè íàçèâàþòü ëiíiéíèìè i ÿêi âîíè ìàþòü âëàñòèâî-
ñòi?

9. Ùî íàçèâàþòü îðòîì âåêòîðà i ÿê ìîæíà éîãî çíàéòè?

10. ßêi âåêòîðè óòâîðþþòü áàçèñ íà ïðÿìié, íà ïëîùèíi, ó ïðîñòîði?

11. Ùî òàêå íàïðÿìíi êîñèíóñè âåêòîðà i ÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi?

12. ßêå ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ êîîðäèíàò âåêòîðà i éîãî ìîäóëÿ?

13. ßê âèêîíàòè ëiíiéíi îïåðàöi¨ íàä âåêòîðàìè, çàäàíèìè ñâî¨ìè êîðäèíà-
òàìè?

14. ßêà óìîâà êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ, çàäàíèõ êîîðäèíàòàìè?

15. ßêi âåêòîðè íàçèâàþòü ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, ëiíiéíî çàëåæíèìè?
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5 Ñêàëÿðíèé, âåêòîðíèé òà ìiøàíèé äîáóòêè
âåêòîðiâ

5.1 Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, éîãî âëàñòèâîñòi òà çà-

ñòîñóâàííÿ

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì äâîõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗ íàçè-
âà¹òüñÿ ÷èñëî, ÿêå äîðiâíþ¹ äîáóòêó ìîäóëiâ öèõ âåêòîðiâ ïîìíîæåíîìó íà
êîñèíóñ êóòà ìiæ íèìè (ïîçíà÷à¹òüñÿ a⃗ · b⃗ àáî (⃗a, b⃗)), òîáòî

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cosφ,

äå φ = (
̂⃗
a, b⃗).

Ç îçíà÷åííÿ ïðîåöi¨ âåêòîðà íà âiñü âèïëèâà¹, ùî |⃗a| · cosφ = np⃗ba⃗ i |⃗b| ·
cosφ = npa⃗⃗b, à îòæå

a⃗ · b⃗ = |⃗b| · np⃗ba⃗ = |⃗a| · npa⃗⃗b,
òîáòî ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ ìîäóëþ îäíîãî ç íèõ, ïî-
ìíîæåíîìó íà ïðîåêöiþ äðóãîãî âåêòîðà íà âiñü ñïiâíàïðàâëåíó ç ïåðøèì
âåêòîðîì.

Âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

1. a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗ (êîìóòàòèâíiñòü).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos( ̂⃗a, b⃗) = |⃗b| · |⃗a| · cos( ̂⃗b, a⃗) = b⃗ · a⃗.

2. (λa⃗) · b⃗ = λ(⃗a · b⃗) (àñîöiàòèâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âiäíîñíî ÷èñëî-
âîãî ìíîæíèêà).

Äîâåäåííÿ. (λa⃗) · b⃗ = |⃗b| · np⃗b(λa⃗) = λ · |⃗b| · np⃗ba⃗ = λ(⃗a · b⃗).

3. a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗ (äèñòðèáóòèâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó).
Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, a⃗ · (⃗b + c⃗) = |⃗a| · npa⃗(⃗b + c⃗) = |⃗a| · npa⃗⃗b + |⃗a| · npa⃗c⃗ =
a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗.
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4. a⃗2 = |⃗a|2.
Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, a⃗2 = a⃗·a⃗ = |⃗a|·|⃗a|·cos 0 = |⃗a|2. Çîêðåìà, ç âëàñòèâîñòi
4 âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà a⃗ ñêàëÿðíèé äîáóòîê a⃗ · a⃗ ≥ 0.
Ïðè öüîìó, a⃗·⃗a = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a⃗ = 0⃗. Êðiì òîãî, ç âëàñòèâîñòi
4 âèïëèâà¹, ùî i⃗2 = j⃗2 = k⃗2 = 1.

5. Âåêòîðè a⃗ òà b⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíi, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ñêàëÿðíèé
äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî a⃗⊥b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0.

Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî a⃗ ̸= 0 i
b⃗ ̸= 0. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé âåêòîðè a⃗ òà b⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíi,
òîáòî φ = π

2 . Òîäi a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos
π
2 = 0.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé a⃗ · b⃗ = 0. Îñêiëüêè a⃗ ̸= 0 i b⃗ ̸= 0, òî
cosφ = 0. Çâiäñè, a⃗⊥b⃗.
Çîêðåìà, ç âëàñòèâîñòi 5 âèïëèâà¹, ùî i⃗ · j⃗ = j⃗ · k⃗ = k⃗ · i⃗ = 0.

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, çàäàíèõ êîîðäèíàòàìè

Íåõàé âåêòîðè a⃗ òà b⃗ çàäàíi ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè ó ïðîñòîði R3, òîáòî

a⃗ = ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗, b⃗ = bx⃗i+ byj⃗ + bzk⃗.

Òîäi
a⃗ · b⃗ = (ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗) · (bx⃗i+ byj⃗ + bzk⃗) =

= axbx⃗i·⃗i+axby⃗i·⃗j+axbz⃗i·⃗k+aybxj⃗ ·⃗i+aybyj⃗ ·⃗j+aybz j⃗ ·⃗k+azbxk⃗·⃗i+azbyk⃗·⃗j+azbzk⃗·⃗k =

= axbx|⃗i|2+axby ·0+axbz ·0+aybx·0+ayby ·|⃗j|2+aybz ·0+azbx·0+azby ·0+azbz |⃗k|2 =
= axbx + ayby + azbz.

Îòæå,
a⃗ · b⃗ = axbx + ayby + azbz,

òîáòî ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ âåêòîðiâ, çàäàíèõ ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè, äîðiâ-
íþ¹ ñóìi äîáóòêiâ ¨õ êîîðäèíàò.
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Îñíîâíi çàñòîñóâàííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ

1. Êóò ìiæ âåêòîðàìè. Íåõàé a⃗ = (ax, ay, az) òà b⃗ = (bx, by, bz) � äâà
íåíóëüîâi âåêòîðè. Òîäi

cos(
̂⃗
a, b⃗) =

a⃗ · b⃗
|⃗a| · |⃗b|

=
axbx + ayby + azbz√

a2x + a2y + a2z ·
√
b2x + b2y + b2z

.

Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâà¹ êðèòåðié îðòîãîíàëüíîñòi âåêòîðiâ:

a⃗⊥b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0⇔ axbx + ayby + azbz = 0.

2. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âåêòîð. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà a⃗ íà âåêòîð b⃗ îá÷è-
ñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

np⃗ba⃗ =
a⃗ · b⃗
|⃗b|

=
axbx + ayby + azbz√

b2x + b2y + b2z

.

3. Ðîáîòà ñòàëî¨ ñèëè. Íåõàé ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïðÿìîëiíié-
íî ç òî÷êè B â òî÷êó C ïiä äi¹þ ñòàëî¨ ñèëè F⃗ , ùî óòâîðþ¹ êóò φ ç
íàïðÿìêîì BC. Ç ôiçèêè âiäîìî, ùî ðîáîòà A ñèëè F⃗ ïðè ïåðåìiùåííi
BC äîðiâíþ¹

A = |F⃗ | · |BC| · cosφ = F⃗ ·BC.

Ïðèêëàä 5.1. Çíàéäåìî êîñèíóñ âíóòðiøíüî-
ãî êóòà A â òðèêóòíèêó ABC, ÿêùî âiäî-
ìi êîîðäèíàòè âåðøèí A(0,−1, 2), B(−1,−2, 7),
C(1,−2, 6).
Øóêàíèé êóò óòâîðåíèé âåêòîðàìè

−→
AB òà

−→
AC,

çíàéäåìî ¨õ êîîðäèíàòè:

A

C

B

−→
AB = (−1− 0,−2− (−1), 7− 2) = (−1,−1, 5),
−→
AC = (1− 0,−2− (−1), 6− 2) = (1,−1, 4).
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Çâiäêè ìà¹ìî

cosA =

−→
AB ·

−→
AC

|
−→
AB| · |

−→
AC|

=
(−1) · 1 + (−1) · (−1) + 5 · 4√

(−1)2 + (−1)2 + 52 ·
√

12 + (−1)2 + 42
=

20

9
√
6
.

Ïðèêëàä 5.2. Îá÷èñëèìî äîâæèíè äiàãîíàëåé ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî

íà âåêòîðàõ a⃗ = 3p⃗+ q⃗ òà b⃗ = p⃗− 2q⃗, ÿêùî |p⃗| = 2, |q⃗| = 1, φ = (
̂⃗
a, b⃗) = π

3 .

Äiàãîíàëi ïàðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗ òà b⃗, óòâîðþþòü
âåêòîðè a⃗+ b⃗ = 4p⃗− q⃗ i a⃗− b⃗ = 2p⃗+ 3q⃗.

a⃗− b⃗

a⃗

b⃗

a⃗+ b⃗

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó |⃗a+ b⃗|. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáó-
òêó, îòðèìà¹ìî
|⃗a+ b⃗|2 = (⃗a+ b⃗)2 = (4p⃗− q⃗)2 = 16p⃗2−8p⃗ · q⃗+ q⃗2 = 16|p⃗|2−8|p⃗| · |q⃗| ·cos π3 + |q⃗|

2 =

= 16 · 22 − 8 · 2 · 1 · 12 + 12 = 64− 8 + 1 = 57,

çâiäêè |⃗a+ b⃗| =
√
57.

Àíàëîãi÷íî,
|⃗a−b⃗|2 = (⃗a−b⃗)2 = (2p⃗+3q⃗)2 = 4p⃗2+12p⃗·q⃗+9q⃗2 = 4|p⃗|2+12|p⃗|·|q⃗|·cos π3+9|q⃗|2 =
= 4 · 22 + 12 · 2 · 1 · 12 + 9 · 12 = 16 + 12 + 9 = 37,

çâiäêè |⃗a+ b⃗| =
√
37.
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5.2 Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, éîãî âëàñòèâîñòi òà çà-

ñòîñóâàííÿ

Îçíà÷åííÿ 5.2. Êàæóòü, ùî òðè íåêîìïëàíàðíi âå-
êòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ,
ÿêùî ç êiíöÿ òðåòüîãî âåêòîðà c⃗ íàéêîðîòøèé ïåðå-
õiä âiä âåêòîðà a⃗ äî âåêòîðà b⃗ çäiéñíþ¹òüñÿ ïðîòè
ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, i ëiâó òðiéêó, ÿêùî íàéêîðî-
òøèé ïåðåõiä âiä âåêòîðà a⃗ äî âåêòîðà b⃗ çäiéñíþ¹-
òüñÿ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ. a⃗

b⃗

c⃗

O

Îçíà÷åííÿ 5.3. Âåêòîðíèì äîáóòêîì âå-
êòîðiâ a⃗ òà b⃗ (ïîçíà÷à¹òüñÿ a⃗ × b⃗ àáî [⃗a, b⃗])
íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð c⃗ òàêèé, ùî:
1) c⃗⊥a⃗ i c⃗⊥b⃗, òîáòî c⃗ ïåðåïåíäèêóëÿðíèé âå-
êòîðàì a⃗ òà b⃗;

2) |⃗c| = |⃗a| · |⃗b| · sinφ, äå φ = (
̂⃗
a, b⃗), òîáòî âå-

êòîð c⃗ ìà¹ äîâæèíó, ùî äîðiâíþ¹ ïëîùi ïà-
ðàëåëîãðàìà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗ òà
b⃗;
3) âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó
âåêòîðiâ.

a⃗
b⃗

c⃗

S
O

Ç îçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü íàñòóïíi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ äëÿ îðòiâ êîîðäèíàòíèõ îñåé: i⃗× j⃗ = k⃗, j⃗ × k⃗ = i⃗, k⃗ × i⃗ = j⃗.

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âåêòîðè i⃗, j⃗ òà k⃗ îäèíè÷íi, âçà¹ìíîîðòîãîíàëüíi i
óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ.

Ïåðåêîíà¹ìîñü ó ñïðàâåäëèâîñòi ïåðøî¨ ðiâíîñòi ïåðåâiðêîþ îçíà÷åííÿ.
Äiéñíî,

1) k⃗⊥⃗i i k⃗⊥j⃗;
2) |⃗k| = |⃗i| · |⃗j| · sin(̂⃗i, j⃗) ⇔ 1 = 1 · 1 · sin π

2 ⇔ 1 = 1;
3) âåêòîðè óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ.
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Âëàñòèâîñòi âåêòîðíîãî äîáóòêó

1. a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗.
Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî âåêòîðè a⃗ × b⃗ i b⃗ × a⃗ êîëiíåàðíi òà ìàþòü
îäíàêîâó äîâæèíó. Àëå òðiéêè âåêòîðiâ {a⃗, b⃗, a⃗ × b⃗} òà {a⃗, b⃗, b⃗ × a⃗} ¹
ïðîòèëåæíèìè. Îäíà ç íèõ ¹ ïðàâîþ, à iíøà ëiâîþ. Òàêèì ÷èíîì, a⃗×b⃗ =
−b⃗× a⃗.

b⃗× a⃗

a⃗
b⃗

a⃗× b⃗

2. λ(⃗a× b⃗) = (λa⃗)× b⃗ = a⃗× (λ⃗b).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî λ(⃗a× b⃗) = (λa⃗)× b⃗. Äðóãà ðiâíiñòü äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ > 0. Âåêòîð λ(⃗a× b⃗) ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî âåêòî-
ðiâ a⃗ òà b⃗. Âåêòîð (λa⃗)× b⃗ òàêîæ ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè λ(⃗a× b⃗) òà (λa⃗)× b⃗ êîëiíåàðíi. Êðiì òîãî,
çðîçóìiëî, ùî âîíè ñïiâíàïðÿìëåíi, îñêiëüêè λ > 0. Íàðåøòi, öi âåêòîðè

ìàþòü îäíàêîâi äîâæèíè, îñêiëüêè |λ(⃗a×b⃗)| = λ|⃗a×b⃗| = λ|⃗a|·|⃗b|·sin( ̂⃗a, b⃗)
i |(λa⃗)× b⃗| = |λa⃗| · |⃗b| sin(λ̂a⃗, b⃗) = λ|⃗a| · |⃗b| · sin( ̂⃗a, b⃗). Îòæå, ìè äîâåëè, ùî
äëÿ λ > 0, λ(⃗a× b⃗) = (λa⃗)× b⃗. Äëÿ λ < 0 äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.

3. a⃗||⃗b òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a⃗× b⃗ = 0⃗.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. ßêùî a⃗||⃗b, òî êóò φ ìiæ âåêòîðàìè
a⃗ òà b⃗ àáî äîðiâíþ¹ 0 àáî äîðiâíþ¹ π. Òîäi sinφ = 0. Òàêèì ÷èíîì, a⃗ òà
b⃗ |⃗a× b⃗| = |⃗a| · |⃗b| · 0 = 0, à îòæå a⃗× b⃗ = 0⃗.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî
âåêòîðè a⃗ òà b⃗ íåíóëüîâi. ßêùî a⃗ × b⃗ = 0⃗, òî |⃗a| · |⃗b| · sinφ = 0. Òîìó
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ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî sinφ = 0, çâiäêè φ = 0 àáî
φ = π. Òàêèì ÷èíîì, a⃗||⃗b.

4. a⃗× (⃗b+ c⃗) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗ (ïðèéìåìî áåç äîâåäåííÿ).

Ïðèêëàä 5.3. Ñïðîñòèòè âèðàç:

(2⃗i× j⃗ + k⃗ × j⃗ + 3k⃗)× (⃗i− 2k⃗).

Ñêîðèñòàâøèñü îçíà÷åííÿì òà âëàñòèâîñòÿìè âåêòîðíîãî äîáóêòó, îòðè-
ìà¹ìî:

(2⃗i× j⃗+ k⃗× j⃗+3k⃗)× (⃗i− 2k⃗) = (2k⃗− i⃗+3k⃗)× (⃗i− 2k⃗) = (5k⃗− i⃗)× (⃗i− 2k⃗) =

= 5k⃗ × i⃗− 10k⃗ × k⃗ − i⃗× i⃗+ 2⃗i× k⃗ = 5⃗j − 10 · 0⃗− 0⃗ + 2(−j⃗) = 3⃗j.

Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, çàäàíèõ êîîðäèíàòàìè

Íåõàé âåêòîðè a⃗ òà b⃗ çàäàíi ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè ó ïðîñòîði R3, òîáòî

a⃗ = ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗, b⃗ = bx⃗i+ byj⃗ + bzk⃗.

Òîäi
a⃗× b⃗ = (ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗)× (bx⃗i+ byj⃗ + bzk⃗) =

= axbx(⃗i× i⃗) + axby (⃗i× j⃗) + axbz (⃗i× k⃗)+

+aybx(⃗j × i⃗) + ayby (⃗j × j⃗) + aybz (⃗j × k⃗)+

+azbx(k⃗ × i⃗) + azby(k⃗ × j⃗) + azbz(k⃗ × k⃗) =

= 0⃗ + axby · k⃗ − axbz · j⃗ − aybx · k⃗ + 0⃗ + aybz · i⃗+ azbx · j⃗ − azby · i⃗+ 0⃗ =

=

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ k⃗.
Òîáòî

a⃗× b⃗ =
∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ k⃗.
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Öþ ðiâíiñòü íàçèâàþòü ïðàâèëîì óìîâíîãî âèçíà÷íèêà. Äëÿ çðó÷íîñòi ¨¨
çàïèñóþòü ó íàñòóïíié êîìïàêòíié ôîðìi, ÿêà ëåãêî çàïàì'ÿòîâó¹òüñÿ:

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèêëàä 5.4. Çíàéòè âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ a⃗ = 2⃗i+ j⃗ − k⃗ òà b⃗ = −4⃗i−
2⃗j + k⃗.

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 1 −1
−4 −2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 −1
−2 1

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ 2 −1
−4 1

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ 2 1
−4 −2

∣∣∣∣ k⃗ =

= −⃗i+ 2⃗j + 0k⃗ = −⃗i+ 2⃗j.

Îñíîâíi çàñòîñóâàííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ

1. Âñòàíîâëåííÿ êîëiíåàðíîñòi âåêòîðiâ. Ç âëàñòèâîñòi 3 âèïëèâà¹,
ùî a⃗ ∥ b⃗ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a⃗× b⃗ = 0⃗.

2. Çíàõîäæåííÿ ïëîù ïàðàëåëîãðàìà òà òðèêóòíèêà, ïîáóäîâà-
íèõ íà äâîõ âåêòîðàõ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì âåêòîðíîãî äîáóòêó äëÿ
äâîõ âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗ , ìîäóëü ¨õ âåêòîðíîãî äîáóòêó äîðiâíþ¹ |⃗a × b⃗| =
|⃗a| · |⃗b| · sin( ̂⃗a, b⃗), òîáòî

Sïàðàëåëîãðàìà = |⃗a× b⃗|.

Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Sòðèêóòíèêà =
1

2
|⃗a× b⃗|.

3. Âèçíà÷åííÿ ìîìåíòà ñèëè âiäíîñíî òî÷êè. Íåõàé ó òî÷öi A ïðè-
êëàäåíà äåÿêà ñèëà F⃗ =

−→
AB, i íåõàé O � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó. Ç ôiçèêè

âiäîìî, ùî ìîìåíòîì ñèëè F⃗ âiäíîñíî òî÷êè O íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð M⃗
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(äèâ. ðèñóíîê), ÿêèé ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:
1) ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïëîùèíi, ó ÿêié ëåæàòü òî÷êè O, A, B;
2) ÷èñåëüíî äîðiâíþ¹ äîáóòêó ñèëè íà ïëå÷å, òîáòî |M⃗ | = |F⃗ | · |OK| =

|F⃗ | · |r⃗| · sinφ = |F⃗ | · |
−→
OA| · sin (̂⃗F ,

−→
OA);

3) óòâîðþ¹ ïðàâó òðiéêó ç âåêòîðàìè
−→
OA òà

−→
AB.

Òàêèì ÷èíîì, F⃗ =
−→
OA× F⃗ .

B

−→
M

r⃗O

K A
F⃗

φ

5.3 Ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, éîãî âëàñòèâîñòi òà çà-

ñòîñóâàííÿ

Íåõàé äàíî òðè äîâiëüíèõ âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé äîáóòîê
âåêòîðiâ a⃗ òà b⃗: a⃗× b⃗.

Îçíà÷åííÿ 5.4. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðà a⃗ × b⃗ íà âåêòîð c⃗ íàçèâà¹òüñÿ
âåêòîðíî-ñêàëÿðíèì àáî ìiøàíèì äîáóòêîì âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗.

Ìiøàíèé äîáóòîê ïîçíà÷à¹òüñÿ: (⃗a×b⃗)·c⃗ àáî (⃗a, b⃗, c⃗), àáî a⃗, b⃗, c⃗. Ç îçíà÷åííÿ
çðîçóìiëî, ùî ìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ âåêòîðiâ � öå ÷èñëî.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìiøàíîãî äîáóòêó
Ç'ÿñó¹ìî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìiøàíîãî äîáóòêó. Ïîáóäó¹ìî ïàðàëåëåïiïåä,

ðåáðàìè ÿêîãî ¹ çàäàíi âåêòîðè a⃗, b⃗ òà c⃗. Ïîáóäó¹ìî òàêîæ âåêòîð a⃗× b⃗. Òîäi
(⃗a× b⃗) · c⃗ = |⃗a× b⃗| · npa⃗×b⃗c⃗, ïðè÷îìó |⃗a× b⃗| = S, äå S � ïëîùà ïàðàëåëîãðàìà,

ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗ òà b⃗. Êðiì òîãî, npa⃗×b⃗c⃗ = H äëÿ ïðàâî¨ òðiéêè

âåêòîðiâ a⃗, b⃗ òà c⃗, i npa⃗×b⃗c⃗ = −H äëÿ ëiâî¨ òðiéêè âåêòîðiâ a⃗, b⃗ òà c⃗, äå H �
âèñîòà ïàðàëåëåïiïåäà.
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c⃗

b⃗

a⃗

a⃗× b⃗

H

Òàêèì ÷èíîì, (⃗a × b⃗) · c⃗ = S · (±H) = ±V , äå V � îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà,
ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗.

Îòæå, ìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ îá'¹ìó ïàðàëåëåïiïåäà,
ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ, âçÿòîãî çi çíàêîì �+�, ÿêùî âåêòîðè óòâî-
ðþþòü ïðàâó òðiéêó, i çi çíàêîì �−�, ÿêùî âåêòîðè óòâîðþþòü ëiâó òðiéêó.
Çàóâàæèìî, ùî ç òðüîõ âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗ ìîæíà ñêëàñòè øiñòü âïîðÿäêîâàíèõ
òðiéîê, ïðè öüîìó òðè òðiéêè óòâîðþþòü ëiâó òðiéêó i òðè ïðàâó. À ñàìå, òðié-
êè a⃗, b⃗, c⃗; b⃗, c⃗, a⃗; c⃗, a⃗, b⃗ ¹ îäíàêîâî îði¹íòîâàíèìè, òîáòî îäíî÷àñíî óòâîðþþòü
ïðàâó òðiéêó àáî ëiâó. Iíøi òðiéêè, à ñàìå a⃗, c⃗, b⃗; b⃗, a⃗, c⃗; c⃗, b⃗, a⃗ òàêîæ ¹ îäíàêîâî
îði¹íòîâàíèìè, òîáòî îäíî÷àñíî óòâîðþþòü ïðàâó àáî ëiâó òðiéêó. Âèõîäÿ÷è
ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨, çðîçóìiëî, ùî ìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ âåêòîðiâ
a⃗, b⃗, c⃗ ìîæíà åêâiâàëåíòíî îçíà÷àòè ÿê ÷èñëî, ðiâíå îá'¹ìó îði¹íòîâàíîãî (çi
çíàêîì) ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗.

Âëàñòèâîñòi ìiøàíîãî äîáóòêó

1. (⃗a× b⃗) · c⃗ = (⃗b× c⃗) · a⃗ = (c⃗× a⃗) · b⃗, òîáòî ìiøàíèé äîáóòîê íå çìiíþ¹òüñÿ
ïðè öèêëi÷íié ïåðåñòàíîâöi ìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü 1 âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè â êîæíîìó âèïàäêó íå
çìiíþ¹òüñÿ íi îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, íi éîãî îði¹íòàöiÿ â ïðîñòîði (ùî
âèçíà÷à¹ çíàê).

2. (⃗a × b⃗) · c⃗ = a⃗ · (⃗b × c⃗), òîáòî ìiøàíèé äîáóòîê íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè
ïåðåñòàíîâöi ìiñöÿìè çíàêiâ âåêòîðíîãî i ñêàëÿðíîãî ìíîæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 1 òà ç êîìóòàòèâíîñòi ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó.
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3. (⃗a× b⃗) · c⃗ = −(⃗a× c⃗) · b⃗, (⃗a× b⃗) · c⃗ = −(⃗b× a⃗) · c⃗, (⃗a× b⃗) · c⃗ = −(c⃗× b⃗) · a⃗,
òîáòî ìiøàíèé äîáóòîê çìiíþ¹ çíàê ïðè ïåðåñòàíîâöi ìiñöÿìè áóäü-ÿêèõ
äâîõ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 1 òà âëàñòèâîñòi 1 âåêòîðíîãî äîáó-
òêó.

4. Ìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè öi âåêòîðè êîìïëàíàðíi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íåõàé (⃗a × b⃗) · c⃗ = 0, òîáòî îá'¹ì
ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗, äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî a⃗, b⃗, c⃗ � íå êîìïëàíàðíi. Òîäi ìîæíà ïîáóäóâàòè ïàðà-
ëåëåïiïåä íà öèõ âåêòîðàõ ç îá'¹ìîì, íå ðiâíèì íóëþ. À öå ñóïåðå÷èòü
óìîâi.

Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé âåêòîðè a⃗, b⃗, c⃗ � êîìïëàíàðíi, òîáòî ëåæàòü
â îäíié ïëîùèíi. Òîäi âåêòîð a⃗× b⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíèé âåêòîðó c⃗, à îòæå
(⃗a× b⃗) · c⃗ = 0.

Ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ, çàäàíèõ êîîðäèíàòàìè
Íåõàé âåêòîðè a⃗, b⃗, c⃗ çàäàíi ñâî¨ìè êîîðäèíàòàìè ó ïðîñòîði R3, òîáòî

a⃗ = ax⃗i+ ayj⃗ + azk⃗, b⃗ = bx⃗i+ byj⃗ + bzk⃗, c⃗ = cx⃗i+ cyj⃗ + czk⃗.

Òîäi

(⃗a× b⃗) · c⃗ =
(∣∣∣∣ ay az

by bz

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ k⃗) · (cx⃗i+ cyj⃗ + czk⃗) =

=

∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ cx − ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ cy + ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ cz =
∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Îòæå,

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Òîáòî ìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ âèçíà÷íèêà, ñêëà-
äåíîãî ç êîîðäèíàò âåêòîðiâ çi çáåðåæåííÿì ïîðÿäêó.
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Îñíîâíi çàñòîñóâàííÿ ìiøàíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ

1. Âèçíà÷åííÿ îði¹íòàöi¨ âåêòîðiâ ó ïðîñòîði. ßêùî (⃗a× b⃗) · c⃗ > 0, òî
âåêòîðè a⃗, b⃗, c⃗ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó. ßêùî (⃗a× b⃗) · c⃗ < 0, òî òðiéêà
âåêòîðiâ a⃗, b⃗, c⃗ ëiâà.

2. Âñòàíîâëåííÿ êîìïëàíàðíîñòi âåêòîðiâ. Òðè íåíóëüîâèõ âåêòîðè
a⃗, b⃗, c⃗ êîìïëàíàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (⃗a× b⃗) · c⃗ = 0, òîáòî∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ = 0.

3. Çíàõîäæåííÿ îá'¹ìiâ ïàðàëåëåïiïåäà òà òðèêóòíî¨ ïiðàìiäè.
Îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗:

Vïàðàëåëåïiïåäà =
∣∣∣(⃗a× b⃗) · c⃗∣∣∣ .

Îá'¹ì òðèêóòíî¨ ïiðàìiäè, ïîáóäîâàíî¨ íà âåêòîðàõ a⃗, b⃗, c⃗:

Vïiðàìiäè =
1

6

∣∣∣(⃗a× b⃗) · c⃗∣∣∣ .
Ïðèêëàä 5.5. Çíàéòè ïëîùó îñíîâè ABC, î'á¹ì òà äîâæèíó âèñîòè òðèêóòíî¨
ïiðàìiäè, âåðøèíàìè ÿêî¨ ¹ òî÷êè A(1, 2, 3), B(9, 6, 4), C(3, 0, 4), D(5, 2, 6). Âi-
çüìåìî òðè âåêòîðè, ÿêi ìàþòü ñïiëüíèé ïî÷àòîê ó âåðøèíi A. �õ êîîðäèíàòè:

c⃗

D

b⃗ C

a⃗
B

A

a⃗ =
−→
AB = (8, 4, 1),

b⃗ =
−→
AC = (2,−2, 1),

c⃗ =
−−→
AD = (4, 0, 3).
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Òîäi ç âëàñòèâîñòåé âåêòîðíîãî äîáóòêó

SABC =
1

2
|⃗a× b⃗|.

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
8 4 1
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 4 1
−2 1

∣∣∣∣ i⃗− ∣∣∣∣ 8 1
2 1

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ 8 4
2 −2

∣∣∣∣ k⃗ =

= 6⃗i− 6⃗j − 24k⃗.

Òîäi

SABC =
1

2
|⃗a× b⃗| = 1

2

√
62 + (−6)2 + 242 = 9

√
2.

Îá'¹ì ïiðàìiäè:

V =
∣∣∣(⃗a× b⃗) · c⃗∣∣∣ = 1

6

∣∣∣∣∣∣
8 4 1
2 −2 1
4 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 1

6
| − 48| = 8.

Çíàéäåìî âèñîòó ïiðàìiäè, îïóùåíî¨ ç âåðøèíè D:

DH =
3V

S
=

3 · 8
9
√
2
=

4
√
2

3
.
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 5

1. Ùî íàçèâàþòü ñêàëÿðíèì äîáóòêîì äâîõ âåêòîðiâ?

2. ßêi âëàñòèâîñòi ìà¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê?

3. ßê çíàéòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê çà âiäîìèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðiâ?

4. Ùî òàêå ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü i ÿê ¨¨ çíàéòè çà äîïîìîãîþ ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó?

5. ßê çíàéòè êóò ìiæ âåêòîðàìè?

6. ßêèé êðèòåðié îðòîãîíàëüíîñòi âåêòîðiâ?

7. ßêó óïîðÿäêîâàíó òðiéêó íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ íàçèâàþòü ïðàâîþ?

8. Ùî íàçèâàþòü âåêòîðíèì äîáóòêîì äâîõ âåêòîðiâ?

9. ßêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi âåêòîðíîãî äîáóòêó?

10. ßê çíàéòè âåêòîðíèé äîáóòîê çà âiäîìèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðiâ?

11. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìîäóëÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó?

12. Ùî íàçèâàþòü ìiøàíèì äîáóòêîì òðüîõ âåêòîðiâ?

13. ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìîäóëÿ ìiøàíîãî äîáóòêó?

14. ßê çíàéòè ìiøàíèé äîáóòîê çà çàäàíèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðiâ?

15. ßêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìiøàíîãî äîáóòêó?

16. ßêèé êðèòåðié êîìïëàíàðíîñòi âåêòîðiâ, çàäàíèõ êîîðäèíàòàìè?
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6 Êîìïëåêñíi ÷èñëà

6.1 Ïîáóäîâà ìíîæèíè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Ïîÿâó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ïîâ'ÿçóþòü iç çàäà÷åþ äîáóâàííÿ êâàäðàòíîãî êî-
ðåíÿ ç âiä'¹ìíîãî ÷èñëà, ÿêà íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹. Íå-
îáõiäíiñòü ó ñòðîãîìó îá ðóíòóâàííi òåîði¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çóìîâëþ¹òüñÿ
òèì, ùî öi ÷èñëà ¹ âàæëèâèìè ó öiëîìó ðÿäi ïèòàíü ÿê ñàìî¨ ìàòåìàòèêè, òàê
i ¨¨ çàñòîñóâàíü ó ôiçèöi, ìåõàíiöi, ðàäiîòåõíiöi, ãiäðîäèíàìiöi òîùî. Ïðàöþâà-
òè ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, çîêðåìà, äîâîäèòüñÿ â êðèïòîãðàôi¨ (àëãîðèòìè
øèôðóâàííÿ), ïðè ðîáîòi ç àóäiî òà âiäåî (ãðàôi÷íi ðóøi¨, êîäåêè).

Îçíà÷åííÿ 6.1. Êîìïëåêñíèì ÷èñëîì z íàçâåìî áóäü-ÿêó óïîðÿäêîâàíó ïà-
ðó äiéñíèõ ÷èñåë x, y òà ïîçíà÷àòèìåìî z = (x, y). Ìíîæèíó âñiõ êîìïëåêñíèõ
÷èñåë ïîçíà÷èìî C.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà z1 = (x1, y1) i z2 = (x2, y2) íàçâåìî
ðiâíèìè i áóäåìî ïèñàòè z1 = z2, ÿêùî x1 = x2, y1 = y2.

Îçíà÷åííÿ 6.3. Íåõàé z1 = (x1, y1) i z2 = (x2, y2) � äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà.
Ñóìó z1 + z2 âèçíà÷èìî ðiâíiñòþ

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2), (6.1)

à äîáóòîê z1 · z2 � ðiâíiñòþ

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (6.2)

Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìàþòü íàñòóïíi âëà-
ñòèâîñòi, ÿêi ¹ íàñëiäêàìè âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë i îçíà÷åííÿ
6.3:

I. z1 + z2 = z2 + z1 (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ).

II. z1 · z2 = z2 · z1 (êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ).

III. (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ).

IV. (z1 · z2) · z3 = z1 · (z2 · z3) (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ).
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V. z1(z2 + z3) = z1 · z2 + z1 · z3 (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ âiäíîñíî äîäà-
âàííÿ).

Êîìïëåêñíå ÷èñëî (x, 0) îòîòîæíèìî ç äiéñíèì ÷èñëîì x i áóäåìî ïèñàòè
(x, 0) = x. Íàïðèêëàä, (3, 0) = 3, (−5, 0) = −5, (0, 0) = 0.

Ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ñòà¹ ïðè öüîìó ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë. Îòæå, ìíîæèíà R äiéñíèõ ÷èñåë ç ¨¨ çâè÷àéíîþ àðèôìåòèêîþ ¹
íiáè �âêëàäåíîþ� ó ìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Ùå êàæóòü, ùî ìíîæèíà
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ ðîçøèðåííÿì ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë.

6.2 Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Îñîáëèâó ðîëü ñåðåä êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäiãðà¹ ÷èñëî (0, 1). Ïîçíà÷èìî öå
êîìïëåêñíå ÷èñëî áóêâîþ i, òîáòî (0, 1) = i. Ðîçãëÿíåìî çà ïðàâèëîì (6.2)

i2 = i · i = (0, 1) · (0, 1) = (0− 1, 0 + 0) = (−1, 0) = −1.

Òîáòî,
i2 = −1. (6.3)

Ðiâíiñòü (6.3) îçíà÷à¹, ùî íà ìíîæèíi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ðiâíÿííÿ x2+1 = 0
ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, îäíèì ç ÿêèõ ¹ êîìïëåêñíå ÷èñëî x = i.

Êîæíå êîìïëåêñíå ÷èñëî z = (x, y) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z = (x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0).

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî (x, 0) = x, (y, 0) = y, (0, 1) = i, îòðèìó¹ìî

z = x+ iy. (6.4)

Îçíà÷åííÿ 6.4. Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ó âèãëÿäi (6.4) íàçèâàþòü àë-
ãåáðà¨÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Äiéñíå ÷èñëî x íàçèâàþòü äiéñíîþ
÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (6.4) i ïîçíà÷àþòü x = Re z. Äiéñíå ÷èñëî y
íàçèâàþòü óÿâíîþ ÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (6.4) i ïîçíà÷àþòü y = Im z.

Ñêîðèñòà¹ìîñü àëãåáðà¨÷íèì çàïèñîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â îïåðàöiÿõ
äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ôîðìóëè (6.1), (6.2) íàáóâàþòü
âèãëÿäó
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z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = x1 + x2 + i(y1 + y2), (6.1′)

z1 · z2 = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + x2y1). (6.2′)

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëè (6.1′), (6.2′) çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî çàïàì'ÿòîâóâàòè,
îñêiëüêè ¨õ ìîæíà îòðèìàòè àâòîìàòè÷íî, ÿêùî ôîðìàëüíî âèêîíàòè äîäà-
âàííÿ i ìíîæåííÿ äâî÷ëåíiâ x1 + iy1 i x2 + iy2 çà çâè÷àéíèìè ïðàâèëàìè äié
íàä ìíîãî÷ëåíàìè, çàìiíþþ÷è çà ïîòðåáè çãiäíî (6.4) i2 íà −1.
Ïðèêëàä 6.1. Âèêîíà¹ìî ìíîæåííÿ:

z1z2 = (2− 3i)(3 + 4i) = 6 + 8i− 9i− 12i2 = 6− i− 12(−1) = 18− i.

Íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåíü (6.1′) òà (6.2′) ¹ ïðàâèëà âèêîíàííÿ âiäïîâiäíèõ
îáåðíåíèõ îïåðàöié � âiäíiìàííÿ òà äiëåííÿ:

z1 − z2 = (x1 + iy1)− (x2 + iy2) = x1 − x2 + i(y1 − y2), (6.5)

z1
z2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

+ i
x2y1 − x1y2
x22 + y22

. (6.6)

Îçíà÷åííÿ 6.5. Íåõàé z = x+ iy. ×èñëî x− iy, ÿêå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä z ëèøå
çíàêîì óÿâíî¨ ÷àñòèíè, íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíèì äî ÷èñëà z i ïîçíà÷à¹òüñÿ z̄.

Çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî
z̄ = x− iy. (6.7)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy ìà¹ìî

z + z̄ = (x+ iy) + (x− iy) = 2x,

z · z̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2. (6.8)

Íåõàé ïîòðiáíî âèêîíàòè äiëåííÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
z1
z2

(z2 ̸= 0).

Âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ öüîãî ôîðìóëó (6.6) äîñèòü íåçðó÷íî, îñêiëüêè âîíà ¹
ãðîìiçäêîþ i âàæêî çàïàì'ÿòîâó¹òüñÿ. Òîìó ïðîñòiøå ïîìíîæèòè ÷èñåëüíèê i
çíàìåííèê äðîáó íà êîìïëåêñíå ÷èñëî, ñïðÿæåíå çi çíàìåííèêîì (ïiñëÿ ÷îãî
ñëiä ñêîðèñòàòèñü ñïiââiäíîøåííÿì (6.8)):

z1
z2

=
z1z̄2
z2z̄2

. (6.9)
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Ïðèêëàä 6.2. Âèêîíà¹ìî äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çà ïðàâèëîì (6.9):

2 + i

3 + 2i
=

(2 + i)(3− 2i)

(3 + 2i)(3− 2i)
=

6− 4i+ 3i− 2i2

9− 4i2
=

6− i+ 2

9 + 4
=

8− i
13

=
8

13
− 1

13
i.

6.3 Ãåîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ïðèãàäà¹ìî ÿê ìè â øêîëi âñòàíîâëþâàëè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü
ìiæ óñiìà äiéñíèìè ÷èñëàìè òà òî÷êàìè ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, ùî äîçâîëÿëî íàì
çîáðàæóâàòè äiéñíi ÷èñëà òî÷êàìè ÷èñëîâî¨ îñi.

Êîìïëåêñíi ÷èñëà âèçíà÷åíi íàìè ÿê âïîðÿäêîâàíi ïàðè äiéñíèõ ÷èñåë.
Òîìó êîæíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó (x, y) = x+ iy ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïî-
âiäíiñòü òî÷êóM(x, y) i íàâïàêè, êîæíié òî÷öiM(x, y) ïëîùèíè � êîìïëåêñíå
÷èñëî (x, y) = x+ iy.

x

y

M(x, y)

x

y

O

x

y

O 1 3−2

2i

3i

i

z3 = 3 + 2i
z1 = 3i

z2 = −2

Âñòàíîâëåíà ó òàêèé ñïîñiá âiäïîâiäíiñòü ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ i äîçâîëÿ¹
ðîçãëÿäàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà ÿê òî÷êè êîîðäèíàòíî¨ ïëîùèíè, ÿêó ùå íàçèâà-
þòü êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ. Âiñü àáñöèñ ïðè öüîìó íàçèâàþòü äiéñíîþ âiññþ.
Íà íié ðîçòàøîâàíi òî÷êè, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ÷èñëà âèãëÿäó (x, 0) = x. Âiñü
îðäèíàò íàçèâàþòü óÿâíîþ âiññþ. Íà íié ðîçòàøîâàíi òî÷êè, ÿêèì âiäïîâiä-
àþòü óÿâíi ÷èñëà (0, y) = iy. Îòæå, êîìïëåêñíà ïëîùèíà � öå ïëîùèíà C
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ îäíî÷àñíî ÿê ÷èñëà i ÿê òî÷êè êîîð-
äèíàòíî¨ ïëîùèíè.

Ïðèêëàä 6.3. Çîáðàçèìî òî÷êàìè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ÷èñëà z1 = 3i, z2 =
−2, z3 = 3 + 2i.
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×èñëó z1 = 3i âiäïîâiäà¹ òî÷êà M1 ïëîùèíè ç êîîðäèíàòàìè (0, 3); ÷èñëó
z2 = −2 � òî÷êà M2(−2, 0); ÷èñëó z3 = 3 + 2i � òî÷êà M3(3, 2). Çîáðàçèâøè
âiäïîâiäíi òî÷êè â ñèñòåìi êîîðäèíàò, ìî¹ìî ðåçóëüòàò íàâåäåíèé íà ðèñóíêó.

6.4 Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíî ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ó öié ñèñòåìi äî-
âiëüíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = x+ iy âiäïîâiäà¹ òî÷êà M ç êîîðäèíàòàìè
x, y, àáî ðàäióñ-âåêòîð

−−→
OM ç òèìè æ êîîðäèíàòàìè.

x

y

M(x, y)

x

y

φ

ρ

O

z = x+ iy

Îçíà÷åííÿ 6.6. Äîâæèíó âåêòîðà
−−→
OM íàçèâàþòü ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî

÷èñëà z i ïîçíà÷àþòü |z|. Àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z (z ̸= 0) íàçèâà-
þòü âåëè÷èíó êóòà φ ìiæ äîäàòíèì íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi i âåêòîðîì

−−→
OM ,

ïðè÷îìó âåëè÷èíó êóòà ââàæàþòü äîäàòíîþ, ÿêùî âiäëiê öüîãî êóòà ïðîâî-
äèòüñÿ ïðîòè ðóõó ñòðiëêè ãîäèííèêà i âiä'¹ìíîþ, ÿêùî � çà ðóõîì ñòðiëêè
ãîäèííèêà. Äëÿ ÷èñëà z = 0 àðãóìåíò íå âèçíà÷à¹òüñÿ.

Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âèçíà÷à¹òüñÿ íåîäíîçíà÷íî. ßêùî ïðè âiä-
êëàäàííi êóòà φ0 çðîáèòè äåêiëüêà ïîâíèõ îáåðòiâ ó äîäàòíîìó ÷è âiä'¹ìíîìó
íàïðÿìêó, òî îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ àðãóìåíòó φ0 + 2πk, äå k � äîâiëüíå öiëå
÷èñëî.

Òîìó âñi çíà÷åííÿ àðãóìåíòó âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

φ = φ0 + 2πk, (6.10)
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äå k � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî. Îòæå, àðãóìåíò êîæíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ùî
íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ìà¹ íåñêií÷åííó ìíîæèíó çíà÷åíü, ïîâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ
óìîâîþ: áóäü-ÿêi äâà çíà÷åííÿ àðãóìåíòó âiäðiçíÿþòüñÿ íà ÷èñëî êðàòíå 2π.

Íåîäíîçíà÷íîñòi àðãóìåíòó ìîæíà óíèêíóòè çà äîïîìîãîþ äîäàòêîâèõ
óìîâ, ÿêi âèîêðåìëþþòü îäíå çíà÷åííÿ ç óñiõ ìîæëèâèõ, íàïðèêëàä φ0 ∈
[0; 2π).

Îçíà÷åííÿ 6.7. Çíà÷åííÿ àðãóìåíòó φ0 êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, âçÿòå ç ïðî-
ìiæêó [0; 2π), íàçâåìî ãîëîâíèì çíà÷åííÿì àðãóìåíòó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z
i ïîçíà÷èìî φ0 = arg z .

Äëÿ ìíîæèíè âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ââåäåìî ïî-
çíà÷åííÿ φ = Arg z. Òîäi ôîðìóëó (6.10) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Arg z = arg z + 2πk, k ∈ Z. (6.11)

Íèæ÷å, ãîâîðÿ÷è ïðî àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, áóäåìî ìàòè íà óâàçi
îäíå ç éîãî ìîæëèâèõ çíà÷åíü.

Äëÿ ìîäóëÿ |z| êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z áóäåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ |z| = ρ
. Òîäi çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà (äèâ. ðèñóíîê) ìà¹ìî

ρ =
√
x2 + y2. (6.12)

Ç íàâåäåíîãî âèùå ðèñóíêà, îòðèìó¹ìî ôîðìóëè, ùî âèðàæàþòü äiéñíó i
óÿâíó ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ÷åðåç éîãî ìîäóëü i àðãóìåíò:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, (6.13)

âèêîðèñòîâóþ÷è ÿêi êîìïëåêñíå ÷èñëî z ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z = x+ iy = ρ(cosφ+ i sinφ). (6.14)

Îçíà÷åííÿ 6.8. Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (6.14) íàçèâà¹òüñÿ òðèãîíîìåòðè-
÷íîþ ôîðìîþ çàïèñó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Çàäàííÿì ìîäóëÿ i àðãóìåíòó êîìïëåêñíå ÷èñëî âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.
Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ÷èñëà z = 0 àðãóìåíò íå âèçíà÷à¹òüñÿ. Ó öüîìó i òiëüêè ó
öüîìó âèïàäêó ÷èñëî çàäà¹òüñÿ ëèøå ñâî¨ì ìîäóëåì (ðiâíèì íóëþ).
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ïîòðiáíî
çíàéòè âñi ÷èñëà φ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi ðiâíÿíü: cosφ = x√

x2+y2
,

sinφ = y√
x2+y2

.
(6.15)

Ïðèêëàä 6.4. Çíàéäåìî àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = −1 + i.

Îñêiëüêè  cosφ = −1√
(−1)2+12

= − 1√
2
,

sinφ = 1√
(−1)2+12

= 1√
2
,

òî ÷èñëî φ ëåæèòü ó äðóãié ÷âåðòi. Îäíèì iç ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé
ëåæèòü ñàìå ó äðóãié ÷âåðòi, ¹ ÷èñëî φ = 3π

4 .

Ïðèêëàä 6.5. Çàïèøåìî ÷èñëà z1 = −3i òà z2 = −2−2
√
3i ó òðèãîíîìåòðè÷íié

ôîðìi.

x

y

1

φ1 =
3π
2

O

ρ1 = 3

z1 = −3i

x
−1 −1

2
1
2

1

−
√
3

2

√
3
2

π
3

π
3

π

π + π
3 = 4π

3

y

Çîáðàçèìî ÷èñëî z1 òî÷êîþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, çâiäêè ç ãåîìåòðè÷íèõ
ìiðêóâàíü îäåðæèìî ρ1 = 3, φ1 =

3π
2 . Òîìó

z1 = −3i = 3

(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)
.
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Îñêiëüêè

ρ2 =

√
(−2)2 + (−2

√
3)2 = 4, cosφ2 =

−2√
(−2)2+(−2

√
3)2

= −1
2 ,

sinφ2 =
−2
√
3√

(−2)2+(−2
√
3)2

= −
√
3
2 ,

òî îäèí iç àðãóìåíòiâ ÷èñëà z2 äîðiâíþ¹ φ2 = π + π
3 = 4π

3 . Òîìó

z2 = −2− 2
√
3i = 4

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
.

Äi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Ïiäíå-
ñåííÿ äî ñòåïåíÿ i äîáóâàííÿ êîðåíÿ

Òðèãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ ïðè
âèêîíàííi îïåðàöié ìíîæåííÿ i äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïåðåä òèì, ÿê
ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó öèõ îïåðàöié, çàóâàæèìî, ùî äâà êîìïëåêñíèõ ÷èñëà

z1 = ρ1(cosφ1 + i sinφ1) i z2 = ρ2(cosφ2 + i sinφ2)

äîðiâíþþòü îäíå îäíîìó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîäóëi öèõ ÷èñåë ðiâíi, à
àðãóìåíòè âiäðiçíÿþòüñÿ íà 2πk, k ∈ Z, òîáòî êîëè

ρ1 = ρ2, φ1 = φ2 + 2πk, k ∈ Z.

Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíi ÷èñëà

z1 = ρ1(cosφ1 + i sinφ1) i z2 = ρ2(cosφ2 + i sinφ2).

Ç îçíà÷åíü äié íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè îòðèìó¹ìî:

z1z2 = ρ1ρ2(cos (φ1 + φ1) + i sin (φ1 + φ1)); (6.16)

z1
z2

=
ρ1
ρ2
(cos (φ1 − φ1) + i sin (φ1 − φ1)). (6.17)

Äîâåäåìî ôîðìóëó (6.16):

z1z2 = ρ1(cosφ1 + i sinφ1)ρ2(cosφ2 + i sinφ2) =
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= ρ1ρ2 [(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + i(sinφ1 cosφ2 + sinφ2 cosφ1)] =

= ρ1ρ2(cos (φ1 + φ1) + i sin (φ1 + φ1)).

Íàìè äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.1. Ìîäóëü äîáóòêó äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ äîáóòêó
ìîäóëiâ öèõ ÷èñåë, à àðãóìåíò äîáóòêó � ñóìi àðãóìåíòiâ ñïiâìíîæíèêiâ.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíié äîâîäèòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêó âèðàæà¹ ôîð-
ìóëà (6.17).

Òåîðåìà 6.2. Ìîäóëü ÷àñòêè äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ ÷àñòöi ìîäó-
ëiâ öèõ ÷èñåë, à àðãóìåíò ÷àñòêè � ðiçíèöi àðãóìåíòiâ äiëåíîãî i äiëüíèêà.

Òåîðåìà 6.3. (ôîðìóëà Ìóàâðà). Ïðè ïiäíåñåííi êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äî ñòå-
ïåíÿ ç íàòóðàëüíèì ïîêàçíèêîì éîãî ìîäóëü ïiäíîñèòüñÿ äî ñòåïåíÿ ç òèì æå
ïîêàçíèêîì, à àðãóìåíò ìíîæèòüñÿ íà ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, òîáòî

zn = [ρ(cosφ+ i sinφ)]n = ρn(cosnφ+ i sinnφ). (6.18)

Òåîðåìà 6.3 ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 6.1 i äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨.

Ïðèêëàä 6.6. Íåõàé çàäàíî êîìïëåêñíi ÷èñëà

z1 = 2
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
òà z2 = cos

π

4
+ i sin

π

4
.

Çíàéäåìî z1z2,
z1
z2
, (z1)

4.
Çà ôîðìóëîþ (6.16) ìà¹ìî

z1z2 = 2 · 1
(
cos
(π
3
+
π

4

)
+ i sin

(π
3
+
π

4

))
= 2

(
cos

7π

12
+ i sin

7π

12

)
.

Çà ôîðìóëîþ (6.17) îäåðæèìî

z1
z2

=
2

1

(
cos
(π
3
− π

4

)
+ i sin

(π
3
− π

4

))
= 2

(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ Ìóàâðà (6.18) ùîá îäåðæàòè

(z1)
4 = 24

(
cos
(
4 · π

3

)
+ i sin

(
4 · π

3

))
= 16

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
.
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Ïåðåéäåìî äî îïåðàöi¨ äîáóâàííÿ êîðåíÿ. Íåõàé çàäàíî äâà ÷èñëà: êîì-
ïëåêñíå z i íàòóðàëüíå n.

Îçíà÷åííÿ 6.9. Êîìïëåêñíå ÷èñëî w íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì ñòåïåíÿ n ç ÷èñëà
z (ïîçíà÷à¹òüñÿ w = n

√
z), ÿêùî

wn = z. (6.19)

Ïiäñòàâëÿþ÷è

z = ρ(cosφ+ i sinφ), w = r(cos θ + i sin θ)

ó ôîðìóëó (6.19), ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè Ìóàâðà îäåðæèìî:

rn(cosnθ + i sinnθ) = ρ(cosφ+ i sinφ).

Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà äîðiâíþþòü îäíå îäíîìó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìîäóëi
¨õ ðiâíi, à àðãóìåíòè âiäðiçíÿþòüñÿ íà 2πk, k ∈ Z. Òîìó

r = n
√
ρ, θ =

φ+ 2πk

n
. (6.20)

Íàäàþ÷è ÷èñëó k ó (6.20) çíà÷åíü 0, 1, 2, ..., n − 1, îäåðæèìî n ðiçíèõ êî-
ðåíiâ ç ÷èñëà z:

wk = n
√
ρ

(
cos

φ+ 2πk

n
+ i sin

φ+ 2πk

n

)
, k = 0, n− 1. (6.21)

Ïðèêëàä 6.7. Çíàéäåìî âñi çíà÷åííÿ 3
√
−64.

Çîáðàçèìî ñïî÷àòêó ÷èñëî z = −64 òî÷êîþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íi ìiðêóâàííÿ îäåðæèìî

|z| = 64, arg z = π.

Çàïèøåìî êîìïëåêñíå ÷èñëî z ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi: z = 64(cosπ +
i sin π). Çà ôîðìóëîþ (6.21) ìà¹ìî:

wk =
3
√
64

(
cos

π + 2πk

3
+ i sin

π + 2πk

3

)
, k = 0, 1, 2.
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Çâiäñè
w0 = 4

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
,

w1 = 4 (cos π + i sin π) ,

w2 = 4

(
cos

5π

3
+ i sin

5π

3

)
.

6.5 Ïîêàçíèêîâà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Ó ôiçèöi, åëåêòðîòåõíiöi òà iíøèõ äèñöèïëiíàõ äîñèòü ÷àñòî çàìiñòü òðèãî-
íîìåòðè÷íî¨ ôîðìè çàïèñó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âèêîðèñòîâóþòü ïîêàçíèêîâó
ôîðìó çàïèñó.

Ôîðìóëà Åéëåðà
eiφ = cosφ+ i sinφ

äîçâîëÿ¹ ïåðåéòè âiä òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ôîðìè (6.14) äî ïîêàçíèêîâî¨ ôîðìè
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z:

z = ρeiφ.

Íàâåäåìî ôîðìóëè äëÿ äié ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè z1 = ρ1e
iφ1, z2 =

ρ2e
iφ2, z = ρeiφ â ïîêàçíèêîâié ôîðìi:

z1z2 = ρ1ρ2e
i(φ1+φ2);

z1
z2

=
ρ1
ρ2
ei(φ1−φ2);

zn = ρneinφ, n ∈ N ;

n
√
z = wk = n

√
ρei

φ+2πk
n , k = 0, n− 1.

Ç îñòàííiõ ôîðìóë ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóíêöiÿ eiφ ìà¹ çâè÷àéíi âëàñòè-
âîñòi ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨, òàê íiáè ÷èñëî i ¹ äiéñíèì, ùî çíà÷íî ïîëåãøó¹
ïðîâåäåííÿ äié ìíîæåííÿ, äiëåííÿ òà ïiäíåñåííÿ äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ.

Ïðèêëàä 6.8. Çàïèøåìî ó ïîêàçíèêîâié ôîðìi êîìïëåêñíå ÷èñëî z = −1−i
√
3.

Îñêiëüêè |z| = 2 i arg z = 4π
3 , òî z = 2ei

4π
3 .
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 6

1. Ùî íàçèâàþòü êîìïëåêñíèì ÷èñëîì?

2. Ùî íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

3. Ùî íàçèâàþòü òðèãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

4. Ùî íàçèâàþòü ïîêàçíèêîâîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

5. Ùî íàçèâàþòü ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

6. Ùî íàçèâàþòü àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

7. ßêi êîìïëåêñíi ÷èñëà íàçèâàþòü ðiâíèìè?

8. ßêà óìîâà ðiâíîñòi ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi?

9. Ùî íàçèâàþòü óÿâíîþ îäèíèöåþ?

10. ßêå ÷èñëî íàçèâàþòü êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèì äî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà?

11. ßêå ïðàâèëî ìíîæåííÿ ÷èñåë â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi?

12. ßêå ïðàâèëî äiëåííÿ ÷èñåë â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi?

13. ßêå ïðàâèëî ìíîæåííÿ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi?

14. ßêå ïðàâèëî äiëåííÿ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi?

15. ßêå ïðàâèëî ïiäíåñåííÿ äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â
òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi?

16. ßêå ïðàâèëî äîáóâàííÿ êîðåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè-
÷íié ôîðìi?
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×àñòèíà III

Àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ íà ïëîùèíi

òà â ïðîñòîði

7 Ïðÿìà íà ïëîùèíi. Êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó

7.1 Ðiâíÿííÿ ëiíi¨ (êðèâî¨) íà ïëîùèíi

Ëiíi¹þ (êðèâîþ) íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü òî÷îê (ãåîìåòðè÷íå ìi-
ñöå òî÷îê), ÿêi ìàþòü ïåâíó ñïiëüíó âëàñòèâiñòü. Íåõàé íà ïëîùèíi ââåäåíà
ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy.

Îçíà÷åííÿ 7.1. Ðiâíÿííÿì êðèâî¨ γ íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ ç äâî-
ìà çìiííèìè F (x, y) = 0, ÿêå çàäîâîëüíÿþòü âñi òî÷êè M(x, y) êðèâî¨ γ, i íå
çàäîâîëüíÿ¹ æîäíà òî÷êà, ùî íå íàëåæàòü öié êðèâié.

ßêùî ó çàäàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ êðèâî¨ âiäîìå, òî öå äà¹ ìî-
æëèâiñòü äîñëiäæóâàòè ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êðèâî¨ òà ¨¨ ôîðìó. Äëÿ òîãî,
ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è ëåæèòü òî÷êà A(x0, y0) íà êðèâié, äîñòàòíüî ïiäñòàâèòè êî-
îðäèíàòè öi¹¨ òî÷êè ó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ F (x, y) = 0. ßêùî ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ
ïåðåòâîðèòüñÿ íà òîòîæíiñòü, òîáòî F (x0, y0) = 0, òî òî÷êà A íàëåæèòü êðè-
âié, iíàêøå (F (x0, y0) ̸= 0) òî÷êà A íå íàëåæèòü êðèâié.

Êðèâó íà ïëîùèíi ìîæíà òàêîæ çàäàâàòè ïàðàìåòðè÷íî � çà äîïîìîãîþ
äâîõ ðiâíÿíü: {

x = x(t),
y = y(t), t ∈ T. (7.1)

äå x òà y � êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êè M(x, y) êðèâî¨, à t � çìiííà, ùî íàçè-
âà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì i ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü T . Ïàðàìåòð t âèçíà÷à¹ ïîëî-
æåííÿ êîæíî¨ òî÷êè M(x, y) êðèâî¨ íà ïëîùèíi Oxy. Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè
âiä ïàðàìåòðè÷íîãî çàäàííÿ êðèâî¨ äî ðiâíÿííÿ òèïó F (x, y) = 0, ïîòðiáíî ç
ÿêîãîñü iç äâîõ ðiâíÿíü âèêëþ÷èòè çìiííó t. Ïðîòå, öå ìîæíà çðîáèòè äàëåêî
íå çàâæäè.
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Ïðèêëàä 7.1. Íåõàé íà ïëîùèíi Oxy çàäàíî êðèâó ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì{
x = t3,
y = t− 1.

Íàïðèêëàä, çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t = 1 âiäïîâiäà¹ òî÷êà êðèâî¨ (1, 0). Ïåðå-
éäåìî âiä ïàðàìåòðè÷íîãî çàäàííÿ êðèâî¨ äî ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0. Âèðàçèìî
ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ t = y+1 i ïiäñòàâèìî öåé âèðàç çàìiñòü t ó ïåðøå ðiâíÿííÿ:
x = (y + 1)3. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ ëiíi¨ íàáóäå âèãëÿäó x− (y + 1)2 = 0.

Ëiíiþ γ íà ïëîùèíi ìîæíà çàäàòè òàêîæ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì r⃗ = ⃗r(t),
äå t � ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð. Êîæíîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t0 âiäïîâiäà¹ ðàäióñ-
âåêòîð r⃗0 = ⃗r(t0). Ïðè çìiíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t, êiíåöü ðàäióñ-âåêòîðà áóäå
îïèñóâàòè íà ïëîùèíi êðèâó.

x

y

r⃗
M

O

γ

Âåêòîðíîìó ðiâíÿííþ ëiíi¨ r⃗ = ⃗r(t) ó ñèñòåìi êîîðäèíàò Oxy âiäïîâiäà-
þòü äâà ñêàëÿðíèõ ðiâíÿííÿ (7.1), òîáòî ðiâíÿííÿ ïðîåêöié íà îñi êîîðäèíàò
âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ ëiíi¨ ¹ ¨¨ ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ.

Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ òà ¨¨ ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ìàþòü ìåõàíi÷íèé
çìiñò. ßêùî òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî ïëîùèíi, òî âêàçàíi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ
ðiâíÿííÿìè ðóõó, à êðèâà � òðà¹êòîði¹þ òî÷êè. Ïðè öüîìó ïàðàìåòð t � öå
÷àñ.

Îòæå, êîæíié êðèâié íà ïëîùèíi âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0, i íàâïà-
êè, êîæíîìó ðiâíÿííþ F (x, y) = 0 âiäïîâiäà¹ ÿêàñü êðèâà íà ïëîùèíi, âëà-
ñòèâîñòi ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ ¨¨ ðiâíÿííÿì. Â àíàëiòè÷íié ãåîìåòði¨ íà ïëîùèíi
âèíèêàþòü äâi îñíîâíi çàäà÷i:
1) çíàþ÷è ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êðèâî¨, çíàéòè ¨¨ ðiâíÿííÿ;
2) çà âiäîìèì ðiâíÿííÿì êðèâî¨ F (x, y) = 0 âèâ÷èòè ¨¨ âëàñòèâîñòi òà ôîðìó.
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7.2 Ïðÿìà íà ïëîùèíi. Ðiçíi âèäè ¨¨ ðiâíÿííÿ

Íàéïðîñòiøîþ ëiíi¹þ íà ïëîùèíi ¹ ïðÿìà. Âîíà çàäà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì ðiâ-
íÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî çìiííèõ x i y. Ðîçãëÿíåìî ðiçíi âèäè ¨¨
ðiâíÿííÿ.

Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ u, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî äàíîìó íåíóëüîâîìó âåêòîðó n⃗ =
(A,B). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî íà ïðÿìié äîâiëüíó òî÷êó M(x, y) i ñêëàäåìî
âåêòîð

−−−→
M0M = (x− x0, y − y0).

x

y

n⃗
M(x, y)

M0(x0, y0)

O

u

Îñêiëüêè âåêòîðè
−−−→
M0M òà n⃗ ïåðåïåíäèêóëÿðíi, òî ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê

äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî A(x− x0) +B(y − y0) = 0.
Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó

òî÷êó M0(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî äàíîìó íåíóëüîâîìó âåêòîðó n⃗ = (A,B).
Ïîêëàäàþ÷è ó öüîìó ðiâíÿííi C = −Ax0 −By0, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

Ax+By + C = 0, (7.2)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨. Âåêòîð n⃗ = (A,B) íàçèâà¹òüñÿ
íîðìàëüíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨.

Âiä çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ëåãêî ïåðåéòè äî âiäîìîãî çi øêîëè ðiâíÿííÿ ïðÿ-
ìî¨ ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì

y = kx+ b.

Äiéñíî, ÿêùî B ̸= 0, òî ðiâíÿííÿ (7.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:
y = −A

Bx −
C
B . À öå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì

k = −A
B . ßêùî æ B = 0, òî ðiâíÿííÿ (7.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó: Ax + C = 0,

87



ïðè÷îìó A ̸= 0, çâiäêè x = −C
A . Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî

ïàðàëåëüíà îñi Oy i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (−C
A , 0).

Çîêðåìà, ÿêùî A = 0, òî y = −C
B , òîáòî ïðÿìà ïàðàëåëüíà îñi Ox. ßêùî

C = 0, òî Ax + By = 0, òîáòî ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò
O(0, 0).

Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨.Íåõàé âiäîìî, ùî ïðÿìà u ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó M0(x0, y0) ïàðàëåëüíî âåêòîðó u⃗ = (l,m). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó
M(x, y) ïðÿìî¨. Ñêëàäåìî âåêòîð

−−−→
M0M = (x− x0, y − y0).

x

y

u⃗

M(x, y)

M0(x0, y0)

O

u

Çðîçóìiëî, ùî âåêòîð
−−−→
M0M êîëiíåàðíèé âåêòîðó u⃗. Çâiäñè âïëèâà¹, ùî

êîîðäèíàòè âåêòîðiâ
−−−→
M0M òà u⃗ ïðîïîðöiéíi. Òîìó

x− x0
l

=
y − y0
m

. (7.3)

Ìè îòðèìàëè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM0(x0, y0) ïàðà-
ëåëüíî âåêòîðó u⃗. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, à
âåêòîð u⃗ = (l,m) íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨.

Ðîçãëÿíåìî äâà ÷àñòèííèõ âèïàäêè. Íåõàé l = 0. Òîäi âåêòîð u⃗ ïàðàëåëü-
íèé îñi Oy, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà ïàðàëåëüíà öié îñi. Îòæå, ðiâíÿííÿ
ïðÿìî¨ áóäå ìàòè âèãëÿä: x = x0. Íåõàé òåïåð m = 0. Òîäi âåêòîð u⃗ ïàðàëåëü-
íèé îñi Ox, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïðÿìà ïàðàëåëüíà öié îñi. Îòæå, ðiâíÿííÿ
ïðÿìî¨ áóäå ìàòè âèãëÿä: y = y0.

Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Ç êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ (7.3) âèïëè-
âà¹, ùî

x− x0
l

=
y − y0
m

= t.
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Âèðàæàþ÷è ç öüîãî ðiâíÿííÿ çìiííi x òà y, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨{
x = lt+ x0,
y = mt+ y0,

(7.4)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨.
Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè. Íåõàé ïðÿìà ïðî-

õîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè M1(x1, y1) òà M2(x2, y2). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó
M(x, y) ïðÿìî¨. Ñêëàäåìî âåêòîð

−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1), ÿêèé ¹ íàïðÿì-

íèì âåêòîðîì ïðÿìî¨. Òîìó ç ðiâíÿííÿ (7.3) îäåðæèìî

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (7.5)

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî-
÷êè.

Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ �ó âiäðiçêàõ�. Íåõàé ïðÿìà ïåðåòèíà¹ âiñü Ox ó òî÷öi
A(a, 0), à âiñü Oy � ó òî÷öi B(0, b).

x

y

A(a, 0)

B(0, b)

O a

b

Òîäi ðiâíÿííÿ (7.5) íàáóäå âèãëÿäó:

x− a
0− a

=
y − 0

b− 0
,

òîáòî
x

a
+
y

b
= 1. (7.6)

Ðiâíÿííÿ (7.6) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ �ó âiäðiçêàõ�, îñêiëüêè ÷èñëà a
òà b âêàçóþòü îði¹íòîâàíi äîâæèíè âiäðiçêiâ, ÿêi ïðÿìà âiäòèíà¹ âiä êîîðäè-
íàòíèõ îñåé.
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Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïðÿìó u íà ïëîùè-
íi. Íåõàé êóò, ÿêèé óòâîðþ¹ ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåíèé ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò
O(0, 0) íà öþ ïðÿìó, äîðiâíþ¹ α, à äîâæèíà öüîãî ïåðïåíäóêóëÿðà p (p ≥ 0),
òîáòî çàäàíî âiäñòàíü âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî ïðÿìî¨. Öi äâà ïàðàìåòðè
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi. Çíàéäåìî ¨¨ ðiâíÿ-
ííÿ.

x

y
u

O

p

P

M
α

Íåõàé òî÷êà P ¹ îñíîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç òî÷êè O(0, 0) íà
ïðÿìó. Òîäi

−→
OP = (p cosα, p sinα) i òî÷êà P ìà¹ êîîðäèíàòè P (p cosα, p sinα).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êóM(x, y) íà ïðÿìié i çíàéäåìî êîîðäèíàòè âåêòîðà
−−→
PM = (x − p cosα, y − p sinα). Âåêòîð

−−→
PM ïåðïåíäèêóëÿðíèé âåêòîðó

−→
OP ,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå,
−−→
PM ·

−→
OP =

(x− p cosα) cosα + (y − p sinα) sinα = 0. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàëè ðiâíÿííÿ

x cosα + y sinα− p = 0, (7.7)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨.
Âiä çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (7.2) ìîæíà ïåðåéòè äî ¨¨ íîðìàëüíîãî

ðiâíÿííÿ (7.7) ìíîæåííÿì ðiâíÿííÿ Ax+By + C = 0 íà, òàê çâàíèé, íîðìó-
þ÷èé ìíîæíèê λ: λ = 1√

A2+B2
, ÿêùî C < 0, àáî æ λ = − 1√

A2+B2
, ÿêùî C > 0.

Òîäi ðiâíÿííÿ íàøî¨ ïðÿìî¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó:

±Ax+By + C√
A2 +B2

= 0.

Ïðèêëàä 7.2. Çâåäåìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ 4x− 3y+15 = 0 äî íîðìàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ.
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Îñêiëüêè C = 15 > 0, òî íîðìóþ÷èì ìíîæíèêîì áóäå ÷èñëî

λ = − 1√
42 + (−3)2

= −1
5
.

Ïîìíîæèìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ 4x − 3y + 15 = 0 íà íîðìóþ÷èé ìíîæíèê òà
îòðèìà¹ìî øóêàíå ðiâíÿííÿ: −4

5x+
3
5y−3 = 0. Çâûäêè, cosα = −4

5 , sinα = 3
5 ,

à âiäñòàíü âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî ïðÿìî¨ p = 3.

7.3 Îñíîâíi çàäà÷i äëÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi

Êóò ìiæ ïðÿìèìè. Íåõàé ïðÿìi u1 òà u2 çàäàíi çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè
A1x + B1y + C1 = 0 òà A2x + B2y + C2 = 0 âiäïîâiäíî. Çíàéäåìî êóò φ ìiæ
ïðÿìèìè u1 òà u2. Êóòîì ìiæ ïðÿìèìè u1 òà u2 íàçèâàþòü êóò ìiæ ¨õ íîð-
ìàëüíèìè âåêòîðàìè n⃗1 = (A1, B1) i n⃗2 = (A2, B2) (âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ
äî ñóìiæíîãî). Òîìó

cosφ =
n⃗1 · n⃗2
|n⃗1| · |n⃗2|

=
A1A2 +B1B2√

A2
1 +B2

1 ·
√
A2

2 +B2
2

.

Îñêiëüêè êîñèíóñè ñóìiæíèõ êóòiâ âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíàêîì, äëÿ îòðèìà-
ííÿ ãîñòðîãî êóòà ìiæ ïðÿìèìè ñëiä âçÿòè ìîäóëü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íîð-
ìàëüíèõ âåêòîðiâ â ÷èñåëüíèêó öi¹¨ ôîðìóëè.

Óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ. Ðîçãëÿíåìî
óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ u1 òà u2, çàäàíèõ çàãàëü-
íèìè ðiâíÿííÿìè A1x + B1y + C1 = 0 òà A2x + B2y + C2 = 0 âiäïîâiäíî.
ßêùî ïðÿìi u1 òà u2 ïàðàëåëüíi, òî ¨õ íîðìàëüíi âåêòîðè n⃗1 = (A1, B1) i
n⃗2 = (A2, B2) êîëiíåàðíi, òîáòî

A1

A2
= B1

B2
.

ßêùî ïðÿìi u1 òà u2 ïåðïåíäèêóëÿðíi, òî ¨õ íîðìàëüíi âåêòîðè n⃗1 =
(A1, B1) i n⃗2 = (A2, B2) òàêîæ ïåðïåíäèêóëÿðíi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ¨õ ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, òîáòî A1A2 +B1B2 = 0.

Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨. Íåõàé ïðÿìà u çàäàíà ñâî¨ì çàãàëüíèì
ðiâíÿííÿì Ax+By+C = 0 i çàäàíà äåÿêà òî÷êà ïëîùèíèM0(x0, y0). Çíàéäåìî
âiäñòàíü âiä òî÷êè M0 äî ïðÿìî¨ u.
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x

yM0

O

n⃗

ρ
M1

u

Âiäñòàíü ρ âiä òî÷êè M0 äî ïðÿìî¨ u äîðiâíþ¹ ìîäóëþ ïðîåêöi¨ âåêòî-
ðà
−−−→
M1M0, äå M1(x1, y1) � äîâiëüíà òî÷êà ïðÿìî¨ u, íà íàïðÿì íîðìàëüíîãî

âåêòîðà n⃗ = (A,B) ïðÿìî¨ u. Òàêèì ÷èíîì,

ρ = |npn⃗
−−−→
M1M0| =

|
−−−→
M1M0 · n⃗|
|n⃗|

=
|(x0 − x1)A+ (y0 − y1)B|√

A2 +B2
=

=
|Ax0 +By0 − Ax1 +By1|√

A2 +B2
.

Àëå îñêiëüêè òî÷êà M1(x1, y1) íàëåæèòü ïðÿìié u, òî Ax1 + By1 + C = 0
àáî −Ax1 −By1 = C. Òîìó

ρ = ρ(M0, u) =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

Îñòàííÿ ôîðìóëà ¹ ôîðìóëîþ âiäñòàíi âiä òî÷êè M0(x0, y0) äî ïðÿìî¨ u
Ax+By + C = 0.

Ïðèêëàä 7.3. Çàäàíî êîîðäèíàòè âåðøèí òðèêóòíèêàA(3; 2),B(2;−2), C(1; 4).
Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ñòîðîíè (AB), ðiâíÿííÿ âèñîòè (CH), ðiâíÿííÿ ìåäiàíè
(BM). Çíàéäåìî äîâæèíó âèñîòè CH (÷åðåç âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨).

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, íà ÿêié ëåæèòü ñòîðîíà òðèêóòíèêà AB, ÿê
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A ïàðàëåëüíî âåêòîðó

−→
AB =

(2− 3,−2− 2) = (−1,−4).
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C

A

M

H

B

Âèêîðèñòîâóþ÷è êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, îäåðæèìî
x− 3

−1
=

y − 2

−4
,

çâiäêè (−4)(x− 3) = (−1)(y − 2) àáî 4x− y − 10 = 0.
(AB): 4x− y − 10 = 0.
Òåïåð ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç âèñîòó CH, ÿê òàêî¨,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó C ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó
−→
AB = (−1,−4). Òîìó

øóêàíå ðiâíÿííÿ âèñîòè (−1)(x− 1) + (−4)(y − 4) àáî x+ 4y − 17 = 0.
(CH) : x+ 4y − 17 = 0.
Îá÷èñëèìî äîâæèíó âèñîòè CH çà ôîðìóëîþ âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ïðÿ-

ìî¨. Äëÿ ÷îãî ñïî÷àòêó âíîðìó¹ìî ðiâíÿííÿ ñòîðîíè (AB):
4x− y − 10√

17
= 0.

Çâiäêè

|CH| = ρ(C, (AB)) =
|4 · 1− 4− 10|√

17
=
| − 10|√

17
=

10
√
17

17
.

Äëÿ òîãî, ùîá ñêëàñòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, íà ÿêié ëåæèòü ìåäiàíà BM òðè-
êóòíèêà, çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êèM çà ôîðìóëàìè ñåðåäèíè âiäðiçêà AC:

x =
xA + xC

2
=

2 + 4

2
= 3, y =

yA + yC
2

=
3 + 1

2
= 2.

Òîìó ðiâíÿííÿ ìåäiàíè (ÿê ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè
C òà M):

x− 2

3− 2
=
y − (−2)
2− (−2)

, çâiäêè 4(x− 2) = 1(y + 4) àáî 4x− y − 12 = 0.

(BM): 4x− y − 12 = 0.
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7.4 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 7.2. Êðèâîþ äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü
òî÷îê (ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê), ÿêi â äåÿêié äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò
Oxy çàäîâîëüíÿþòü àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó:

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0, (7.8)

äå A, B, C, D, E, F � äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó ïðèíàéìíi îäíå ç ÷èñåë A, B, C
âiäìiííå âiä íóëÿ.

Ðiâíÿííÿ (7.8) çàëåæíî âiä çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ âèçíà÷à¹ äâi ïàðàëåëüíi
ïðÿìi, äâi ïðÿìi, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ, îäíó ïðÿìó, òî÷êó, ïîðîæíþ ìíîæèíó
àáî çàäà¹ íà ïëîùèíi êîëî, åëiïñ, ãiïåðáîëó ÷è ïàðàáîëó.

7.5 Åëiïñ, éîãî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 7.3. Åëiïñîì íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè, ñó-
ìà âiäñòàíåé âiä êîæíî¨ ç ÿêèõ äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïëîùèíè, ùî íàçè-
âàþòüñÿ ôîêóñàìè, ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ i áiëüøîþ çà âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè.

Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà. Çàôiêñó¹ìî äâi òî÷êè ïëîùèíè � ôîêó-
ñè F1 i F2. Ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi òàêó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy,
ùî âiñü Ox ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñè F1 i F2, à òî÷êà O ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà
F1F2. Òàêèì ÷èíîì, F1(−c, 0) i F2(c, 0), äå c � âiäîìå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî.
Íåõàé M(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà åëiïñà, òà ñóìà âiäñòàíåé âiä òî÷êè M(x, y)
äî ôîêóñiâ äîðiâíþ¹ 2a, òîáòî |MF1| + |MF2| = 2a. Âiäðiçêè |MF1| i |MF2|
íàçèâàþòüñÿ ôîêàëüíèìè ðàäióñàìè òî÷êè M .

x

y

OF1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)
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Îñêiëüêè |MF1| =
√

(x+ c)2 + y2, |MF2| =
√
(x− c)2 + y2, òî ðiâíÿííÿ

êðèâî¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a,

çâiäêè ïiñëÿ ñïðîùåíü

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

Ç îçíà÷åííÿì åëiïñà âiäîìî, ùî a > c. Òîìó, ïîêëàäàþ÷è a2 − c2 = b2,
îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

b2x2 + a2y2 = a2b2,

çâiäêè

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (7.9)

Ðiâíÿííÿ (7.9) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì åëiïñà. Çàóâàæèìî, ùî
ó âèïàäêó, êîëè a = b, ðiâíÿííÿ (7.9) îïèñó¹ íà ïëîùèíi êîëî ç öåíòðîì ó
ïî÷àòêó êîîðäèíàò òà ðàäióñà R = a. Îòæå, äîâiëüíà òî÷êà, ùî íàëåæèòü
åëiïñó, ó äåÿêié äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (7.9).

Ó äåÿêèõ çàäà÷àõ âiä êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ åëiïñà çðó÷íî ïåðåõîäèòè äî
éîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ:{

x = a cos t,
y = b sin t.

(7.10)

Ôîðìà òà õàðàêòåðèñòèêè åëiïñà. Äîñëiäèìî çà ðiâíÿííÿì (7.9) ôîð-
ìó òà ðîçòàøóâàííÿ åëiïñà.

1. Çìiííi x òà y âõîäÿòü ó ðiâíÿííÿ (7.9) ó ïàðíèõ ñòåïåíÿõ. Òîìó, ÿêùî
òî÷êà (x, y) íàëåæèòü åëiïñó, òî i òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè (x,−y), (−x, y),
(−x,−y) òàêîæ íàëåæàòü åëiïñó. Îòæå, ôiãóðà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî âiäïî-
âiäíî îñåé Ox òà Oy, à òàêîæ òî÷êè O(0, 0), ÿêó íàçèâàþòü öåíòðîì åëiïñà.

2. Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó åëiïñà ç îñÿìè êîîðäèíàò. Ïiäñòàâèâøè ó ðiâ-
íÿííÿ (7.9) y = 0, îòðèìà¹ìî, ùî âiñü Ox åëiïñ ïåðåòèíà¹ ó òî÷êàõ A1(a, 0),
A2(−a, 0). Ïîêëàâøè x = 0, îòðèìà¹ìî äâi òî÷êè B1(0, b), B1(0,−b), â ÿêèõ
åëiïñ ïåðåòèíà¹ âiñü Oy. Òî÷êè A1, A2, B1, B2 íàçèâàþòü âåðøèíàìè åëiïñà.
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Âiäðiçêè A1A2 òà B1B2, à òàêîæ ¨õ äîâæèíè 2a i 2b íàçèâàþòü âiäïîâiäíî âå-
ëèêîþ òà ìàëîþ îñÿìè åëiïñà. ×èñëà a i b íàçèâàþòü âiäïîâiäíî âåëèêîþ òà
ìàëîþ ïiâîñÿìè åëiïñà.

3. Ç ðiâíÿííÿ (7.9) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî x2

a2 ≤ 1 i y
2

b2 ≤ 1, çâiäêè −a ≤ x ≤ a
a i −b ≤ y ≤ b. Òîáòî âñi òî÷êè åëiïñà çíàõîäÿòüñÿ âñåðåäèíi ïðÿìîêóòíèêà,
óòâîðåíîãî ïðÿìèìè x = ±a i y = ±b.

4. Âiçüìåìî íà åëiïñi òî÷êó (x, y) ó ïåðøié ÷âåðòi. Â öié ÷âåðòi x ≥ 0,
y ≥ 0, à òîìó y = b

a

√
a2 − x2, 0 ≤ x ≤ a. Îñêiëüêè ïåðøà òà äðóãà ïîõiäíi

ôóíêöi¨ y âiä'¹ìíi ïðè 0 < x < a, òî ôóíêöiÿ ñïàäà¹ i ¨¨ ãðàôiê îïóêëèé
âãîðó ïðè 0 < x < a. Çà âñòàíîâëåíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîáóäó¹ìî ÷àñòèíó
åëiïñà, ÿêà ìiñòèòüñÿ ó ïåðøié ÷âåðòi, ÿê ãðàôiê ôóíêöi¨ y i ñêîðèñòà¹ìîñÿ
ñèìåòði¹þ. Òàêèì ÷èíîì, åëiïñ ¹ çàìêíåíîþ êðèâîþ:

x

y

OF1 F2

A1(−a, 0) A2(a, 0)

B2(0, b)

B1(0,−b)

5. Âiäíîøåííÿ ïîëîâèíè âiäñòàíi ìiæ ôîêóñàìè äî áiëüøî¨ ïiâîñi íàçèâà-
¹òüñÿ åêñöåíòðèñèòåòîì åëiïñà i ïîçíà÷à¹òüñÿ ëiòåðîþ ε:

ε =
c

a
.

Åêñöåíòðèñèòåò ¹ ìiðîþ ñïëþñíóòîñòi åëiïñà. Ñïðàâäi, ïåðåïèøåìî ôîðìóëó,
ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ åêñöåíòðèñèòåò, íàñòóïíèì ÷èíîì:

ε =

√
a2 − b2
a

=

√
1−

(
b

a

)2

.

Îòæå, êîëè b áëèçüêå äî a, åêñöåíòðèñèòåò ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íóëÿ (åëiïñ
ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êîëà), à êîëè b áëèçüêå äî íóëÿ ïðè ôiêñîâàíîìó a, åêñ-
öåíòðèñèòåò íàáëèæà¹òüñÿ äî 1 (åëiïñ ñèëüíî ñïëþñíóòèé). Òîáòî äëÿ åëiïñà
0 < ε < 1.
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6. Íåõàé M(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà åëiïñà. Ðîçãëÿíåìî ôîêàëüíi ðàäióñè
MF1 = r1 òà MF2 = r2. Òîäi, çãiäíî îçíà÷åííÿ, r1 + r2 = 2a i ñïðàâåäëèâi
ðiâíîñòi:

r1 = a+ εx, r2 = a− εx.

x

y

OF1 F2

d2 : x = a
εd1 : x = −a

ε

M

r1
r2 r

d

Ïðÿìi x = ±a
ε íàçèâàþòüñÿ äèðåêòðèñàìè åëiïñà. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëà-

ñòèâiñòü:
ßêùî r � âiäñòàíü âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè åëiïñà äî îäíîãî ç äâîõ ôîêóñiâ,

à d � âiäñòàíü âiä öi¹¨ æ òî÷êè äî âiäïîâiäíî¨ öüîìó ôîêóñó äèðåêòðèñè, òî
âiäíîøåííÿ r

d ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ, ðiâíîþ åêñöåíòðèñèòåòó.
7. ßêùî öåíòð åëiïñà çíàõîäèòüñÿ ó òî÷öi O1(x0, y0), òî éîãî êàíîíi÷íå

ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1.

Ïðè öüîìó ôîêóñè çíàõîäÿòüñÿ ó òî÷êàõ F1(x0− c, y0) i F2(x0 + c, y0), à äèðå-
êòðèñè çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè: x = x0 ± a

ε .
8. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü åëiïñà: âñi ïðîìåíi, ùî âèõîäÿòü iç îäíîãî ç ôîêóñiâ

åëiïñà, ïiñëÿ âiäáèòòÿ âiä åëiïñà ïðîéäóòü ÷åðåç iíøèé éîãî ôîêóñ.
9. ßêùî a = b = R, òî ðiâíÿííÿ

(x− x0)2

R2
+

(y − y0)2

R2
= 1 ⇔ (x− x0)2 + (y − y0)2 = R2

çàäà¹ íà ïëîùèíi êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì â òî÷öi O1(x0, y0).
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Çi øêiëüíîãî êóðñó ãåîìåòði¨ âiäîìî, ùî ðiâíÿííÿ êîëà áåçïîñåðåäíüî îòðè-
ìó¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿ êîëà ÿê ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê ïëîùèíè, âiääàëåíèõ
âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè ïëîùèíè, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì êîëà, íà îäíàêîâó
âiäñòàíü R.

7.6 Ãiïåðáîëà, ¨¨ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 7.4. Ãiïåðáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè,
ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä êîæíî¨ ç ÿêèõ äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïëîùè-
íè, ùî íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè, ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ i ìåíøîþ çà âiäñòàíü ìiæ
ôîêóñàìè.

Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè. Çàôiêñó¹ìî äâi òî÷êè ïëîùèíè � ôî-
êóñè F1 i F2. Ðîçãëÿíåìî íà ïëîùèíi òàêó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy,
ùî âiñü Ox ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñè F1 i F2, à òî÷êà O ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà
F1F2. Òàêèì ÷èíîì, F1(−c, 0) i F2(c, 0), äå c � âiäîìå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî.

Íåõàé M(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà ãiïåðáîëè. Ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä
òî÷êè M(x, y) äî ôîêóñiâ ïîçíà÷èìî 2a. Òîäi ||MF1| − |MF2|| = 2a. Âiäðiçêè
|MF1| i |MF2| íàçèâàþòüñÿ ôîêàëüíèìè ðàäióñàìè òî÷êè M .

x

y

OF1(−c, 0) F2(c, 0)

M(x, y)

Òàêèì ÷èíîì, |MF1|−|MF2| = ±2a. Âðàõîâóþ÷è ùî |MF1| =
√

(x+ c)2 + y2,
|MF2| =

√
(x− c)2 + y2, ðiâíÿííÿ êðèâî¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó√

(x+ c)2 + y2 −
√
(x− c)2 + y2 = ±2a.

Ñïðîñòèâøè öå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

x2

a2
− y2

b2
= 1, (7.11)
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äå b2 = c2−a2. Ðiâíÿííÿ (7.11) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëè.
Îòæå, êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êè, ùî íàëåæèòü ãiïåðáîëi, ó äåÿêié äåêàðòî-
âié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (7.11).

Ôîðìà òà õàðàêòåðèñòèêè ãiïåðáîëè. Äîñëiäèìî ôîðìó òà ðîçòàøó-
âàííÿ ãiïåðáîëè çà ¨¨ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì (7.11).

1. Çìiííi x òà y âõîäÿòü ó ðiâíÿííÿ (7.11) ó ïàðíèõ ñòåïåíÿõ. Òîìó, ÿêùî
òî÷êà (x, y) íàëåæèòü ãiïåðáîëi, òî i òî÷êè (x,−y), (−x, y), (−x,−y) òàêîæ
íàëåæàòü ãiïåðáîëi. Îòæå, ôiãóðà ñèìåòðè÷íà âiäïîâiäíî âiäíîñíî îñåé Ox òà
Oy, à òàêîæ òî÷êè O(0, 0), ÿêó íàçèâàþòü öåíòðîì ãiïåðáîëè.

2. Çíàéäåìî òî÷êè ïåðåòèíó ãiïåðáîëè ç îñÿìè êîîðäèíàò. Ïiäñòàâëÿþ÷è
ó ðiâíÿííÿ (7.11) y = 0, îòðèìà¹ìî, ùî ãiïåðáîëà ïåðåòèíà¹ âiñü Ox ó òî÷êàõ
A1(a, 0), A2(−a, 0). Ïîêëàâøè x = 0, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ y2 = −b2, ÿêå íå
ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Îòæå, ãiïåðáîëà íå ïåðåòèíà¹ âiñü Oy. Òî÷êè A1, A2 íàçèâà-
þòüñÿ âåðøèíàìè ãiïåðáîëè. Âiäðiçîê A1A2 = 2a íàçèâà¹òüñÿ äiéñíîþ âiññþ
ãiïåðáîëè, à âiäðiçîê B1B2 = 2b � óÿâíîþ âiññþ ãiïåðáîëè. ×èñëà a i b íà-
çèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî äiéñíîþ òà óÿâíîþ ïiâîñÿìè ãiïåðáîëè. Ïðÿìîêóòíèê,
óòâîðåíèé ïðÿìèìè x = ±a i y = ±b íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì (êîîðäèíàòíèì)
ïðÿìîêóòíèêîì ãiïåðáîëè.

3. Ç ðiâíÿííÿ (7.11) âèïëèâà¹, ùî x2

a2 ≥ 1, òîáòî |x| ≥ a. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi
òî÷êè ãiïåðáîëè ðîçòàøîâàíi ñïðàâà âiä ïðÿìî¨ x = a (ïðàâà ãiëêà ãiïåðáîëè)
i çëiâà âiä ïðÿìî¨ x = −a (ëiâà ãiëêà ãiïåðáîëè).

4. Âiçüìåìî íà ãiïåðáîëi òî÷êó (x, y) ó ïåðøié ÷âåðòi, òîáòî x ≥ 0, y ≥ 0, à
òîìó y = b

a

√
x2 − a2, x ≥ a. Îñêiëüêè y′ = bx

a
√
x2−a2 > 0 ïðè x > a, òî ôóíêöiÿ

ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè x > a. Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè y′′ = − ab√
(x2−a2)3

< 0 ïðè

x > a, òî ãðàôiê ôóíêöi¨ îïóêëèé âãîðó ïðè x > a.
5. Àñèìïòîòè ãiïåðáîëè. Ãiïåðáîëà ìà¹ äâi àñèìïòîòè. Çíàéäåìî àñèìïòîòó

äî ãiëêè ãiïåðáîëè, ùî çíàõîäèòüñÿ ó ïåðøié ÷âåðòi. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó (x, y)
ó ïåðøié ÷âåðòi, òîáòî x ≥ 0, y ≥ 0. Â öüîìó âèïàäêó y = b

a

√
x2 − a2. Òîäi, ÿê

âiäîìî ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ðiâíÿííÿ ïîõèëî¨ àñèìïòîòè ìàòèìå âèãëÿä
y = Kx+B, äå

K = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

b
a

√
x2 − a2

x
=
b

a
,

B = lim
x→∞

(y −Kx) = lim
x→∞

(
b

a

√
x2 − a2 − b

a
x

)
= 0.
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Îòæå, ïðÿìà y = b
ax ¹ àñèìïòîòîþ ôóíêöi¨ y = b

a

√
x2 − a2. Òîìó, ç ìiðêó-

âàíü ñèìåòði¨, àñèìïòîòàìè ãiïåðáîëè ¹ ïðÿìi y = ± b
ax. Çðîçóìiëî, ùî àñèì-

ïòîòè ãiïåðáîëè ìiñòÿòü äiàãîíàëi ãîëîâíîãî ïðÿìîêóòíèêà ãiïåðáîëè.
Çà çíàéäåíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîáóäó¹ìî ãiëêó ãiïåðáîëè, ùî çíàõîäè-

òüñÿ ó ïåðøié ÷âåðòi, òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ ñèìåòði¹þ:

x

y

O

F1

F2

x = a
εx = −a

ε

M

r1
r2 r

d

y = − b
a x

y =
b
a
x

A1

A2

B2

B1

6. Âiäíîøåííÿ ïîëîâèíè âiäñòàíi ìiæ ôîêóñàìè äî áiëüøî¨ ïiâîñi c íàçè-
âà¹òüñÿ åêñöåíòðèñèòåòîì ãiïåðáîëè i ïîçíà÷à¹òüñÿ ëiòåðîþ ε:

ε =
c

a
.

Åêñöåíòðèñèòåò ãiïåðáîëè ε > 1 i õàðàêòåðèçó¹ ¨¨ ôîðìó. Äiéñíî, îñêiëüêè

ε =

√
a2 + b2

a
=

√
1 +

(
b

a

)2

,

òî ÷èì ìåíøèì ¹ âiäíîøåííÿ ïiâîñåé ãiïåðáîëè b
a , òèì ìåíøèì ¹ åêñöåíòðè-

ñèòåò ãiïåðáîëè, i òèì áiëüøå ðîçòÿãíóòèé ¨¨ ãîëîâíèé ïðÿìîêóòíèê.
Ïðè b = a ãiïåðáîëà íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîái÷íîþ i îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2 − y2 = a2. Ãîëîâíèì ïðÿìîêóòíèêîì ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáîëè ¹ êâàäðàò, à
¨¨ åêñöåíòðèñèòåò ε =

√
2.

100



7. Íåõàé M(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà ãiïåðáîëè. Ðîçãëÿíåìî ¨¨ ôîêàëüíi ðà-
äióñè MF1 = r1 òà MF2 = r2. Äëÿ òî÷îê ïðàâî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè âîíè ìàþòü
âèãëÿä:

r1 = a+ εx, r2 = −a+ εx.

Äëÿ òî÷îê ëiâî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè ôîêàëüíi ðàäióñè çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

r1 = −a− εx, r2 = a− εx.

Ïðÿìi x = ±a
ε íàçèâàþòüñÿ äèðåêòðèñàìè ãiïåðáîëè. Îñêiëüêè äëÿ ãi-

ïåðáîëè ε > 1, òî ¨¨ äèðåêòðèñè ðîçòàøîâàíi ìiæ ïî÷àòêîì êîîðäèíàò òà
âåðøèíàìè A1 i A2. Âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü:

ßêùî r � âiäñòàíü âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè ãiïåðáîëè äî îäíîãî ç äâîõ ôîêóñiâ,
à d � âiäñòàíü âiä öi¹¨ æ òî÷êè äî âiäïîâiäíî¨ öüîìó ôîêóñó äèðåêòðèñè, òî
âiäíîøåííÿ r

d ¹ âåëè÷èíîþ ñòàëîþ, ðiâíîþ åêñöåíòðèñèòåòó ãiïåðáîëè.
8. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè: áóäü-ÿêèé ïðîìiíü, ùî âèõîäèòü iç îäíî-

ãî ç ôîêóñiâ, ïiñëÿ âiäáèòòÿ âiä ãiïåðáîëè íà÷åáòî âèõîäèòü iç iíøîãî ôîêóñà.

7.7 Ïàðàáîëà, ¨¨ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 7.5. Ïàðàáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè,
êîæíà ç ÿêèõ ðiâíîâiääàëåíà âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè ïëîùèíè, ùî íàçèâà¹òüñÿ
ôîêóñîì, òà ôiêñîâàíî¨ ïðÿìî¨, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ äèðåêòðèñîþ.

Âiäñòàíü âiä ôîêóñà äî äèðåêòðèñè ïàðàáîëè íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì ïà-
ðàáîëè i ïîçíà÷à¹òüñÿ p (p > 0).

x

y

O F
(
p
2 , 0
)

x = −p
2

M(x, y)H
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Çàôiêñó¹ìî íà ïëîùèíi ôîêóñ F òà ïðÿìó d � äèðåêòðèñó ïàðàáîëè. Âèáåðåìî
íà ïëîùèíi äåêàðîòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá âiñü Ox ïðîõîäèëà ÷åðåç
ôîêóñ F ïåðïåíäèêóëÿðíî äî äèðåêòðèñè d ó íàïðÿìêó âiä äèðåêòðèñè äî
ôîêóñà. Ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïîìiñòèìî ó ñåðåäèíi ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî
ç ôîêóñà íà äèðåêòðèñó. Ó âèáðàíié ñèñòåìi êîîðäèíàò F

(
p
2 , 0
)
, à äèðåêòðèñà

d: x = −p
2 .

Íåõàé M(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà ïàðàáîëè. Çíàéäåìî âiäñòàíü |FM |:

|MF | =
√(

x− p

2

)2
+ y2.

Âiäðiçîê |FM | íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíèì ðàäióñîì òî÷êè M . Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç H îñíîâó ïåðïåíäèêóëÿðà ïðîâåäåíîãî ç òî÷êè M äî äèðåêòðèñè. Òîäi

|MH| =
√(

x+
p

2

)2
+ (y − y)2 =

∣∣∣x+ p

2

∣∣∣ .
Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì |MF | = |MH|, òî√(

x− p

2

)2
+ y2 =

∣∣∣x+ p

2

∣∣∣ .
Çâiäêè ïiñëÿ ñïðîùåíü îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè:

y2 = 2px.

Ôîðìà òà õàðàêòåðèñòèêè ïàðàáîëè. Äîñëiäèìî çà êàíîíi÷íèì ðiâ-
íÿííÿì ôîðìó òà ðîçòàøóâàííÿ ïàðàáîëè.

1. Ó ðiâíÿííÿ y2 = 2px çìiííà y âõîäèòü ó ïàðíîìó ñòåïåíi, çâiäêè âè-
ïëèâà¹, ùî ïàðàáîëà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñi Ox. Âiñü Ox ¹ âiññþ ñèìåòði¨
ïàðàáîëè.

2. Îñêiëüêè p > 0, òî x > 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïàðàáîëà ðîçòàøîâàíà
ñïðàâà âiä îñi Oy.

3. Ïðè x = 0 ìà¹ìî y = 0, òîáòî ïàðàáîëà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîð-
äèíàò. Òî÷êà O(0, 0) íàçèâà¹òüñÿ âåðøèíîþ ïàðàáîëè.

4. Ïðè çáiëüøåííi çíà÷åíü çìiííî¨ x ìîäóëü y òàêîæ çðîñòà¹. Çîáðàçèìî
ïàðàáîëó íà ðèñóíêó:
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x

y

O F

x = −p
2

r
M(x, y)

d

5. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ïàðàáîëè: áóäü-ÿêèé ïðîìiíü, ÿêèé âèõîäèòü iç ôîêó-
ñà, âiäáèâàþ÷èñü âiä ïàðàáîëè ñïðÿìîâó¹òüñÿ ïàðàëåëüíî äî ¨¨ îñi.

6. Ç îçíà÷åííÿ ïàðàáîëè âèïëèâà¹ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü:
ßêùî r � âiäñòàíü âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè M ïàðàáîëè äî ôîêóñà, à d � âiä-

ñòàíü âiä öi¹¨ æ òî÷êè äî äèðåêòðèñè, òî âiäíîøåííÿ r
d = 1, òîáòî ¹ âåëè÷èíîþ

ñòàëîþ, ðiâíîþ åêñöåíòðèñèòåòó ïàðàáîëè, ÿêèé çà îçíà÷åííÿì ïîêëàäà¹òüñÿ
ðiâíèì 1.
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 7

1. ßêèé âèãëÿä ìà¹ çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨? ßêèì ¹ çìiñò êîåôiöi¹íòiâ
öüîãî ðiâíÿííÿ?

2. Ùî òàêå íîðìàëüíèé âåêòîð ïðÿìî¨?

3. ßêèé âèãëÿä ìà¹ êàíîíi÷íå i ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨? ßêèì ¹
çìiñò êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðiâíÿííÿ?

4. Ùî òàêå íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨?

5. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi çàäàíi òî÷êè?

6. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ¾ó âiäðiçêàõ¿? ßêèé ãåîìåòðè÷íèé
çìiñò êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðiâíÿííÿ?

7. ßêå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì iç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì?
ßêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðiâíÿííÿ?

8. ßê çíàéòè êóò ìiæ ïðÿìèìè?

9. ßê çàïèñàòè óìîâè ïàðàëåëüíîñòi é ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi äâîõ ïðÿìèõ?

10. Ùî íàçèâàþòü åëiïñîì?

11. ßêå êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà òà îñíîâíi éîãî õàðàêòåðèñòèêè?

12. Ùî íàçèâàþòü ãiïåðáîëîþ? ßêå êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè òà îñíîâíi
õàðàêòåðèñòèêè?

13. Ùî íàçèâàþòü ïàðàáîëîþ?

14. ßêå êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè òà îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè?
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8 Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi i ëiíi¨ ó ïðîñòîði. Ïëîùèíà
â ïðîñòîði. Ïðÿìà â ïðîñòîði

8.1 Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi i ëiíi¨ ó ïðîñòîði

Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ó ïðîñòîði

Çàçâè÷àé ïîâåðõíi ó ïðîñòîði, ðîçãëÿäàþòü ÿê ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ùî
çàäîâîëüíÿþòü äåÿêié óìîâi. Íàïðèêëàä, ñôåðà ðàäióñà R ç öåòðîì â òî÷öi
O1 ¹ ãåîìåòðè÷íèì ìiñöåì âñiõ òî÷îê ïðîñòîðó, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ âiä òî÷êè O1

íà âiäñòàíi R.
Ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíî-

çíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ òî÷êàìè ïðîñòîðó i òðiéêàìè ÷èñåë x, y, z � ¨õ êî-
îðäèíàòàìè. Âëàñòèâiñòü, ñïiëüíó äëÿ âñiõ òî÷îê ïîâåðõíi, ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi ðiâíÿííÿ, ÿêå çâ'ÿçó¹ êîîðäèíàòè âñiõ òî÷îê ïîâåðõíi.

Îçíà÷åííÿ 8.1. Ðiâíÿííÿì ïîâåðõíi σ â ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò
Oxyz íàçèâà¹òüñÿ òàêå ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0 ç òðüîìà íåâiäîìèìè x, y,
z, ÿêîìó çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè êîæíî¨ òî÷êè, ùî ëåæèòü íà ïîâåðõíi σ,
i íå çàäîâîëüíÿþòü êîîðäèíàòè òî÷îê, ùî íå ëåæàòü íà öié ïîâåðõíi.

Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi äîçâîëÿ¹ âèâ÷åííÿ ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïîâåð-
õîíü çàìiíèòè äîñëiäæåííÿì ¨¨ ðiâíÿííÿ. Íàïðèêëàä, òî÷êà M1(x1, y1, z1) ëå-
æèòü íà äàíié ïîâåðõíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîîðäèíàòè òî÷êè M1 çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïîâåðõíi.

Ðiâíÿííÿ ëiíi¨ (êðèâî¨) ó ïðîñòîði. Ëiíiþ ó ïðîñòîði ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè, ÿê ëiíiþ ïåðåòèíó äâîõ ïîâåðõîíü àáî ÿê ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ñïiëü-
íèõ äëÿ äâîõ ïîâåðõîíü.

x y

z

O

γσ1

σ2
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ßêùî F1(x, y, z) = 0 i F2(x, y, z) = 0 � ðiâíÿííÿ äâîõ ïîâåðõîíü σ1 òà σ2
âiäïîâiäíî, ÿêi âèçíà÷àþòü ëiíiþ γ, òî êîîðäèíàòè òî÷îê öi¹¨ ëiíi¨ çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìi äâîõ ðiâíÿíü ç òðüîìà íåâiäîìèìè:{

F1(x, y, z) = 0,
F2(x, y, z) = 0.

Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì ëiíi¨ ó ïðîñòîði. Íàïðèêëàä,

{
y = 0,
z = 0

� ðiâíÿííÿ îñi Ox.
Ëiíiþ ó ïðîñòîði ìîæíà çàäàâàòè òàêîæ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì r⃗ = ⃗r(t), äå

t � ñêàëÿðíèé ïàðàìåòð. Êîæíîìó çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t0 âiäïîâiäà¹ ðàäióñ-
âåêòîð r⃗0 = ⃗r(t0). Ïðè çìiíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t, êiíåöü ðàäióñ-âåêòîðà îïè-
ñó¹ êðèâó γ ó ïðîñòîði.

x y

z

O

γ

r⃗
M(x, y, z)

Êðèâó ó ïðîñòîði ìîæíà çàäàâàòè òàêîæ çà äîïîìîãîþ òðüîõ ðiâíÿíü: x = x(t),
y = y(t),
z = z(t), t ∈ T.

(8.1)

äå x, y òà z � êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êè M(x, y, z) êðèâî¨, à t � çìiííà, ùî
íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì i ïðîáiãà¹ ìíîæèíó çíà÷åíü T . Ïàðàìåòð t âèçíà÷à¹
ïîëîæåííÿ êîæíî¨ òî÷êè M(x, y, z) êðèâî¨ ó ïðîñòîði Oxyz. Òàêå çàäàííÿ
êðèâî¨ ó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì.

Îòæå, ïîâåðõíþ ó ïðîñòîði ìîæíà çàäàòè àíàëiòè÷íî (ðiâíÿííÿì) àáî ãåî-
ìåòðè÷íî (âëàñòèâiñòþ, ÿêié çàäîâîëüíÿþòü âñi òî÷êè ïîâåðõíi). Òàêèì ÷è-
íîì, âèíèêàþòü äâi îñíîâíi çàäà÷i àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ ó ïðîñòîði:

1) Çíàéòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, çàäàíî¨ ÿê ÃÌÒ.
2) Äîñëiäèòè ôîðìó òà ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ïîâåðõíi, çàäàíî¨ ñâî¨ì

ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0.
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8.2 Ïëîùèíà â ïðîñòîði, âèäè ¨¨ ðiâíÿííÿ

Íàéïðîñòiøîþ ïîâåðõíåþ ó ïðîñòîði ¹ ïëîùèíà. Âîíà çàäà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì
ðiâíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî çìiííèõ x, y òà z. Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi
ñïîñîáè çàäàííÿ ïëîùèíè.

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó ïåðåïåí-
äèêóëÿðíî äî çàäàíîãî âåêòîðà. Íåõàé ó ïðîñòîði ç ââåäåíîþ ïðÿìî-
êóòíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò Oxyz çàäàíî ïëîùèíó π. Íåõàé âiäîìî òî÷êó
M0(x0, y0, z0), ÷åðåç ÿêó ïðîõîäèòü ïëîùèíà, òà âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî
ïëîùèíè ⃗n(A,B,C).

Íåõàé M(x, y, z) � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè. Ñêëàäåìî âåêòîð
−−−→
M0M =

(x − x0, y − y0, z − z0). Òî÷êà M(x, y, z) íàëåæèòü ïëîùèíi π òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âåêòîðè

−−−→
M0M i n⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíi, òîáòî ¨õ ñêàëÿðíèé äîáóòîê

äîðiâíþ¹ íóëþ
−−−→
M0M ·n⃗ = 0. Çâiäñè îòðèìó¹ìî øóêàíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ÿêà

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó n⃗ = (A,B,C):

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (8.2)

Âåêòîð n⃗ = (A,B,C) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì âåêòîðîì ïëîùèíè.

O

n⃗M

M0

x y

z

Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè. Ïîäàìî ðiâíÿííÿ (8.2) ó âèãëÿäi: Ax +
By + Cz − (Ax0 + By0 + Cz0) = 0. Ïîêëàäàþ÷è −(Ax0 + By0 + Cz0) = D,
îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî çìiííèõ x, y, z:

Ax+By + Cz +D = 0, (8.3)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè.
Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ (8.3):
1) ßêùî D = 0, òî ðiâíÿííÿ (8.3) ìàòèìå âèãëÿä Ax + By + Cz = 0.

Öå ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿ¹ òî÷êà O(0, 0, 0). Îòæå, ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç
ïî÷àòîê êîîðäèíàò.
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2) ßêùî C = 0, òî ðiâíÿííÿ (8.3) ìàòèìå âèãëÿä Ax+By+D = 0. Âåêòîð
n⃗(A,B,C) ¹ íîðìàëüíèì âåêòîðîì öi¹¨ ïëîùèíè. Âií ïåðïåíäèêóëÿðíèé îñi
Oz. Òàêèì ÷èíîì, ïëîùèíà ïàðàëåëüíà îñi Oz. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî A = 0, òî
ïëîùèíà ïàðàëåëüíà îñi Ox, à ÿêùî B = 0, òî ïëîùèíà ïàðàëåëüíà îñi Oy.

3) ßêùî C = D = 0, òî ïëîùèíà Ax + By = 0 ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî-
÷àòîê êîîðäèíàò i ïàðàëåëüíà îñi Oz, òîáòî ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü
Oz. Àíàëîãi÷íî, ïëîùèíà Ax + Cz = 0 ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü Oy, à ïëîùèíà
By + Cz = 0 ïðîõîäèòü ÷åðåç âiñü Ox.

4) ßêùî A = B = 0, òî ðiâíÿííÿ (8.3) ìàòèìå âèãëÿä Cz+D = 0. Â öüîìó
âèïàäêó ïëîùèíà ïàðàëåëüíà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxyz. ßêùî ïðè öüîìó
D = 0, òîáòî z = 0, òî ïëîùèíà ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíîþ ïëîùèíîþ Oxyz.
Àíàëîãi÷íî, ïëîùèíà Ax + D = 0 ïàðàëåëüíà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi Oxyz,
à ÿêùî i D = 0, òîáòî x = 0, òî çàäàíà ïëîùèíà ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíîþ
ïëîùèíîþ Oxyz. Àíàëîãi÷íî, ïëîùèíà By+D = 0 ïàðàëåëüíà êîîðäèíàòíié
ïëîùèíi Oxyz, à ÿêùî D = 0, òîáòî y = 0, òî çàäàíà ïëîùèíà ñïiâïàäà¹ ç
êîîðäèíàòíîþ ïëîùèíîþ Oxyz.

Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè. Òðè òî÷êè, ùî
íå íàëåæàòü îäíié ïðÿìié âèçíà÷àþòü ïëîùèíó. Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè
π, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3),
ÿêi íå íàëåæàòü îäíié ïðÿìié.

Íåõàé M(x, y, z) � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî òðè âåêòîðè

−−−→
M1M = (x− x1, y − y1, z − z1),

−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1),

−−−→
M1M3 = (x3 − x1, y3 − y1, z3 − z1).

Òî÷êà M(x, y, z) íàëåæèòü ïëîùèíi π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè êîì-
ïëàíàðíi (ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi), îòæå ¨õ ìiøàíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ,
òîáòî (

−−−→
M1M ×

−−−→
M1M2) ·

−−−→
M1M3. Çâiäêè ìà¹ìî∣∣∣∣∣∣
x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (8.4)

Ðiâíÿííÿ (8.4) ¹ ðiâíÿííÿì ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè.
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Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè �ó âiäðiçêàõ�. Íåõàé ïëîùèíà π íå ïðîõîäèòü ÷åðåç
ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âiäòèíà¹ âiä êîîðäèíàòíèõ îñåé âiäðiçêè îði¹íòîâàíî¨
äîâæèíè a, b, c âiäïîâiäíî, òîáòî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A(a, 0, 0), B(0, b, 0),
C(0, 0, c).

x
y

z

C(0, 0, c)

A(a, 0, 0)

B(0, b, 0)O

Ïiäñòàâëÿþ÷è êîîðäèíàòè öèõ òî÷îê ó ðiâíÿííÿ (8.4), îòðèìà¹ìî∣∣∣∣∣∣
x− a y − 0 z − 0
0− a b− 0 0− 0
0− a 0− 0 c− 0

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè �ó âiäðiçêàõ�:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1. (8.5)

Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè. Âèçíà÷èìî ïëîùèíó π ó ïðîñòîði îäè-
íè÷íèì âåêòîðîì n⃗0 íàïðÿìëåíèì âäîâæ ïåðïåíäèêóëÿðà OP , ÿêèé îïóùåíî
ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà ïëîùèíó π, òà äîâæèíîþ p öüîãî ïåðïåíäèêóëÿðà.

Íåõàé OP = p i n⃗0 = (cosα, cos β, cos γ), äå α, β, γ � êóòè, óòâîðåíi îäè-
íè÷íèì âåêòîðîì n⃗0 ç îñÿìè êîîðäèíàò. Íåõàé M(x, y, z) � äîâiëüíà òî÷êà
ïëîùèíè. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð r⃗ =

−−→
OM = (x, y, z). Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè M

ïëîùèíè π ïðîåêöiÿ ðàäióñ-âåêòîðà r⃗ íà âåêòîð n⃗0 çàâæäè äîðiâíþ¹ p, òîáòî
npn⃗0 r⃗ = p, çâiäêè n⃗0 · r⃗ = p.

O
n⃗0

z P

M

x y

z

p

r⃗

π
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Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ â êîîðäèíàòàõ âåêòîðiâ r⃗ òà n⃗0 íàáóäå âèãëÿäó:

x cosα + y cos β + z cos γ − p = 0. (8.6)

Ðiâíÿííÿ (8.6) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè.
Äëÿ çâåäåííÿ çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè (8.3) äî íîðìàëüíîãî çàãàëüíå

ðiâíÿííÿ ïëîùèíè Ax + By + Cz + D = 0 ñëiä ïîìíîæèòè íà íîðìóþ÷èé
ìíîæíèê

λ = ± 1√
A2 +B2 + C2

,

çíàê ÿêîãî âèáèðà¹ìî ïðîòèëåæíèì äî çíàêó âiëüíîãî êîåôiöi¹íòàD. Â öüîìó
âèïàäêó íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ìàòèìå âèãëÿä:

− D

|D|
· Ax+By + Cz +D√

A2 +B2 + C2
= 0. (8.6′)

Ìíîæíèê − D
|D| â (8.6′) ôîðìàëiçó¹ âèáið çíàêó íîðìóþ÷îãî ìíîæíèêà λ.

Ïðèêëàä 8.1. Âiäîìî, ùî ïëîùèíà âiäòèíà¹ âiä îñåé êîîðäèíàò âiäðiçêè îði-
¹íòîâàíî¨ äîâæèíè 16, −4 òà 2 âiäïîâiäíî. Çàïèøåìî çàãàëüíå òà íîðìàëüíå
ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïëîùèíè.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ðiâíÿííÿì ïëîùèíè �ó âiäðiçêàõ� (8.5):

x

16
+

y

−4
+
z

2
= 1.

Çâiäêè, ïiñëÿ ìíîæåííÿ îáîõ ÷àñòèí íà 16, îäåðæèìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëî-
ùèíè:

x− 4y + 8z − 16 = 0.

Äëÿ òîãî, ùîá ïåðåéòè äî íîðìàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè
çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè íà íîðìóþ÷èé ìíîæíèê λ = 1√

12+(−4)2+82
= 1

9 :

1

9
x− 4

9
y +

8

9
z − 16

9
= 0.
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8.3 Îñíîâíi çàäà÷i íà ïëîùèíó ó ïðîñòîði

Êóò ìiæ ïëîùèíàìè. Ðîçãëÿíåìî äâi ïëîùèíè π1 òà π2, çàäàíi çàãàëüíèìè
ðiâíÿííÿìè A1x+B1y+C1z+D1 = 0 òà A2x+B2y+C2z+D2 = 0 âiäïîâiäíî.

Êóòîì ìiæ äâîìà ïëîùèíàìè π1 òà π2 íàçèâà¹òüñÿ îäèí ç äâîãðàííèõ êó-
òiâ, óòâîðåíèõ öèìè ïëîùèíàìè, ÿêèé çíàõîäÿòü ÿê êóò φ ìiæ íîðìàëüíèìè
âåêòîðàìè n⃗1 = (A1, B1, C1) i n⃗2 = (A2, B2, C2) ïëîùèí π1 òà π2:

cosφ =
n⃗1 · n⃗2
|n⃗1| · |n⃗2|

=
A1A2 +B1B2 + C1C2√

A2
1 +B2

1 + C2
1 ·
√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè âåëè÷èíó ãîñòðîãî êóòà, íåîáõiäíî âçÿòè ìîäóëü
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó íîðìàëüíèõ âåêòîðiâ â öié ôîðìóëi.

n⃗1
n⃗2 π1

π2

φ
φ

n⃗1

n⃗2

π1

π2
n⃗1

n⃗2

π1

π2

Óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïëîùèí. Ðîçãëÿíåìî
äâi ïëîùèíè π1 òà π2, çàäàíi çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿìè A1x+B1y+C1z+D1 = 0
òà A2x+ B2y + C2z +D2 = 0 âiäïîâiäíî. Ïëîùèíè π1 òà π2 ïàðàëåëüíi òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè êîëiíåàðíi ¨õ íîðìàëüíi âåêòîðè n⃗1 i n⃗2:

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.

Ç'ÿñó¹ìî óìîâó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïëîùèí π1 òà π2. Î÷åâèäíî, ïëîùèíè
π1 òà π2 ïåðïåíäèêóëÿðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðïåíäèêóëÿðíi ¨õ íîðìàëü-
íi âåêòîðè n⃗1 i n⃗2, òîáòî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñêàëÿðíèé äîáóòîê íîðìàëü-
íèõ âåêòîðiâ öèõ ïëîùèí n⃗1 i n⃗2 äîðiâíþ¹ íóëþ:

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïëîùèíè. Íåõàé ó ïðîñòîði çàäàíà ïëîùèíà π
çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì Ax+By + Cz +D = 0 i òî÷êà M0(x0, y0, z0). Çíàéäåìî
âiäñòàíü âiä òî÷êè M0 äî ïëîùèíè π.
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n⃗

M0

π

ρ

M1

Âiäñòàíü ρ âiä òî÷êè M0 äî ïëîùèíè π äîðiâíþ¹ ìîäóëþ ïðîåêöi¨ âåêòîðà−−−→
M1M0, äå M1(x1, y1, z1) � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè π, íà íîðìàëüíèé âåêòîð
n⃗ = (A,B,C).

Òîìó

ρ = |npn⃗
−−−→
M1M0| =

|
−−−→
M1M0 · n⃗|
|n⃗|

.

Îñêiëüêè |n⃗| =
√
A2 +B2 + C2 i

−−−→
M1M0·n⃗ = (x0−x1)A+(y0−y1)B+(z0−z1)C =

Ax0+By0+Cz0−Ax1−By1−Cz1 = Ax0+By0+Cz0+D−(Ax1+By1+Cz1+D) =
Ax0 +By0 +Cz0 +D − 0 = Ax0 +By0 +Cz0 +D. (Ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî
òî÷êà M1(x1, y1, z1) íàëåæèòü ïëîùèíi π, à òîìó Ax1 + By1 + Cz1 +D = 0.)
Çâiäêè ìà¹ìî

ρ =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Ôàêòè÷íî, âiäñòàíü âiä òî÷êè M0(x0, y0, z0) äî ïëîùèíè π çíàõîäèìî ïiä-
ñòàíîâêîþ êîîðäèíàò òî÷êè M0(x0, y0, z0) ó ëiâó ÷àñòèíó íîðìàëüíîãî ðiâíÿ-
ííÿ ïëîùèíè π, áåðó÷è ìîäóëü ðåçóëüòàòó.

8.4 Ïðÿìà â ïðîñòîði, ðiçíi âèäè ¨¨ ðiâíÿííÿ

Ïðÿìà ¹ íàéïðîñòiøîþ ëiíi¹þ ó ïðîñòîði. Ðîçãëÿíåìî ¨¨ ðiâíÿííÿ.
Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ u, ùî ïðîõî-

äèòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïàðàëåëüíî âåêòîðó u⃗ = (l,m, n). Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó M(x, y, z) ïðÿìî¨. Ñêëàäåìî âåêòîð

−−−→
M0M = (x− x0, y − y0, z − z0)

.
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x
y

z

O

u⃗

M(x, y, z)
M0(x0, y0, z0)

u

Òî÷êàM(x, y, z) íàëåæèòü ïðÿìié u òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè
−−−→
M0M

òà u⃗ êîëiíåàðíi, à çíà÷èòü ¨õ êîîðäèíàòè ïðîïîðöiéíi. Òîìó

x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0
n

(8.7)

� ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0 ïàðàëåëüíî âåêòîðó u⃗. Öå
ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, à âåêòîð u⃗ = (l,m, n)
íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨.

Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Ç êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî

x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0
n

= t.

Âèðàæàþ÷è ç öüîãî ðiâíÿííÿ çìiííi x, y òà z, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ x = lt+ x0,
y = mt+ y0,
z = nt+ z0,

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨.
Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êè. Íåõàé ïðÿìà u

ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi òî÷êèM1(x1, y1, z1) òàM2(x2, y2, z2). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó
òî÷êó M(x, y, z) ïðÿìî¨.

x
y

z

O

M2

M1

M

u
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Ñêëàäåìî âåêòîðè
−−−→
M1M = (x− x1, y− y1, z− z1) òà

−−−→
M1M2 = (x2− x1, y2−

y1, z2 − z1). Öi âåêòîðè êîëiíåàðíi, à îòæå ¨õ êîîðäèíàòè ïðîïîðöiéíi. Òîìó
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

,

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ÷åðåç äâi òî÷êè.
Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Ïðÿìó u ó ïðîñòîði ìîæíà çàäàâàòè ÿê

ëiíiþ ïåðåòèíó äâîõ ïëîùèí:{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

(8.8)

Êîæíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8.8) ¹ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïëîùèíè. ßêùî ïëî-
ùèíè íå ïàðàëåëüíi, òîáòî êîîðäèíàòè íîðìàëüíèõ âåêòîðiâ n⃗1 = (A1, B1, C1)
i n⃗2 = (A2, B2, C2) íå ïðîïîðöiéíi, òî ñèñòåìà (8.8) âèçíà÷à¹ ïðÿìó ÿê ãåî-
ìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü êîæíîìó ç
ðiâíÿíü ñèñòåìè. Ðiâíÿííÿ (8.8) íàçèâàþòü çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨.

Ðîçãëÿíåìî ïåðåõiä âiä çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ äî ¨¨ êàíîíi÷íèõ ðiâ-
íÿíü. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êóM0(x0, y0, z0), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ îáîì ðiâíÿííÿì
ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî, íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêëàñòè z0 = 0, ïiñëÿ ÷îãî êîîðäèíà-
òè x0 i y0 çíàéòè ç ñèñòåìè{

A1x+B1y +D1 = 0,
A2x+B2y +D2 = 0.

n⃗1

n⃗2

π1

π2

u⃗

u

x
y

z

Îñêiëüêè ïðÿìà u ïåðïåíäèêóëÿðíà äî êîæíîãî ç âåêòîðiâ n⃗1 = (A1, B1, C1)
i n⃗2 = (A2, B2, C2), òî ¨¨ íàïðÿìíèé âåêòîð u⃗ êîëiíåàðíèé ¨õ âåêòîðíîìó äî-
áóòêó. Òàêèì ÷èíîì, çà íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ u ìîæíà âçÿòè âåêòîð

u⃗ = n⃗1 × n⃗2.
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Äàëi, ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi êîîðäèíàòè òî÷êè M0 òà îá÷èñëåíi êîîðäè-
íàòè âåêòîðà u⃗ ó ðiâíÿííÿ (8.7), îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨.

Ïðèêëàä 8.2. Çàïèøåìî êàíîíi÷íi ðiâíÿíííÿ ïðÿìî¨, çàäàíî¨ çàãàëüíèì ðiâ-
íÿííÿì {

3x− y + 2z − 7 = 0,
x+ y − z − 1 = 0.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ òî÷êèM0 ïðÿìî¨. Ïîêëàäåìî z0 = 0.
Òîäi {

3x0 − y0 − 7 = 0,
x0 + y0 − 1 = 0,

çâiäêè M0(2,−1, 0). Äàëi çíàéäåìî êîîðäèíàòè íàïðÿìíîãî âåêòîðà ïðÿìî¨:

u⃗ = n⃗1 × n⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
3 −1 2
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−1)⃗i+ 5⃗j + 4k⃗.

Îòæå, êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ìàþòü âèãëÿä:

x− 2

−1
=
y + 1

5
=
z

4
.

8.5 Îñíîâíi çàäà÷i íà ïðÿìó ó ïðîñòîði

Êóò ìiæ ïðÿìèìè. Íåõàé ó ïðîñòîði ïðÿìi u1 i u2 çàäàíi êàíîíi÷íèìè ðiâ-
íÿííÿìè

x− x1
l1

=
y − y1
m1

=
z − z1
n1

,
x− x2
l2

=
y − y2
m2

=
z − z2
n2

âiäïîâiäíî. Êóòîì φ ìiæ ïðÿìèìè u1 i u2 íàçèâàþòü êóò ìiæ ¨õ íàïðÿìíèìè
âåêòîðàìè u⃗1 = (l1,m1, n1) òà u⃗2 = (l2,m2, n2).

Òîìó

cosφ =
u⃗1 · u⃗2
|u⃗1| · |u⃗2|

=
l1l2 +m1m2 + n1n2√

l21 +m2
1 + n21 ·

√
l22 +m2

2 + n22
.

Òàêèì ÷èíîì, êóò ìiæ ïðÿìèìè âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñóìiæíîãî. Äëÿ
çíàõîäæåííÿ ãîñòðîãî êóòà ìiæ ïðÿìèìè ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
÷èñåëüíèê íåîáõiäíî âçÿòè ïî ìîäóëþ.
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Óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ. Íåõàé ïðÿìi
u1 i u2, çàäàíi êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè

x− x1
l1

=
y − y1
m1

=
z − z1
n1

,
x− x2
l2

=
y − y2
m2

=
z − z2
n2

âiäïîâiäíî.
Ïðÿìi u1 i u2 ïàðàëåëüíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîëiíåàðíi ¨õ íàïðÿìíi âå-

êòîðè u⃗1 = (l1,m1, n1) òà u⃗2 = (l2,m2, n2). Òàêèì ÷èíîì, óìîâà ïàðàëåëüíîñòi
äâîõ ïðÿìèõ ó ïðîñòîði:

l1
l2

=
m1

m2
=
n1
n2
.

Ïðÿìi u1 i u2 ïåðïåíäèêóëÿðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïåðïåíäèêóëÿðíi ¨õ
íàïðÿìíi âåêòîðè, òîáòî u1 · u2 = 0, ùî ðiâíîñèëüíî óìîâi

l1l2 +m1m2 + n1n2 = 0.

.
Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨.Íåõàé ó ïðîñòîði çàäàíî òî÷êóM1(x1, y1, z1)

i ïðÿìó u
x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0
n

.

Ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïàðàëåëüíî âåêòîðó u⃗ = (l,m, n).
Âiäñòàíü âiä òî÷êè M1 äî ïðÿìî¨ u äîðiâíþ¹ äîâæèíi ïåðïåíäèêóëÿðà, îïó-
ùåíîãî ç öi¹¨ òî÷êè íà öþ ïðÿìó. Ç iíøîãî áîêó, âiäñòàíü ρ � öå âèñîòà ïà-
ðàëåëîãðàìà, ñòîðîíàìè ÿêîãî ¹ âåêòîð

−−−→
M0M1 = (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0) i

íàïðÿìíèé âåêòîð u⃗ ïðÿìî¨ u, âiäêëàäåíèé âiä òî÷êè M0 öi¹¨ ïðÿìî¨. ßêùî S
� ïëîùà öüîãî ïàðàëåëîãðàìà, òî

ρ = ρ(M1, u) =
S

|u⃗|
.

x y

z

O

u⃗
ρ

M0

M1 u
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Ïëîùó S çíàéäåìî ÿê ìîäóëü âåêòîðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ
−−−→
M0M1 i u⃗:

S =
∣∣∣−−−→M0M1 × u⃗

∣∣∣ .
Òîìó

ρ =

∣∣∣−−−→M0M1 × u⃗
∣∣∣

|u⃗|
. (8.9)

Ó êîîðäèíàòíié ôîðìi öå ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäà¹ íàäòî ãðîìiçäêî:

ρ =

|

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
l m n

∣∣∣∣∣∣ |
√
l2 +m2 + n2

=

=

√∣∣∣∣ y1 − y0 z1 − z0
m n

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ x1 − x0 z1 − z0
l n

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ x1 − x0 y1 − y0
l m

∣∣∣∣2
√
l2 +m2 + n2

,

òîìó íà ïðàêòèöi êðàùå êîðèñòóâàòèñü áåçïîñåðåäíüî ôîðìóëîþ (8.9).

Ïðèêëàä 8.3. Çíàéäåìî âiäñòàíü âiä òî÷êè M1(−2, 3, 1) äî ïðÿìî¨ u

x+ 1

3
=
y − 2

4
=
z − 3

2
.

Ïðÿìà u ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0(−1, 2, 3) ïàðàëåëüíî âåêòîðó u⃗ =
(3, 4, 2), äîâæèíà ÿêîãî |u⃗| =

√
9 + 16 + 4 =

√
29. Çíàéäåìî ìîäóëü âåêòîðíî-

ãî äîáóòêó âåêòîðiâ
−−−→
M0M1 = (−1, 1,−2) i u⃗. Îñêiëüêè âåêòîð

−−−→
M0M1 × u⃗ ìà¹

êîîðäèíàòè −−−→
M0M1 × u⃗ = (10,−4,−7),

òî ∣∣∣−−−→M0M1 × u⃗
∣∣∣ = √100 + 16 + 28 = 12.

Çâiäêè çà ôîðìóëîþ (8.9)

ρ(M1, u) =
12√
29
.
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8.6 Îñíîâíi çàäà÷i íà ïðÿìó i ïëîùèíó ó ïðîñòîði

Êóò ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ. Íåõàé ó ïðîñòîði çàäàíî ïëîùèíó π çà-
ãàëüíèì ðiâíÿííÿì

Ax+By + Cz +D = 0

i ïðÿìó u êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè

x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0
n

.

Îçíà÷åííÿ 8.2. Êóòîì ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ íàçèâà¹òüñÿ êóò ìiæ ïðÿ-
ìîþ òà ïðîåêöi¹þ öi¹¨ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíó.

Íåõàé φ � êóò ìiæ ïðÿìîþ u i ïëîùèíîþ π, à ψ � êóò ìiæ íàïðÿìíèì
âåêòîðîì ïðÿìî¨ u⃗ = (l,m, n) i íîðìàëüíèì âåêòîðîì ïëîùèíè n⃗ = (A,B,C).
Òîäi

cosψ =
u⃗ · n⃗
|u⃗| · |n⃗|

.

u⃗
n⃗

φ
ψ

π

u

u⃗
n⃗

π

u u⃗

n⃗

π

u

Î÷åâèäíî, ùî φ = π
2 −ψ, òîìó çà ôîðìóëîþ çâåäåííÿ ìà¹ìî sinφ = cosψ,

i îñêiëüêè sinφ ≥ 0, òî

sinφ = | cosψ| = |u⃗ · n⃗|
|u⃗| · |n⃗|

=
|lA+mB + nC|√

l2 +m2 + n2 ·
√
A2 +B2 + C2

.

Ïðèêëàä 8.4. Çíàéäåìî êóò ìiæ ïðÿìîþ u: x+1
3 = y−2

4 = z−3
2 òà ïëîùèíîþ π:

3x− y + 2z − 7 = 0.
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Íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ u⃗ = (3, 4, 2), à íîðìàëü ïëîùèíè n⃗ = (3,−1, 2).
Çâiäñè ñèíóñ êóòà ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ:

sinφ =
|u⃗ · n⃗|
|u⃗| · |n⃗|

=
|3 · 3 + 4 · (−1) + 2 · 2|√

32 + 42 + 22
√

32 + (−1)2 + 22
=

9√
406

.

Óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè
Ïðÿìà u ïàðàëåëüíà ïëîùèíi π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè u⃗ =

(l,m, n) i n⃗ = (A,B,C) ïåðïåíäèêóëÿðíi, òîáòî u⃗ · n⃗ = 0. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà
ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè:

Am+Bn+ Cp = 0.

Ïðÿìà u ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîùèíi π òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîðè u⃗ =
(l,m, n) i n⃗ = (A,B,C) êîëiíåàðíi, òîáòî óìîâà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìî¨ i
ïëîùèíè:

A

l
=
B

m
=
C

n
.

Ïåðåòèí ïðÿìî¨ i ïëîùèíè. Äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨

u :
x− x0
l

=
y − y0
m

=
z − z0
n

ç ïëîùèíîþ
π : Ax+By + Cz +D = 0

ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü{
x−x0
l = y−y0

m = z−z0
n ,

Ax+By + Cz +D = 0.

Äëÿ ÷îãî ïåðåéäåìî äî ïàðàìåòðè÷íîãî çàäàííÿ ïðÿìî¨ x = lt+ x0,
y = mt+ y0,
z = nt+ z0,

i ïiäñòàâèìî â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè çíà÷åííÿ x, y, z:

A(x0 + nt) +B(y0 +mt) + C(z0 + nt) +D = 0. (8.10)
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Çâiäêè, ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ïàðàìåòðà t, ôîðìàëüíî îäåð-
æèìî

t = −Ax0 +By0 + Cz0
An+Bm+ Cn

. (8.11)

ßêùî An + Bm + Cn ̸= 0, ôîðìóëà (8.11) âèçíà÷à¹ ¹äèíèé ðîçâÿçîê t
ðiâíÿííÿ (8.10), ïiäñòàâëÿþ÷è ÿêèé ó êîîðäèíàòè x = lt+x0, y = mt+y0, z =
nt+ z0, îòðèìà¹ìî òî÷êó ïåðåòèíó M(x, y, z) ïðÿìî¨ u ç ïëîùèíîþ π.

ßêùî æ An + Bm + Cn = 0 i ïðè öüîìó Ax0 + By0 + Cz0 + D ̸= 0, òî
ðiâíÿííÿ (8.10) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ. Â öüîìó âèïàäêó ïðÿìà u i ïëîùèíà π íå
ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, òîáòî ïðÿìà u ïàðàëåëüíà ïëîùèíi π. Òàêèì ÷èíîì,
óìîâà ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìî¨ u i ïëîùèíè π:{

An+Bm+ Cn = 0,
Ax0 +By0 + Cz0 +D ̸= 0.

ßêùî æ An+Bm+Cn = 0 i Ax0+By0+Cz0+D = 0, òî ðiâíÿííÿ (8.10) ìà¹
áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî îçíà÷à¹ ïðÿìà i ïëîùèíà ìàþòü áåçëi÷ ñïiëüíèõ òî÷îê,
òîáòî ïðÿìà u ëåæèòü ó ïëîùèíi π. Îòæå, óìîâà{

An+Bm+ Cn = 0,
Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0

¹ óìîâîþ, çà ÿêî¨ ïðÿìà u ëåæèòü ó ïëîùèíi π.

Ïðèêëàä 8.5. Çíàéäåìî òî÷êó, ñèìåòðè÷íó òî÷öi M(5, 3, 4) âiäíîñíî ïëîùèíè
π: 2x− y + z + 1 = 0.

Ñïî÷àòêó ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ u, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM(5, 3, 4)
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè π. Îñêiëüêè íîðìàëüíèé âåêòîð ïëîùèíè n⃗ =
(2,−1, 1) ¹ ïàðàëåëüíèì øóêàíié ïðÿìié, òî âåêòîð u⃗ = (2,−1, 1) ìîæíà âçÿòè
çà íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ u. Ïiäñòàâëÿþ÷è êîîðäèíàòè òî÷êèM òà êîîðäè-
íàòè âåêòîðà u⃗ ó êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (8.7), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨
u :

x− 5

2
=
y − 3

−1
=
z − 4

1
= t.

Çíàéäåìî òî÷êó P ïåðåòèíó ïðÿìî¨ u ç ïëîùèíîþ π. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî
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ñèñòåìó ðiâíÿíü: 
x = 2t+ 5,
y = −t+ 3,
z = t+ 4,
2x− y + z + 1 = 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çìiííi x, y, z ó îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ìàòèìåìî

2(2t+ 5)− (−t+ 3) + t+ 4 + 1 = 0.

Çâiäñè t = −2, à îòæå, x = −4 + 5 = 1, y = 2 + 3 = 5, z = −2 + 4 = 2. Òàêèì
÷èíîì, P (1, 5, 2) � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ u ç ïëîùèíîþ π. Íàðåøòi, çíàéäåìî
êîîðäèíàòè òî÷êè N(xN , yN , zN), ñèìåòðè÷íî¨ òî÷öi M âiäíîñíî ïëîùèíè π.
Îñêiëüêè òî÷êà P ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà MN , òî

xP =
xM + xN

2
, yP =

yM + yN
2

, zP =
zM + zN

2
.

Çâiäêè îäåðæèìî

xN = 2xP − xM = −3, yN = 2yP − yM = 7, zN = 2zP − zM = 0.

Îòæå, N(−3, 7, 0) � òî÷êà, ñèìåòðè÷íà òî÷öi M âiäíîñíî ïëîùèíè π.

u

N

M(5, 3, 4)

P

n⃗

π

u

NN
M(2, 8, 0)

u⃗

ω
P

u

Ïðèêëàä 8.6. Çíàéäåìî òî÷êó, ñèìåòðè÷íó òî÷öi M(2, 8, 0) âiäíîñíî ïðÿìî¨ u:

x− 1

−3
=
y + 3

1
=
z − 3

−1
.
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Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ω , ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM(2, 8, 0) ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî äî ïðÿìî¨ u. Çðîçóìiëî, ùî íàïðÿìíèé âåêòîð u⃗ = (3, 1, 1) ïðÿ-
ìî¨ u ¹ íîðìàëüíèì âåêòîðîì øóêàíî¨ ïëîùèíè ω . Òîìó çàïèøåìî çàãàëüíå
ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ω:

−3(x− 2) + 1(y − 8)− 1(z − 0) = 0⇔ 3x− y + z + 2 = 0.

Çíàéäåìî òî÷êó P ïåðåòèíó ïðÿìî¨ u ç ïëîùèíîþ ω . Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿæåìî
ñèñòåìó ðiâíÿíü: 

x = 1− 3t,
y = −3 + t,
z = 3− t,
3x− y + z + 2 = 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çìiííi x, y, z ó îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ìàòèìåìî

3(1− 3t)− (−3 + t) + (3− t) + 2 = 0⇔ 11t = 11⇔ t = 1.

Çâiäñè x = 1 − 3 = −2, y = −3 + 1 = −2, z = 3 − 1 = 2. Òàêèì ÷èíîì,
P (−2,−2, 2) � òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ u ç ïëîùèíîþ ω. Öÿ òî÷êà ¹ ïðîåêöi¹þ
òî÷êè M(2, 8, 0) íà ïðÿìó u.

Ïiñëÿ ÷îãî, çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êè N(xN , yN , zN), ñèìåòðè÷íî¨ òî÷öi
M âiäíîñíî ïðÿìî¨ u. Îñêiëüêè òî÷êà P ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà MN , òî àíàëî-
ãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäó ìà¹ìî

xN = 2xP − xM = −6, yN = 2yP − yM = −12, zN = 2zP − zM = 4.

Îñòàòî÷íî, N(−6,−12, 4) � òî÷êà, ñèìåòðè÷íà òî÷öi M âiäíîñíî ïðÿìî¨ u.
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Çàïèòàííÿ äëÿ ñàìîïåðåâiðêè äî ëåêöi¨ 8

1. ßêèé âèãëÿä ìà¹ çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè? ßêèì ¹ çìiñò êîåôiöi¹íòiâ
öüîãî ðiâíÿííÿ?

2. ßêèé âèãëÿä ìà¹ ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ¾ó âiäðiçêàõ¿? ßêèì ¹ ãåîìåòðè÷íèé
çìiñò êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðiâíÿííÿ?

3. ßê çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè òî÷êè?

4. ßê çíàéòè êóò ìiæ äâîìà ïëîùèíàìè?

5. ßê çàïèñàòè óìîâó ïàðàëåëüíîñòi òà óìîâó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi äâîõ
ïëîùèí?

6. ßê çíàéòè âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïëîùèíè?

7. ßêèé âèãëÿä çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði? ßêà ãåîìåòðè÷íà
iíòåðïðåòàöiÿ öüîãî ðiâíÿííÿ?

8. ßêèé âèãëÿä êàíîíi÷íèõ ðiâíÿíü ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði?

9. ßêèé âèãëÿä ïàðàìåòðè÷íèõ ðiâíÿíü ïðÿìî¨ ïðîñòîði?

10. ßêèé âèãëÿä ðiâíÿíü ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi çàäàíi òî÷êè ó
ïðîñòîði?

11. ßê çíàéòè êóò ìiæ äâîìà ïðÿìèìè ó ïðîñòîði?

12. ßê çàïèñàòè óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi äâîõ ïðÿìèõ,
ùî çàäàíi êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè?

13. ßê çíàéòè âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨ ó ïðîñòîði?

14. ßê çíàéòè êóò ìiæ ïðÿìîþ i ïëîùèíîþ ó ïðîñòîði?

15. ßêi óìîâè ïàðàëåëüíîñòi òà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìî¨ i ïëîùèíè?
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