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Вектори в просторі. Основні поняття. Лінійні операції з векторами. 

Прямокутна система координат у просторі. 

Розглянемо напрямлений відрізок, де А – початок, В – кінець. Будемо 

називати його вектором. Вектор позначають малою буквою латинського алфавіту 

зі стрілочкою над нею: ABa = . 

Довжина вектора  називається його модулем і позначається  таким чином: 

ABa = . 

Вектор, довжина якого дорівнює 0 (тобто початок якого збігається з 

кінцем), називається нульовим. 

Одиничним вектором називається вектор, довжина якого дорівнює одиниці. 

Вектори, які лежать на паралельних прямих (або на одній і тій самій прямій) 

називаються колінеарними. 

Вектори, які лежать на паралельних площинах (або на одній і тій самій 

площині), називаються компланарними. 

Вектори називаються рівними між собою, якщо вони колінеарні, однаково 

напрямлені і рівні за модулем. 

 

1. Додавання векторів. 

Щоб побудувати суму даних векторів a  і b , треба відкласти ці вектори від 

довільної точки та побудувати на них паралелограм. Сумою векторів буде 

діагональ, що виходить з початку векторів a  і b  (рис. 3.1). 

Цей спосіб побудови називається правилом паралелограма. 

Суму двох векторів можно побудувати ще й за правилом трикутника. 

Відкласти вектор b  від кінця вектора a . Сумою векторів a  і b  буде вектор, 

що з’єднує початок a  з кінцем b  (рис. 3.2). 

 

 
Рис. 3.1 

 
Рис. 3.2 
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Щоб побудувати суму n даних векторів naaa ,,, 21  , треба від довільної 

точки відкласти 1a , потім від його кінця відкласти 2a  і т.д., нарешті від кінця 

1−na  відкласти na . Сумою векторів буде вектор, напрямлений від початку 1a  до 

кінця na  (рис. 3.3). 

 

Рис. 3.3 

 

2. Віднімання векоторів. 

Щоб побудувати різницю векторів ba − , треба відкласти ці вектори від 

довільної точки, з’єднати їх кінці та вибрати на цьому відрізку напрямок від кінця 

b  до кінця a  (рис. 3.4). 

 

3. Множення вектора на число. 

Добутком ненульового вектора a  на число k називається вектор, який має 

напрям вектора a , якщо 0k , і протинапрям, якщо 0k  (при 0=k , 00 = a ). 

Ці три операції називаються лінійними операціями з векторами. 

4. Проекція вектора на вісь. 

Проекцією вектора на вісь називається довжина направленого відрізка, 

початок якого є проекція початку вектора і кінець – проекція його кінця, яка 

береться із знаком плюс, якщо напрями відрізка і осі збігаються, і зі знаком мінус, 

якщо їх напрями протилежні (рис.3.5). 

 

 
Рис. 3.4 
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11BAABпр
l

= , 11DCCDпр
l

= . 

Рис. 3.5 

 

Властивості проекції. 

a) = cosaaпр
l

; 

б) ( ) bпрaпрbaпр
lll

+=+ ; 

в) ( ) aпрkakпр
ll

= . 

5. Прямокутна система координат. 

Нехай у просторі задано три попарно перпендикулярні осі OX, OY, OZ. 

Координатами вектора ( )zyx aaaa ;;=   на осі називаються проекції вектора на ці 

осі: 

          aпрa oxx = , aпрa oyy = , aпрa ozz = . 

Якщо kji ,, - одиничні вектори, що напрямлені по OX, OY, OZ, то 

kajaiaa zyx ++= . 

Якщо ( )111 ,, zyxA , ( )222 ,, zyxB  то координати вектора 

( )121212 ;; zzyyxxAB −−−= . 

6. Правила дій над векторами, заданими своїми координатами. 

Якщо ( )zyx aaaa ,,= , ( )zyx bbbb ,,= , то 

( )zzyyxx babababa +++=+ ,, ; 

( )zzyyxx babababa −−−=− ,, ; 

( )zyx akakakak = ,, . 

7. Довжина вектора. Напрямлені косинуси вектора. 

 

222
zyx aaaa ++= ;

a

a x=cos ;  
a

a y
=cos ;  

a

az=cos , 
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де  ,, - кути між a  та осями OX, OY, OZ. 

Для напрямлених конусів справедливо співвідношення: 

1coscoscos
222 =++  

8. Поділ відрізка в даному відношенні. 

Нехай точки А, В мають координати ( )111 ,, zyxA , ( )222 ,, zyxB . 

Якщо відрізок АВ поділимо точкою М у відношенні: =AMAB : , то 

координати точки М знаходять за формулами: 

+

+
=

1

21 xx
x ; 

+

+
=

1

21 yy
y  

+

+
=

1

21 zz
z . 

Якщо 1= , то отримуємо формули для знаходження координат середини 

відрізка. 

Зразки розв’язування задач. 

Задача 1. Дано ненульові вектори a  і b . Побудувати вектори ba 2+ , ab −3 . 

  Розв’язання. Знайдемо суму за правилом трикутника ba 2+  : 

і різницю ab −3 : 
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Задача 2. Вектори aАС = , bBD =  - діагоналі паралелограма ABCD. 

Запишіть вектори АB , BC ,CD  і DА через a  і b . 

Розв’язання.  

За означенням суми і різниці векторів маємо: bCDBC =+ , aCDBC =− . 

Додавши ці рівності, дістанемо 
2

ba
BC

+
= . Далі знайдемо 

22

abba
bBCbCD

−
=

+
−=−= ; 

2

ba
CDAB

−
=−= , 

2

ba
BCDA

+
−=−= . 

Задача 3. Дано: 3aпр
l
= ; 1bпр

l
−= . Обчислити: 1) ( )b2a3пр

l
+ ; 

2) ( )b2aпр
l

− . 

Розв’язання. Використавши властивості проекцій, дістанемо: 

1) ( ) ( ) 712332323 =−+=+=+ bпрaпрbaпр
lll

. 

2) ( ) ( ) 512322 =−−=−=− bпрaпрbaпр
lll

. 

Задача 4. Знайти проекції вектора a  на вісь l, яка утворює з вектором кут: 

1) 450, 2) 1200, 3) 1500, якщо довжина вектора дорівнює 4. 

 

Розв’язання. 

1) 22
2

2
445cos4cos

0 ==== aaпр
l

; 

2) 2
2

1
4120cos4cos

0 −=







−=== aaпр

l
; 

3) 32
2

3
4150cos4cos

0 −=












−=== aaпр

l
. 

Задача 5. Знайти периметр трикутника, вершинами якого є точки ( )6;0;8A ,  

( )6;4;8 −B , ( )5;2;6 −C . 

 

Розв’язання. Знайдемо координати векторів, що створюють трикутник, та їх 

довжини: 

 

( )66;04;88 −−−−=AB , ( )0;4;0 −=AB ; 
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( )65;02;86 −−−−=AC , ( )1;2;2 −−−=AC ; 

( )( )65;42;86 −−−−−=BC , ( )1;2;2 −−=BC ; 

( ) 4040
222 =+−+=AB ; 

( ) ( ) ( ) 3122
222
=−+−+−=AС ; 

( ) ( ) 3122
222
=−++−=BС . 

 

Тоді периметр трикутника 10334 =++=Р . 

 

Задача 6. Обчислити довжину вектора ba 23 + , якщо ia 2= , kjib −+= . 

 

Розв’язання. Знайдемо координати векторів: 

 

( )03;03;233 =a , ( )0;0;63 =a ; 

( )( )12;12;122 −=b , ( )2;2;22 −=b ; 

( )20;20;2623 −++=+ ba , ( )2;2;823 −=+ ba . 

 

         Тоді довжина шуканого вектора дорівнює: 

 

( ) ( ) 262367222823
222

===−++=+ ba . 

 

Задача 7. Відрізок АВ, де ( )3;2;7 −A , . ( )4;0;5−B , поділений точкою М у 

відношенні 5:1: == AMAB . Знайти координати точки М. 

 

Розв’язання.  

( )
5

5

6

6

5

1
1

5
5

1
7

1

21 =









=

+

−+

=
+

+
=

xx
x ; 

3

5

6

10

5

6

2

5

1
1

0
5

1
2

1

21 ==









=

+

+

=
+

+
=

yy
y ; 

6

11

5

6

5

11

5

1
1

4
5

1
3

1

21 −=


















−

=

+

+−

=
+

+
=

zz
z . 

Отже 







−

6

11
;

3

5
;5M . 

Задача 8. Відрізок з кінцями ( )0;4;2−A  і ( )4;12;6 −B , ділиться в точці М 

навпіл. Знайдіть довжину відрізка МК, де ( )6;10;0К . 
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Розв’язання. 

 Знайдемо координати точки М  за формулами: 

 

2
2

62

2

21 =
+−

=
+

=
xx

x ; 8
2

124

2

21 =
+

=
+

=
yy

y ; 2
2

40

2

zz
z 21 −=

−
=

+
= ; 

( )2;8;2 −М . 

Тоді координати вектора ( )( )26;810;20 −−−−=МК , ( )8;2;2=МК . 

 

Довжина вектора ( ) 2672822
222

==++−=MK . 

 

Задача 9. Точки ( )2;1;3−A , ( )2;3;1B , ( )0;1;4−С  є вершинами паралелограма, 

причому А і С – протилежні вершини. Знайдіть четверту вершину D. 

 Розв’язання. 

Позначимо координати точки ( )zyxD ;; , тоді ( )0;1;4 +−+= zyxCD , 

( )0;2;4 −−=BA . Оскільки BACD = , їх координати рівні: 

44 −=+x ;  21 −=−y ;  0=z ; 

8−=x ;  1−=y ;  0=z . 

         Четверта вершина паралелограма – точка ( )0;1;8 −−D . 

 

Задача 10. Знайти напрямні косинуси вектора а , а також кути, що утворює 

вектор з осями координат, якщо kia −= . 

 

Розв’язання. 

 Знайдемо координати вектора ( )1;0;1 −=a  та його довжину 

( ) 2101
222 =−++=a . 

          

Напрямні косинуси дорівнюють: 

 

2

2

2

1
cos ===

a

ax ; 0
2

0
cos ===

a

a y
; 

2

2

2

1
cos −=

−
==

a

az . 
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Тоді  
42

2
arccos


== ;  ( )

2
0arccos


== ;  

4

3

2

2
arccos


=













−= . 

 

 

4. Скалярний, векторний, мішаний добутки векторів. Застосування в задачах 

геометрії. Умови перпендикулярності та компланарності векторів. 

1. Скалярним добутком векторів називається число, що дорівнює добутку 

довжин векторів на косинус кута між ними: 

 









=



bababa ,cos  

Якщо вектори задані своїми координатами: ( )
zyx

aaaa ;;= , 

( )
zyx

bbbb ;;= , то скалярний добуток обчислюють за формулою: 

zzyyxx babababa ++= . 

Кут між векторами обчислюють за формулою: 

 

222222
,cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba

++++

++
=




=







 

. 

 

Умова перпендикулярності векторів a  і b  має вигляд: 

 

0=++= zzyyxx babababa . 

 

Скалярний квадрат вектора дорівнює: 

 

( )
22

0cos aaaaaa === . 

 

Проекція вектора a  на напрям вектора b : 

 

b

ba
aпр

b


= . 

2. Векторним добутком двох векторів a  і b  називається третій вектор с , 

який задовольняє умові: 
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1) 













=



b,asinbaс ; 

2) ac ⊥ , bc ⊥ ; 

3) cba ,,  утворюють праву трійку векторів, тобто  третій вектор має такий 

напрям, що при спостереженні з його кінця найближчий поворот від вектора a  

до b  виконується проти годинникової стрілки. 

Векторний добуток позначається символом ba  . За визначенням 

випливає, що ( )abba −= . 

Модуль векторного добутку дорівнює площі паралелограма, побудованого 

на a  і b : 

baSпар = . 

 

     Площа трикутника обчислюється за формулою: 

 

baSS партр ==
2

1

2

1
. 

 

Векторній добуток векторів, які задані своїми координатами, обчислюються 

за формулою: 

 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba = . 

 

Умова колінеарності двох векторів a  і b  має вигляд: 

 

0= ba  (або 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
== ). 

 

 
Рис. 4.1 
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Векторні добутки ортів дорівнюють: 

 

kji = ;   ikj = ;   jik = ; 

0= ii ;   0= jj ;   0= kk . 

 

3. Мішаним добутком трьох векторів називається добуток ( ) cba  . 

Частіше мішаний добуток позначається cba . 

Якщо вектори задані своїми координатами, то мішаний добуток знаходять 

за формулою: 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba = . 

Об’єм паралелепіпеду, який побудований на векторах a ,  b , с  як на 

сторонах, дорівнює модулю мішаного добутку цих векторів: 

 

cbaVпар = . 

 

           Для об’єму піраміди маємо наступну формулу: 

cbaVпіраміди
6

1
= . 

Умова компланарності трьох векторів має вигляд: 0=cba . 

Зразки розв’язування задач. 

Задача 1. Знайти скалярний добуток векторів ika −= 4 , kijb −+= 3 . 

Розв’язання. Знайдемо координати векторів: ( )4;0;1−a , ( )1;3;1 −b . Тоді 

скалярний добуток дорівнює ( ) ( ) 541143011 −=−−=−++−=ba . 

Задача 2. Знайти кут між діагоналями паралелограма, який побудований на 

векторах kjia −+= 2 , kijb 43 −−= . 

Розв’язання. Як відомо, діагоналі паралелограма є ( )baс +=  та ( )bad −= . 

Знайдемо ці вектори: 

 

( ) ( ) kjkijkjibaс 55432 −=−−+−+=+= ; 

( )5;5;0 −=+= baс ; 

( ) ( ) kjikijkjibad 32432 +−=−−−−+=−= ; 

( )3;1;2 −=−= bad . 
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         Тоді косинус кута між діагоналями знаходиться за формулою: 
( ) ( )

( ) ( )

;
7

72

7

2

710

20

7225

20

1450

155

31255

351520
,cos

22222

−=−=−=

=


−
=



−−
=

+−+−+

−+−+
=




=







 

dc

dc
dc

 














−=







 

7

72
arccos,cos dc . 

Задача 3. Задано вектори kjia 3312 −−= , kjib 42 ++= ,  kjiс 23 −−= . 

Обчислити проекцію вектора сb +  на вектор a . 

 

Розв’язання. Знайдемо координати векторів ( )24;32;11 −−+=+ сb ; 

( )2;1;2 −=+ сb  та ( )3;3;12 −−=с . 

Обчислимо проекцію ( )сb +  на вектор a  за формулою: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 6

27

29

21

162

21

99144

6324

3312

3231122

222
===

++

−+
=

−+−+

−+−−+
=

+
=+

a

acb
cbпр

a
. 

Задача 4. Дано трикутник своїми вершинами: ( )5;4;2A , ( )2;2;3−B , 

( )3;0;1−C . Покажіть, що CBCA ⊥ . 

Розв’язання. Знайдемо координати векторів: 

 

( )( )35;04;12 −−−−=CA ; ( )2;4;3=CA ; 

( )( )32;02;13 −−−−−=CB ; ( )1;2;2 −−=CB . 

Умова перпендикулярності двох векторів має вигляд: 0= CBCA . 

Перевіримо виконання цієї умови: 

( ) ( ) 0286122423 =−+−=−++−= CBCA . 

         Доведено, що вектори перпендикулярні. 

Задача 5. Знайти площу паралелограма, який побудований на векторах 

kjia −+= , kjib 22 +−= . 

Розв’язання. Модуль векторного добутку двох векторів дорівнює площі 

паралелограма, який побудований на цих векторах. Знайдемо векторний добуток: 
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( ) ( ) ( ) .34212212

12

11

22

11

21

11

212

111

kjikji

kji

kji

ba

−−=−−++−−=

=
−

−
+

−
−

−

−
=

−

−=
 

 

          Площа паралелограма дорівнює:  

 

( ) ( ) ( )..26341
222

одквbaS =−+−+== . 

Задача 6. Знайти площу трикутника за координатами його вершин: 
( )8;2;1 −A , ( )4;0;0B , ( )0;2;6C . 

Розв’язання. Розглянемо два вектори, на яких побудовано трикутник, 

наприклад, ACAB ⊥ . 

( )4;2;1 −−=AB , ( )8;4;5 −=AС . 

         Векторний добуток дорівнює: 

 

( ) ( ) ( ) .14281042081616

45

21

85

41

84

42

845

421

kjkji

kji

kji

ACAB

−−=−−++−+−=

=
−
+

−

−−
−

−

−
=

−

−−=
 

 

         Тоді площа трикутника дорівнює: 

( ) ( ) ( )..57145
2

1
1428

2

1 222
одквACABS ==−+−== . 

Задача 7. Розкрити дужки та спростити вираз: 

 ( ) ( ) ( ) ( )kjjikijk 3232 −+− . 

          Розв’язання. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.12666226

32323232

22

−=−−=−++−=

=−+−−=−+−

kjkkii

kjkkiikjjikijk
 

Задача 8. При яких значеннях α і β вектори kjia +−= 3 , kjib ++= 42  

колінеарні? 

Розв’язання. Умова колінеарності двох векторів має вигляд: 

z

z

y

y

x

x
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          Звідки  
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Задача 9. Обчислити об’єм  паралелепіпеду і піраміди, які побудовані на 

векторах jia 43 −= , jkb 3−= , kjc 52 += . 

Розв’язання. Об’єм паралелепіпеду дорівнює модулю мішаного добутку 

векторів a , b , c : 
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           Тоді об’єми  паралелепіпеду і піраміди дорівнюють: 
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