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ОСНОВНІ  ПОНЯТТЯ І ПОЛОЖЕННЯ

       Наука «Опір матеріалів» займається в основному вивченням міцності, стійкості та жорсткості переважливо окремих елементів конструкцій.
       Об´эктом вивчення «Будівельної механіка машин і металоконструкцій» буде ціла конструкція. Задачі цієї науки полягають в розробці методів визначення внутрішніх зусиль в матеріалі конструкції і їх переміщень, а також в дослідженні стійкості і жорсткості конструкції.
       Будівельна механіка машин і металоконструкцій широко використовує методи теоретичної механіки. Велику роль в роз´язку сучасних проблем цієї науки грають аналітичні і числові методи, які викладені в курсі висщої математики. Для останнього часу є характерним використання матричного обчислення, итераційних методів. В будівельній механіці знаходять використання як аналітичні так і числові методи при розв´язку конкретных задач. А ось графічні і графо - аналітічні методи використовуються не так часто.
       Основні элементи плоских конструкцій: стержні і пластинки. Стержнем називають элемент, у якого розміри поперечного перерізу малі в порівнянні з довжиною. Пластинкою називають елемент, що обмежується двома площинами, один розмір (товщина) якого малий в порівнянні з двома іншими. Оболонка – конструкція, обмежена двома криволінійними поверхнями, відстань між якими мала в порівнінні з іншими розмірами. Іншими словами, оболонка – це викривлена пластинка.
       Під ідеальним шарніром будемо розуміти вузлове з´эднання стержнів, в якому не виникає сил тертя і зусилля на стержні передаються суворо через центр шарніру.
       Розрахунковою схемою називають ідеалізовану, спрощену схему дійсної конструкції, але в якій відображені її основні властивості. Стержневою конструкцією называють систему з´эднаних між собою стержнів, яка нерухомо прикріплена до абсолютно жорсткого диска і призначена для сприйняття заданого зовнішнього навантаження.
       Опір матеріалів і будівельна механіка машин і металоконструкцій використовують одні і тіж гіпотези: 1) про ідеальну пружність тіла; 2) про безперервність будови матерії; 3) про ізотропність матеріалу; 4) про однорідність матеріалу; 5) гіпотеза Бернулі про плоскі перерізи бруса при деформації; 6) про площинний закон розподілу нормальних напружень в брусі; 7) про незалежність дії сил при малих деформаціях; 8) про пропорційність напружень і деформацій (закон Гука).

КІНЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ КОНСТРУКЦІЙ

       Конструкції повинні бути  геометрично незмінними, тобто зберігати геометричну форму, яку вона має після її створення. Геометрично незмінні конструкції  можуть змінювати свою форму тільки в результаті деформацій стержнів.
       Степенню вільності системи називається число незалежних геометричних переміщень, що визначають її положення. Степінь вільності W визначається за формулою Чебишева (1870 г.):
                             W = 3D – 2Ш – С0,                                            (1)
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Рис.1. Геометрически изменяемые системы
)де D – число дисків, Ш – число простих шарнірів, С0 – число опорних стержнів. Якщо W > 0 – система подвижна, якщо W < 0 – система може бути незмінною і неподвижною з зайвими в´язями, якщо W  = 0 – система може бути незмінною і нерухомою з необхідним числом в´язей. Формула (1) являється необхідною, але недостатньою умовою і повинна  бути доповнена аналізом геометричної структури системи.
       При кінематичному аналізі конструкції використовують ряд понять:
1) Плоский кінематичний ланцюг – рухоме з´эднання декількох дисків, що переміщуються параллельно одній площині;
2) Кінематична пара – кінематичний ланцюг з двох дисків;
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Рис.2. Геометрически неизменяемые системы
)Нища кінематична пара – кінематична пара, відносний рух обох дисків якої являється найбільш зв´язаним, а траєкторії всіх точок – абсолютно одноподібні (рис.3).
     
  Змінність системи V є ступінь вільності зменшена на 3, тобто, 
                       V = W – 3.                                                    (2)
 (
а) простий шарн
і
р                      б) повзун
Рис.3. Нищ
і
 к
і
нематичн
і
 пари
)       В основі утворення геометрично незмінних систем лежить шарнірний трикутник. З´эднуючи диски по правилу трикутника, можна отримати складні геометрично незмінні конструкції. 


       В геометрично незмінній системі кожний наступний вузол повинен кріпитись до попереднього двома стержнями, які не лежать на одній прямій.
       Миттєво змінні системи мають малу рухливість і є непридатними в якості конструкцій. 
       При проектуванні конструкцій належить дотримуватись наступних правил:

 (
Рис.4. Митт
є
во зм
і
нн
і
 систем
и
О – митт
є
вий центр
      вращения
а
б
в
г
)       а) при прикріпленні нового вузла двома стержнями вісі стержнів не повинні бути розташованими в одній прямій, тобто три шарніри не повинні знаходитися на одній прямій (рис. 4, а);

       б) стержні, що з´эднують диски, не повинні перетинатись в одній точці (рис. 4, б);
       в) два диски можна з´эднати шарніром і стержнем, причому стержень не повинен перетинати шарнір (рис. 4, в);
       г) стержні, що з´эднують диски, не повинні бути паралельними (рис. 4, г).
       Переміщення миттєвого центру обертання (полюса) і його швидкість дорівнюють нулю.

РОЗРАХУНОК СТАТИЧНО ВИЗНАЧНИХ КОНСТРУКЦІЙ

       При розрахунках конструкцій необхідно визначити:
1. Реакції між дисками, в тому числі і опорні реакції.
2. Внутрішні зусилля в будь – якому перерізі кажного диска (згинальні моменти, нормальні і поперечні сили, скрутні моменти).
3. Поперечні перерізи всіх дисків.
4. Деформації у всіх точках конструкції.
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Рис. 5
)       За характером  розрахунку конструкції поділяють на статично визначні і статично невизначні.
       Статично визначними конструкціями называються конструкції, в яких всі внутрішні зусилля можна визначити за допомогою рівнянь статики. Осадки опор, розміри поперечних перерізів, физичні властивості матеріалів, температурні дії в рівняння рівноваги не входять і тому на величину внутрішніх зусиль не впливають. При відсутності зовнішнього навантаження внутрішні зусилля в статично визначних конструкціях дорівнюють нулю. Якщо цього нема, то система миттєво змінна (рис. 5).
Багатопролітні статично визначні балки
       Багатопролітні статично визначні балки (рис. 6, а, в) являють собою систему простих балок. Для спрощення розрахунку багатопролітні балки розглядають у вигляді поповерхових схем (рис. 6, б, г).
       Приєднаною балкою называється балка, яку можна видалити без порушення незмінності частини, що залишилась. Приєднану систему можна розраховувати незалежно від частини, що залишилась, при цьому опорні реакції приєднаної балки будуть служити зовнішніми силами для  (
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)частини конструкції, що залишилась.
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ВРАХУВАННЯ РУХОМОГО  СТАТИЧНОГО НАВАНТАЖЕННЯ

      Вивчення рухомого навантаження розпочнемо з одиничного вантажу Р = 1, який повільно переміщується по конструкції без динамічного впливу, зберігаючи свій напрям.
       Графік, що зображує закон зміни будь – якого одного фактора (згинального моменту, поперечної сили, опорної реакції) для одного визначеного перерізу в залежності від положення одиничного вантажу, який без поштовхів і прискорень повільно рухається по конструкції, називається лінією впливу цього фактору.
       Побудуємо лінію впливу опорної реакції RA балки, що зображена на рис. 1, а. Запишемо:


тому при x = 0 маємо RA = l, при x = l знаходимо RA = 0; при x = –a визначаємо RA = (l + a)/l і, нарешті, при x = l + b визначаємо RA = –b/l. Будуємо лінію впливу опорної реакції RA (рис. 1, б).
       Аналогічні обчислення проводимо для линії впливу опорної реакції RB:  

(рис. 1, в).

       Побудуємо линію впливу згинального моменту М1 в перерізі 1. Нехай вантаж Р = 1 перемістився вліво від перерізу 1. Уявно відкинемо ліву частину балки і розглянемо правую частину, що залишилась: M1 = RB(l – c), тобто лінія впливу М1 може бути отримана з линії впливу опорної реакціїъ RB  (рис. 1, в) шляхом множення її на величину (l – с). Таким чином, ми побудували лінію впливу згинального моменту М1 в перерізі 1, коли вантаж Р = 1 переміщується по лівій частині балки (). 

       Уявимо тепер, що вантаж перемістився вправо від перерізу 1, тоді розглядаючи тільки ліву частину балки, маємо M1 = RА c, тобто лінія впливу М1 може бути отримана з лінії впливу опорної реакції RА (рис. 1, б) шляхом множення її на величину с. Таким чином, ми побудували лінію впливу згинального моменту в перерізі 1, коли вантаж Р = 1 переміщується на ділянці 
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)       Побудуємо лінію впливу поперечної сили Q1 в перерізі 1. Нехай вантаж знаходиться ліворуч від перерізу 1, тоды з розгляду правоъ частини знаходимо: Q1 = –RB, тобто линия впливу Q1 э лынія впливу опорної реакції RB, взята з протилежним знаком. якщо вантаж Р = 1 знаходиться праворуч від перерізу 1, тоді з розгляду лівої частини отримуэмо: Q1 = RА, що є дійсним для правої частини балки (рис. 1, д).

       Епюри визначають небезпечний переріз при заданому навантаженні. Лінія впливу визначає небезпечне положення
навантаження для заданого навантаження. Лінії впливу можна будувати трьома способами: статичним, кінематичним і деформаційним. В цій лекції ми розглянули тільки статичний метод. 
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)       Лінії впливу багатопролітних статично визначних балок будують на основі ліній впливу однопролітних балок (рис. 2).
ЗАВАНТАЖЕННЯ ЛІНІЙ ВПЛИВУ
Дія вертикальних зосереджених сил
       Нехай для однопролітної балки побудована лінія впливу згинального моменту в перерізі 1 (рис. 3). Тоді для визначення згинального моменту в перерізі 1 від дії трьох зосереджених сил необхідно записати:            М1 = F1y1 + F2y2 + F3y3.
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)       В загальному вигляды вплив вертикальних зосереджених сил можна врахувати за допомогою формули:
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де sk – може бути або згинальним моментом, або поперечною силою, або опорною реакцією; n – число діючих зосереджених сил.
Дія суцільного нерівномірно розподіленого навантаження
       Нехай на рис. 4, б зображена лінія впливу якого небудь фактору. 

       Тоді                                           (2)
       Якщо qx = const = q, то із формули (2) отримаємо


де А(b,с) – площа ділянки лінії впливу, вздовж якої розподілене навантаження.
Дія зосередженого моменту
 (
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)       Позначимо зосереджений момент m парою сил 
m = Fа,
тоді за формулою (1) і згідно рис. 5 будемо мати:
s1 = Fy1 – Fy2 = F(y1 – y2) = 
= Fa(y1 – y2)/a = Fa tgα = 
= m tgα.
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ЛИНІЇ ВПЛИВУ ПРИ ВУЗЛОВІЙ ДІЇ НАВАНТАЖЕННЯ

       Нехай потрібно побудувати лінію впливу згинального моменту в перерізі k (рис. 1, а), якщо вантаж Р = 1 переміщується по балці 1–2–3–4. Нехай вантаж Р = 1 рухається по балці 2–3, тоді


але R1 и R2 діють на балку 5–6, тоді згідно формули (1) лекції 2 будемо мати: 
Mk = R1y1 + R2y2 = Py = y.
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Рис. 1
)       Враховуючи, що y1 и y2 – числа, отримуємо
y = (d – x)y1/d + xy2/d = y(x) 
–  рівняння прямої лінії на ділянці 2–3. 
     Лінія впливу поперечної сили Qk в перерізі k показана на рис. 1, в.
     При дії на конструкцію вузлового навантаження необхідно на звичайну лінію впливу знести вузли і (
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) між цими точками провести прямі лінії.
     В подальшому знадобиться наступна теорема:
     Якщо система сил розташована на прямолінійній ділянці (рис. 2), то її можна замінити рівнодіючою, тобто 
Sk = F1y1 + F2y2 + F3y3 + … + Fiyi = Ry0,
де R – рывнодіюча сил Fi.

НЕСПРИЯТЛИВЕ ЗАВАНТАЖЕННЯ ЛІНІЙ ВПЛИВУ

       Нехай задана лінія впливу якого небудь фактору (рис. 3), тоді на основі теореми, що наведена вище, будемо мати 
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)     Уявимо, що всі сили перемістились праворуч, тоді

   (2)
     Віднемемо з виразу (2) значення фактору (1):

(3)
     Згідно рис. 3 будемо мати 
Δyi = Δx tgαi,
де i =1, 2, 3. Підставивши Δyi в формулу (3), отримуємо 
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    Уявимо, що на рис. 4 зображений графік зміни Sk. Розглянемо точку Sk, max. Якщо Δx>0, то отримаємо, що Sk  зменшується, тобто ΔSk < 0. Як наслідок, формула (4) дає
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)       Якщо ж Δх < 0, то Sk  також зменшується або ΔSk < 0, а з формули (4) отримаємо:
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)       Для того щоб міняла знак необхідно, щоб при русі вантажів мінялись значення Ri. Це є можливим, коли один із вантажів знаходиться в вершині линії впливу. Цей вантаж називають критичним. Задачу розв´язують методом спроб, тобто поступово всі ватажі ставлять на вершину линії впливу.
       Розглянемо трикутну лыныю впливу (рис. 5). Систему вантажів Fi установимо так, щоб один з вантажів був в вершині. Тоді
ΔF = Rлев + Rпр + Fкр.
       Нехай вантажі перемістились вправо, тоді на основі умови (5) запишемо:
Rлевtgα1 – (Rпр + Fкр)tgα2 < 0, або 
Rлевtgα1 – (ΣF – Rлев)tgα2 < 0,
або       Rлев(tgα1 + tgα2) < ΣF·tgα2.     (7)
       Згідно рис. 5 будемо мати:
tgα1 = h/a, tgα2  = h/b.
       Підставимо ці значення в формулу (7): Rлев(h/a + h/b) < hΣF/b, звідки знаходимо:
                         Rлев < aΣF/l.                (8)
       Розглянемо зсув вантажів вліво, тоді на основі формули (6) отримаємо
Rлевtgα1 + Fкрtgα1 > Rпр tgα2, або (Rлев + Fкр)tgα1 > (ΣF – Rлев - Fкр)tgα2,
або                                      (Rлев + Fкр)(tgα1 + tgα2) > ΣF·tgα2.
       Кінцево з останнього виразу визначаємо:
                                                    Rлев + Fкр > ΣF(a/l).                                       (9)
       В загальному випадку задача розв´язується в наступному порядку:
       1) по всій довжині l знаходять ΣF; 2) провіряють виконання нерівностей (8) и (9); 3) якщо ці нерівності не виконуються, то беруть за Fкр другу силу Fi, і одночасно перевіряють чи не змінюється ΣF.
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ПЛОСКІ СТАТИЧНО ВИЗНАЧНІЫ ФЕРМИ

       Фермою називають стержневу систему, що залишаєэться  геометричено незмінною конструкцією після умовної заміни її жорстких вузлів шарнірами.
       В фермах стержні з´эднані в вузлах або болтами, або за рахунок зварювання, тобто жорстко. Але, як показують порівняльні розрахунки, при дії на ферму вузлових навантажень зусилля в стержнях ферми з шарнірними вузлами і жорсткими вузлами мало відрізняються. Наприклад, зусилля в ідеальній фермі з шарнірами на 10% більші зусиль в болтових фермах. Будемо розглядати тільки ферми з ідеальними шарнірами. В таких фермах при вузловый дії навантаження в стержнях будуть виникати тільки деформації стиску або розтягу.
Классификация ферм
1. За призначенням:
а) ферми пролітних конструкцій мостів; б) кранові ферми; в) ферми каркасів промислових будівель; г) ферми башенного типу. 
2. За характером опорних закрілень:
а) балочні, б) арочні, в) консольні, г) нерозрізні.
3. За окресленням опорних поясів:
а) ферми з паралельними поясами, б) ферми с полігональними поясами.
4. За системою гратки:
а) ферми з трикутною граткою, б) шпренгельні ферми, в) ферми з розкісною граткою, г) багатограткові ферми, д) ферми з ромбічною граткою.
5. За методом розрахунку:
а) статично визначні, б) статично невизначні.
       До визначення зусиль в стержнях ферм необхідно обчислити загальне число невідомих n: n = C + C0, де С – число стержнів ферми, С0 – число опорних стержнів. Для кажного вузла ферми складають два рівняння рівноваги: Σx = 0 и Σy = 0, як наслідок, загальне число рівнянь дорівнює 2Y, де Y – число вузлів. Таким чином, для статично визначної ферми необхідно виконання умови:
                           2Y = С + С0  или  W = 2Y – С – С0.                               (1)
       Формула (1) дає можливість провести кінематичний аналіз. В структурному аналізі потрібно довести, що диски ферми з´эднаны між собою по закону жорсткого трикутника.
Аналітичні методи розрахунку ферм
       Для розрахунку простих ферм використовують різні методи. Розглянемо їх на конкретному прикладі (рис.1).
       Метод вирізування вузлів.
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)       Виріжем вузол 4 (рис. 1) і розглянемо його рівновагу (рис 2):
Σy = s43cos45o + 2F = 0, откуда  s43 = –2F/cos45o,
знак (–) показує, що стержень 3–4 стиснутий, як наслідок, на рис. 2 необхідно змінити напрям зусилля s43. Потім складаємо
Σx = –s42 + s43cos45o = 0,  тоды  s42 = s43cos45o = 2F.
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)       В подальшому належить використати наступний порядок вирізування вузлів: вузел 3, вузел А, вузел 1. 
       Якщо в вузлі сходяться три стержні, з яких два направлені однаково і нема навантаження, то зусилля в окремо направленому стержні дорівнює нулю (рис. 3). 
       При вирізуванні вузлів необхідно, щоб число невідомих зусиль в ньому не перевищувало двох. 
       Метод моментних точок
       Проведемо переріз I–I і відкинемо ліву частину ферми (рис. 1). Для частини, що залишилась, точка 3 буде моментною: 
ΣM3 = Vb a  – s42 a = 0, тоді  s42 = Vb = 2F.
       Метод повного перерізу (спосіб проекцій)
       Розглянемо переріз I–I. Відкинемо ліву частину, а для частини, що залишилась, складемо умову:
Σy = –s32sin45o – F + Vb = 0, откуда  s32 = (–F + Vb)/sin45o = F/sin45o.
       Метод двох або декількох перерізів
      Виконують два або декілька перерізів, складають рівняння статики і сумісно їх роз´язують.
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)       Метод замкнених перерізів
   Виконують замкнений розріз , який перетинає деякы стержны два раза. Зусилия двічі перетнутих стержнів в рівнянні статики не ввійдуть (рис. 4). Наприклад, для замкненого перерізу, що показаний на рис. 4, будемо мати:
ΣMА = s3b + Vba  = 0, 
тоді s3 = Vba/b.
       Метод заміни стержнів


   Шляхом заміни стержнів ферма перетворюється в просту, яка покладається в основу розрахунку. Наприклад, на фермі, що показана на рис. 5, а, забираємо стержень 1–2, а його вплив замынюємо фіктивною зовнышньою силою Х і ставимо додатковий стержень, зусилля в якому позначимо через N3. Зусилля Х (рис. 5, б) визначаэться з умови, що N3= 0. Вважаємо Х = 1 і знаходимо , а зусилля в фіктивному стержні тільки від зовнішнього навантаження позначимо через  В цьому випадку запишемо:
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тоді  після чого визначаємо зусилля в остальних стержнях.
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ПОБУДОВА ЛІНІЙ ВПЛИВУ ЗУСИЛЬ В СТЕРЖНЯХ ФЕРМ

       Лінія впливу зусилля в стержні ферми являє собою графік зміни зусилля в стержні, що розглядається, коли вантаж Р = 1 повільно рухається по нижньому або верхньому поясу ферми без поштовхів і прискорень. Тей пояс ферми, по якому рухається одиничний вантаж, називається вантажним поясом.
       Розглянемо ферму, що показана на рис. 1. Для побудови ліній впливу опорноїреакції Rb необхідно взяти
ΣM1 = Rbl – Px = 0, тоды Rb = x/l.
       Аналогічно запишемо
ΣM12 = Ral – P(l – x) = 0, звідки
Ra =(l – x)/l.
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)       Для побудови лінії впливу зусилля s75 в стержні 5–7 проведемо розріз I–I. Уявимо, що вантаж праворуч від перерізу. В цьому випадку розглянемо ліву частину ферми:

ΣM6 = Ra3d + s75r = 0, тому
s75 = –Ra3d/r,
тобто є лінія впливу s75 для правої частини э лінія впливу Ra, перемножена на 3d/r и взята зі знаком (–). Уявивши, що вантаж Р = 1 ліворуч від перерізу I–I і розглядаючи рівновагу правої частини ферми, знаходимо       
ΣM6 = Rb3d + s75r = 0, звідки
s75 = –Rb3d/r.
        Переріз I–I можна використати для побудови лінії впливу зусилля s56. Якщо одиничний вантаж знаходиться праворуч від перерізу,
то з розгляду лівої частини ферми визначаємо:  ΣM1 = s56c = 0 и s56 = 0.
      Якщо вантаж Р = 1 ліворуч від перерізу, то розглядаючи праву частину, отримуємо:
ΣM1 = Rbl + s56c = 0, тогда  s56 = –Rbl/c.
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       Для побудови лінії впливу зусилля s76 в стержні 6–7 вирізаємо вузел 7 (рис. 1) и розглянемо його рівновагу (рис. 2) при умові, що вантажний пояс – нижній:  
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)       Σx = s75cosα – s79cosα = 0,  
тому  s75 = s79;
 Σy = –s76 + (s75 + s79)sinα = 0, 
звідки  s76 = 2s75sinα, тобто э лінія впливу зусилля s76  є лінія впливу зусилля s75, помножена на 2sinα і взята зі знаком (+), оскільки в стержні 6–7 – разтяг.
       Побудуэмо декілька ліній впливу зусиль в стержнях ферми з параллельними поясами, що показана на рис. 3.
Лінія впливу зусилля s46. 
       Нехай вантажним є верхній пояс. Проведемо переріз I–I. Вантаж – праворуч, розглянемо ліву частину:
ΣM5 = Ra12 + s464 = 0, 
тоді  s46 = –3Ra.
       Вантаж – ліворуч, розглянемо праву частину ферми:
ΣM5 = Rb24 + s464 = 0, 
тоді  s46 = –6Rb.
       Аналогічно будується лінія впливу зусилля s46 при нижньому вантажному поясі, тільки в ліву частину ферми входить дільниця від вузла 0 до вузла 5, а в праву частину – від вузла 13 до вузла 7.
       Лінія впливу зусилля s45. Вантажний пояс – верхній. Проведемо переріз II – II. Вантаж – праворуч, розглянемо ліву частину:
Σy = Ra – s45cosα = 0, тогда  s45 = Ra /cosα = 5Ra /4.
       Вантаж ліворуч, розглянемо праву частину:
Σy = Rb + s45cosα = 0, поэтому  s45 = –Rb /cosα = –5Rb /4.
       При русі по нижньому поясу передаточна пряма буде в межах ділянки 3–5.
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РОЗРАХУНОК ШПРЕНГЕЛЬНИХ ФЕРМ
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)       Шпренгельні фермі утворюються з простих ферм шляхом введення додаткових стержнів, що працюють на місцеве навантаження. Ферми з простою граткою без
 (
1
Рис. 3
а
V
a
б
s
1
φ
h
/2
А
3
Р
 = 1
I
5
А
/
В
1
2
3
/
4
I
II
II
h
/2
s
0
Линия влияния
 
V
а
1
l
V
b
1
Линия влияния
 
V
b
Линия влияния
 
Линия влияния
 
s
34
Линия влияния
 
s
0
Линия влияния
 
s
1
1
)додаткових стержнів називають основними. Шпренгелі, що являють собою елементи вантажного поясу, называются вантажними, а ті, що являють собою елементи другого поясу – невантажними (рис. 1).
       В шпренгельній (складеній) фермі може бути три типи стержнів:
1) основні – елементи основної ферми (рис. 1, а – стержні, позначені як ос.);
2) додаткові – елементы шпренгеля, що працюють тільки на місцеве навантаження (рис. 1, а – стержні, позначені як д.); 
3) складні – елементи шпренгеля, що працюють як на місцеве так і будь – яке навантаження (рис. 1, а – стержні, позначені як с.).
   На рис. 2 наведені приклади шпренгельних ферм.
   Розглянемо побудову ліній впливу зусилль в стержнях ферми, що показа на рис. 3. Нехай потрібно побудувати лінію впливу зусилля s33. Проведемо переріз I – I.






Уявимо, що вантаж Р = 1 праворуч від перерізу I – I, тоді з розгляду лівої частини отримаємо:




   Якщо вантаж Р = 1 ліворуч від перерізу I – I, то




   Скористаємося перерізом I – I і для побудови лінії впливу зусилля s34. Нехай вантаж праворуч від перерізу:




   Якщо ж вантаж ліворуч від перерізу, то розглядаючи праву частину шпренгельної ферми, отримуємо




 (
α
 = 90
о
 - 
φ
1
α
h
/2
h
/2
Рис.4
Вузол А
φ
s
15
V
a
s
1
А
А
/
1
II
II
s
1
А
)       Для побудови ліній впливу зусилля s0 вирізаємо вузол 1 (рис. 3, а). Якщо вантаж Р = 1 в точці 1, то s0 = 1,  якщо – в точках А або 5, то s0 = 0.
       Розглянемо побудову ліній впливу зусилля s1. Якщо вантаж Р = 1 знаходиться в точці А, то природно, що s1 = 0, а якщо одиничний вантаж знаходиться в точці 5, то з розгляду лінії впливу s0 будемо мати, що s0 = 0, а використавши рис. 3 лекції 4, отримуємо, що і s1 = 0.
       Уявимо, що вантаж знаходиться в точці 1. Провівши переріз II – II (рис. 3, а), і розглядаючи рис. 4, запишемо

,
звідси знаходимо   s15 = l/(8h).


       Із розгляду вузла 1 визначаємо: s1A = s15. І накінець, розглядаючи вузол А, обчислюємо
Σx = s1A + s1cosα = 0,
звідки знаходимо   s1 = –s1A/cosα = –s15/cosα = –l/(8hcosα).
       Лінії впливу s0 і s1 підтверджують, що додаткові елементи шпренгелю працюють тільки на місцеве навантаження. 
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СТАТИЧНО ВИЗНАЧНІ АРКИ
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Рис. 1
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l
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x
)       Трьохшарнірна система, в тому числі трьохшарнірна арка, є статично визначною системою. Опорні реакції розкладаємо на вертикальну складову і складову, що направлена по лінії п»ятових шарнірів – розпір. 
       Тоді від дії вертикальних зовнішніх сил маємо (рис. 1, а)




де  – реакції простой балки (рис. 1, б),  – момент лівих або правих сил відносно точки С.
       Згинаючий момент, поперечну і нормальну сили в перерізі х – х трьохшарнірної арки можна визначити по формулах:


 

                                                         (1)
       В арках різко зменшується згинаючий момент, що видно з першої формули системи (1).


Лінії впливу трьохшарнірних арок
       Розглядаючи рис. 2 і рис. 3, визначаємо
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)       Із першої формули системи (1) маємо, що(рис. 3, б). 
       Із другої формули системи (1) маємо

 (рис. 3, в).
       Із третьої формули системи (1) отримуємо

 (рис. 3, г).
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ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ ПРО ПРУЖНІ ЛІНІЙНО-ДЕФОРМУЄМІ СИСТЕМИ

       Прикладання навантажень до будь-якої конструкції викликає її деформацію. В реальних випадках навантаження зростає повільно. Таке плавне прикладання навантаження називається статичним.
 (
Δ
Рис. 1
F
)       Пружною системою називається така система, яка після видалення навантаження повертається в початковий недеформований стан. Лінійно деформуємими системами називаються такі, в котрих переміщеня і деформації виражаються лінійними однорідними функціями зовнішніх сил Fi. Наприклад, для рис. 1 маємо
               Δ = αF,                 (1)
де α – коефіціеєнт, що залежить від матеріалу, схеми і розміру конструкції.
       Збільшимо навантаження F на dF. Це викличе збільшення переміщення на dΔ. Складемо вираз елементарної роботи dW, відкинувши при цьому безкінечно малі величини другого порядку малості:

dW = (F + dF)dΔ = F·dΔ + dF·dΔ F·dΔ, но dΔ = α·dF, тогда dW = Fα·dF и


а з врахуванням формули (1) отримуємо теорему Клайперона
    для зосередженого навантаження F:    W = FΔ/2;


    для зосередженого моменту М:   W = M/2,   де  – кут повороту поперечного перерізу стержня;
    для розподіленого навантаження q:   W = qS/2,   де S – площа епюри переміщення на ділянці дії цього розподіленого навантаження.  
       При обчисленні роботи застосовують принцип незалежності
 (
m
1
Δ
1
Рис. 2
F
1
Δ
2
F
2
m
2
)





дії сил, наприклад, работа зовнішніх сил сил, зображених на на рис. 2, дорівнює


       Виразимо работу зовнішніх сил через внутрішні зусилля.
       Обчислимо елементарну работу нормальних сил N (рис. 3):

                                                            (2)

работу поперечних сил Q (рис. 4), прийнявши, що tg γ = Δy/dx γ,

 (
Рис.
 3
N
Δ
x
dx
N
Q
γ
Δ
y
dx
γ
Рис.
 4
М
dx
Рис.
 5
)                                (3) 
де k – поправочний коефіцієнт, що враховує нерівномірний розподіл дотичних напружень τ по поперечному перерізу. І накінець, обчислимо елементарну работу згинаючих моментів М (рис. 5):

                                                        (4)
       Просумувавши три результати (2 – 4), отримаємо значення елементарної роботи від внутрішніх сил: 

                                                             (5)
       Формула (5) для системи брусів набуває вигляду:

                                             (6)
       На основі закону збереження енергії W = U, де U – потенціальна енергія.
       Обрахунки показують, що для системи, що працює на згин, перший член формули (6) складає близько 3%, другий – близько 1%, третій – порядку 96%.

Принцип можливих переміщень
       Розглянемо систему в полженні рівноваги під дією заданих сил. Можливими переміщеннями називаються нищівно малі пружні переміщення, викликані будь-якими силами, температурою або  перемещеннями опор, які за своїм характером приймаються як безкінечно малі. Коли система здійснює можливі переміщення, величина і напрям зовнішніх і внутрішніх сил, що відповідають її вихідному стану, залишаються незмінними, а тому їх работа буде без коефіцієнту 1/2.
Теорема про взаємність робіт (теорема Бетті)
       Введемо позначення: Δmn – переміщення в напрямку сили «m» від сили «n». Під переміщенням будемо розуміти зміщення та кут повороту, а під силою – силу і момент. Розглянемо два стани (рис. 6), для яких
W11 = F1Δ11/2,    W22 = F2Δ22/2,
або




       Прикладемо до балки послідовно спочатку силу F1, а потім силу F2 (рис. 7, а), тоді
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)        W = W11 + W12 + W22 = F1Δ11/2 + F1Δ12 + F2Δ22/2.               (7)
       Прикладемо обидві сили одночасно (рис. 7, б), в цьому випадку
                W = F1(Δ11 + Δ12)/2 + F2(Δ22 + Δ21)/2.                              (8)   
       Прирівнюючи вирази (7) і (8), отримаємо теорему про взаємність рабіт (теорему Бетті):
       «Можлива работа зовнішніх або внутрішніх сил першого стану на відповідних переміщеннях другого стану дорівнює можливій роботі зовнішніх або внутрішніх сил другого стану на відповідних переміщеннях першого стану», тобто
                  F1Δ12 = F2Δ21,  или W12 = W21.                                  (9)
Теорема провзаємність переміщень (теорема Максвелла)
       На основі теореми про взаємність робіт (9) маємо F1δ12 = F2δ21, але, якщо прийняти, що F1 = F2 = 1, тоді отримуємо δ12 = δ21, або в загальному вигляді
                     δij = δji.                                                    (10)   
       «Переміщення точки прикладання першої одиничної сили по її напрямку, що викликане другою одиничною силою, дорівнює переміщенню точки прикладання другої одиничної сили по її напрямку, викликаному першою одиничною силою».
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ВИЗНАЧЕННЯ ПЕРЕМІЩЕНЬ.  ІНТЕГРАЛ МОРА

       Розглянемо два стани (рис. 1). Складемо вираз работи W21, тобто  работи сили F2 = 1 на переміщенні Δ21:
 (
q
Рис. 1
Стан
 
I
F
1
F
2
= 1
Δ
21
Стан
 
II
)            W21 = F2Δ21 = Δ21.                     (1)
  Згідно формули (7) лекції 8 отримуємо 
         W12 = W – W11  – W22,                   (2)
де       

 (3)
M, N, Q – це моменти, нормальні і поперечні сили від сумарної дії сил F1 і F2 (рис. 7 лекції 8), тобто 
M = M1 + M2,  N = N1 + N2,  Q = Q1 + Q2. (4)  
     Значення (4) підставляємо в формулу (3), а результат і вирази для W11  і W22  – в формулу (2). В результаті отримаємо

                             (5)
а з врахуванням рівності (1) маємо

             (6)
де риски показують, що ці значення виникають від одиничних сил.    
       Формулу (6) можна записати в загальному вигляді:

                              (7)
       Вираз (7) – це формула для визначення переміщень в конкретному перерізі конструкції або інтеграл Мора (формула Мора).
       При розрахунку балок і рам враховують вплив тільки згинаючих моментів M, а впливом N  і Q нехтують.
Правило Верещагіна
 (
Центр 
ваги
 
С
y
C
Рис. 2
A
MF
l
M
F
M
1
)       «Інтеграл добутку двох функцій, з яких одна лінійна, а друга – довільная, дорівнює площі довільної функції, помноженій на ординату із прямокутної функції, що лежить під центром ваги площі довільної функції».

       Наприклад, маємо дві епюры моментів МF  и(рис. 2), тоді по формулі (7) отримуємо при використанні правила Верещагіна:

       (8)
       Запишемо ще три положення, що витікають з правила Верещагіна:   1. Ордината уС повинна бути взята з прямолінейної епюры. Якщо обидві епюри – прямолінійні, то ординату уС  можна брати з будь-якої.   2. Епюри, що перемножуються не повинні мати зламів. При їх наявності епюры необхідно перемножувати по ділянках.
   3. Для перемноження двох прямолінійних епюр (рис. 3) можна використати формулу:
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) 
       Приклад. Нехай балка, завантажена рівномірно розподіленим навантаженням q (рис. 4). Обчислимо прогин балки в точці С при її згинній жорсткості EI = const. При розрахунку враховуємо тільки вплив згинаючих моментів, тому приймаємо інтеграл Мора в вигляді (8): 

       9)




де     
   Обчилюємо переміщення ΔС  за допомогою інтегралу Мора (9):


       Обчилюємо переміщення ΔС  за допомогою інтегралу Мора (9), але з використанням правила перемноження епюр Верещагіна:
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ВИЗНАЧЕННЯ ПЕРЕМІЩЕННЯ ПЕРЕРІЗУ СТЕЖНЯ ПЛОСКОЇ СТАТИЧНО ВИЗНАЧНОЇ СТЕРЖНЕВОЇ СИСТЕМИ ПРИ ДІЇ ЗОВНІШНЬОГО НАВАНТАЖЕННЯ

       Задану тему розглянемо на конкретних прикладах.
       Приклад 1. Визначити прогин кінця консолі (рис. 1). Побудуємо вантажну епюру моментів і епюру згинаючих моментів від одиничної сили, що прикладена на кінці консолі (рис. 1). Використавши правило Верещагіна, будемо мати:


       Приклад 2. Визначимо горизонтальне зіщення точки С рами, що зображена на рис. 2.  (
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A
MF
)       Побудуємо епюры згинаючих моментів від зовнішнього навантаження (МF) і від сили Р = 1, що прикладена в точці С по напрямку шуканого горизонтального зміщення (), тоді



       Знак (–) в відповіді значить, що горизонтальне зміщення точки С і напрям одиничної сили Р = 1 не співпадають.
       Приклад 3. Визначимо горизонтальне переміщення точки В від дії зосередженої сили F (рис. 3).
       Для криволінійного бруса згинаючий момент в довільній точці С можна записати в вигляді:


       Якщо прикласти одиничну силу в точці В по напрямку дії зовнішньої зосередженої сили F (в напрямку шуканого переміщення), то


і тоді горизонтальне переміщення точки В при урахуванні тільки згинаючого моменту буде
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)
       Знайдемо горизонтальне переміщення точки В при урахуванні тільки нормальных сил NF, в цьому випадку


  


       Урахуємо вплив поперечної сили QF на величину горизонтального зміщення цієї ж точки В:




       Горизонтальне переміщення точки В при урахуванні згинаючого моменту, нормальних і поперечних внутрішніх сил буде


       Якщо урахувати, що для прямокутного поперечного перерізу Iz = bh3/12, А = bh, а також, що G = 0,5Е/(1 + ν), то

                     


       Таким чином, якщо (R/h) > 1, то при визначенні горизонтального переміщення впливом нормальних і поперечних сил можно знехтувати.
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ВЗНАЧЕННЯ ПЕРЕМІЩЕНЬ ПЕРЕРІЗУ СТЕРЖНЯ ПЛОСКОЇ СТАТИЧНО ВЗНАЧНОЇ СТЕРЖНЕВОЇ СИСТЕМИ ПРИ ДІЇ ТЕМПЕРАТУРНИХ НАВНТАЖЕНЬ І ПРИ ЗМІЩЕННІ ЇЇ ОПОР

Температурні переміщення
       Перепишемо інтеграл Мора (7) из лекції 9 в вигляді:

 (
Δ
x
t
Рис. 
1
h
dx
αt
1
dx
t
1
αt
2
dx
t
2
)                                     (1)
(див. рис. 3 – 5 лекции 8). Формулою Мора в наведеному вигляді можна користуватись для визначення переміщень системи, викликаних дією температури. Якщо верхнє волокно элементу стержня нагріте на t1, а нижнє – на t2 градусів Цельсія, то прийнявши прямолінійний закон розподілу температури по висоті поперечного перерізу, будемо мати (рис. 1) для симетричного поперечного перерізу : 

,


де α – температурний коефіцієнт лінійного розширення.
       Деформації зсуву в элементі від дії температуры не виникають.

       Підставивши знайдені значення Δxt и Δt в вираз (1), отримаємо формулу для знаходження температурних перемещень

                           (2)
       Передбачається, що вздовж кожного стержня задана зміна температури однакова і висота h кожного элементу системи постійна по всій його довжині.
       Якщо стержнева система містить тільки прямолінійні або ломані стержні постійного перерізу, то формула (2) може бути переписана в більш простій формі:

                                         (3)    




де  и  – площі одиничних епюр і . Якщо деформації элементу dx від температури і від одиничної сили аналогічні, то знак відповідного члена формули (3) буде додатній, якщо деформації будуть не співпадати, то необхідно брати знак (–).
       Приклад 1. Визначити горизонтальне переміщення рухомої опори В при зміні температури по рис. 2. Висоту поперечного перерізу прийняти h = a /10.      



Будуємо одиничні епюри  и  (рис. 2, б,в) від прикладеної в точці В в напрямку шуканого переміщення одиничної сили Р = 1. Потім визначаємо площі одиничних епюр:




для ригеля: = ab/2, = 1·a = a; для стійки: = b2/2, = b2/a.
       Визначаємо температурні параметри:
для ригеля: t1 = 40о, t2 = 10о;  для стійки t1 = 20о, t2 = 10о.
       За формулою (3) знаходимо:
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       Знак (+) потрібно поставити перед членом з , оскільки зміна температури викликає подовження стійки і ригеля, також як і дія одиничної сили (рис. 2, в). Перед членом з  стоїть знак (-), оскільки температурна дія викликає видовження зовнішніх волокон ригеля и стійки (рис. 2, а), а згинаючий момент від дії одиничної сили Р = 1, навпаки, викликає скорочення зовнішніх волокон (рис. 2, б).
       При визначенні переміщень від дії на конструкцію температури неможливо нехтувати членом формули, що залежить від поздовжньої сили.
Визначення переміщень від осадки опор
       Осадки опор можуть бути випадковими  при відсутності навантаження на конструкцію або можуть виникати під дією навантажень в результаті податливості основи.
Переміщення від випадкових осадок опор
     Нехай шарнірно рухома опора рами, що зображена на рис. 3, а, перемістилась вертикально на величину Δ. Визначимо вертикальне переміщення точки k. Для цього створимо одиничний стан заданої системи і в напрямку шуканого переміщення Δk  прикладемо силу Р = 1 (рис. 3, б). Опорну реакцію, що виникає в тому ж опорному стержні, що переміститься вертикально на величину Δ, позначимо через R. Складемо рівняння рівноваги (рис. 3, б): 
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)ΣМА = P·l – R·2l = 0,
і знаходимо опорну реакцію R  = 1/2.
     На основі теореми про взаємність робіт для двох станів, що показані на рис. 3, а,б, складемо умову:    
W12 = W21,  или 0 = (PΔk – R Δ),
звідки знайдемо
Δk = R Δ = Δ/2.
       Работа сил першого стану на переміщеннях другого стану W12 = 0, оскільки сил в першому стані немє. Друга складова правої частини формули Бетті взята с від»ємним знаком, оскільки напрям сили R і переміщення Δ не співпадають.
       При переміщеннях опор статично визначної конструкції по напрямках опорних кріплень внутрішні зусилля в конструкції не виникають.
       Таким чином, для визначення переміщень або кута повороту, що виникають в статично визначній конструкції від зміщення її о опор в напрямку опорних кріплень, необхідно:
1) выбрати одиничний стан конструкції, рахуючи опору, що зміщується, нерухомою,
2) завантажити конструкцію в напрямку шуканого переміщення одиничною силою або моментом,
3) визначити реакції в тих опорних в»язях одиничного стану, які за умовою задачі зміщуються,
4) скласти вирази роботи сил одиничного стану на переміщеннях дійсного і прирівняти цю роботу нулю,
5) розв»язати отримане рівняння відносно шуканого переміщення.
Переміщення від навантаження, що викликає пружні осадки

       Нехай під дією навантаження q трьохшарнірна рама отримує рівні вертикальні осадки опор Δ = V/ko (рис. 4, а), де ko – коефіцієнт осідання опори (або жорскість пружної основи, Н/м, яка чисельно дорівнює силі, що викликає одиничне зміщення). Знайдемо вертикальне переміщення шарниру С, врахувавши тільки вплив згинаючих моментів МF (рис. 4, б). Прикладемо одиничну силу Р = 1 в шарнирі С по напрямку шуканого переміщення і будуємо одиничну епюру (рис. 4, в).
       Використаємо теорему про взаємність робіт (W12 = W21):


 (
Δ
Δ
C
а
)
 
С
тан
 
I
q
l
V
С
h
V= ql/
2
 = k
o
Δ
Рис. 4
M
F
б
)
 
ql/
2
 
 
ql/
2
 
М
k
P = 
1
в
)
 С
тан
 
II
  
  
)звідки знайдемо



Л е к ц і я  12

РОЗРАХУНОК СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧНИХ ПЛОСКИХ СТЕРЖНЕВИХ СИСТЕМ МЕТОДОМ СИЛ

Статично невизначні плоскі стержневі системи
       Статично невизначною стержневою системою називається така геометрично незмінна стержнева конструкція, в якій деякі реакції в´язей і внутрішні зусилля М, N, Q не можуть бути визначеними за допомогою рівнянь статики, а визначаються з додаткових рівнянь сумісності деформацій.
       В´язі за своїм значенням можуть бути абсолютно необхідні і умовно необхідні або зайві. При видаленні абсолютно необхідних в´язей система стає геометрично змінною. При видаленні зайвих в´язей система зберігає геометричну незмінність.

Властивості статично невизначних систем
   1. Зусилля в них виникають від зовнішнього навантаження, від зміни температури, зміщення опорних або інших перерізів, неточності складання.
   2. Зусилля в статично невизначних системах залежать від геометричних розмірів поперечних перерізів і властивостей матеріалу (від Е, G).
   3. Після видалення n зайвих в´язей n раз статично невизначна система зберігає свою геометричну незмінність.
Розрахунок статично невизначних плоских стержневих систем методом сил
      При розрахунку по методу сил за невідомі параметри необхідно приймати реакції в´язей або внутрішні зусилля в визначених перерізах стержневої системи. В цьому випадку степінь статичної невизначеності, тобто число зайвих в´язей Л визначається за формулою:
                                   Л = 3Ку – Шз,                                               (1)
 (
Рис. 1
Л = 
3·1 - 2 = 1
Л = 
3·2 - 1 = 5
Л = 
3·3 - 3 = 6
Л = 
3·2 - 4 = 2
Л = 
3·4 -10 = 2
)де Ку – число умовних замкнутих контурів, Шз – число простих шарнірів між дисками, включаючи землю. Приклади обчислення зайвих в´язей приведені на рис. 1.
     Після визначення степені статичної невизначності вибирається основна система, яка кладеться в в основу подальшого розрахунку. Основна система повинна бути статично визначною. Для цього разрізають всі зайві в´язі, а відкинуті в´язі замінюють реакціями Хi (рис. 2).
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)       Потім записують умови, що переміщення в напрямку відкинутих в´язей дорівнюють нулю або пропорційні реакціям в´язі відповідно для жорстких або пружних в´язей. Таким чином, при n зайвих невідомих Х1, Х2, …, Хn отримують систему n рівнянь з n невідомими:
δ11Х1 + δ12Х2 + … + δ1nХn + Δ1F = 0,
δ21Х1 + δ22Х2 + … + δ2nХn + Δ2F = 0,
δ31Х1 + δ32Х2 + … + δ3nХn + Δ3F = 0,
……………………………………..,
δn1Х1 + δn2Х2 + … + δnnХn + ΔnF = 0,   (2)
де згідно скороченого інтегралу Мора, маємо



                (3)
       Система рівнянь (2) називаєтся канонічними рівняннями методу сил. Наприклад, перше рівняння системи рівнянь (2) показує, що перемещення точки основної системи, де прикладена невідома сила Х1, в напрямку цієї сили повинно бути рівним нулю. В цьому рівнянні δ11 – переміщення в напрямку сили Х1 від сили Х1 = 1; δ12 – переміщення в напрямку сили Х1 від сили Х2 = 1; δ1n – переміщення в напрямку сили Х1 відсили Хn = 1; Δ1F – переміщення в напрямку сили Х1  від зовнішнього навантаження.
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)       Розв´язуючи канонічні рівняння (2), визначаємо невідомі зусилля і реакціі Х1, Х2, …, Хn, після чого будують епюри М, N, Q, визначають необхідні переміщення і деформації.

       Приклад. Побудувати епюри згинаючих моментів, поперечних і нормальних сил для рами, що зображена на рис. 3, а.
       Маємо Л = 1. Рама один раз статично невизначна. Записуємо канонічне рівняння:


 звідки визначаємо 
       Обчислюємо коефіцієнти канонічного рівняння:



а потім знаходимо величину горизонтальної опорної реакції Х1 = 0,6 кН.
       Тепер можна приступити до побудови епюри згинаючих моментів (рис. 3, б), використовуючи формулу


       Визначивши остальні опорні реакції, будуємо епюри поперечних (рис. 3, в) і нормальних (рис. 3, г) сил.
Перевірка правильності епюр М, Q, N
Статична перевірка
       Для всієї рами в цілому, її вузлів і окремих, довільно виділених частин рами, повинні виконуватись умови статичної рівноваги.  
       Наприклад, для рами, що зображена на рис. 3, а, згідно проведеного розрахунку отримані опорні реакції 
 VA = VB = F / 2 и H = 0,6 кН (рис. 3, д), як наслідок:
Σy = VA + VB – F = 0, Σx = H – H = 0.
       Проводимо переріз I – I, відкинемо ліву частину рами (рис. 3, д), а дію відкинутої частини замінимо відповідними значеннями М, N, Q, які взяті з епюр М, N, Q. Для частини, що залишилась, складемо рівняння рівноваги:
Σy = 5,5 + VB – 11 = 0;  Σx = 0,6 – Н = 0;  ΣМ0 = – 3 + F·2 + Н·5 – VB ·4 = 0.


       Перевірка підтвердила правильність отриманих результатів.
Деформаційна перевірка

       На рис. 3, а, д показана один раз статично невизначна рама. Кінцева епюра згинаючих моментів для цієї рами приведена на рис. 3, б. Очевидно, що горизонтальне переміщення точки В (правої опори рами) повинно бути рівним нулю. Щоб перевірити це, необхідно перемножити дві епюри і М: 


       Таким чином, деформаційна перевірка в загальному випадку проводиться в наступному порядку:
1. Відкидаємо зайві опорні в´язі, перемещення по напрямку яких за умовою задачі дорівнюють нулю, і переводимо задану статично невизначну систему в статично визначну систему.
2. По напрямку кожної відкинутої  в´язі прикладаємо одиничну силу (чи момент).
3. 
Від кожної одиничної сили (чи моменту) будуємо одиничну епюру згинаючих моментів .
4. 
Перемножуючи епюри на кінцеву епюру згинаючих моментів М, визначаємо переміщення в отриманій статично визначній системі по напрямку кожної відкинутої в´язі.
Якщо переміщення по напрямку кожної відкинутої в´язі дорівнюють нулю, то це свідчить про правильність кінцевої епюри згинаючих моментів.
Перевірка коефіцієнтів і вільних членів системи
       Коефіцієнти і вільні члени системи канонічних рівнянь (2) методу сил являють собою переміщення в основній системі від дії одиничних зусиль і зовнішнього навантаження.
       Перевірку проводять наступним способом:
1. Будують сумарну одиничну епюру


2. Проводять построчну перевірку коефіцієнтів:

                                         (4)
   3.    Проводять універсальну перевірку коефіцієнтів:


       Як правило, при розрахунку обмежуються лише універсальною перевіркою. Якщо умова  (5) не задовільняється, то для відшукування помилки рекомендується проводити построчну перевірку (4).
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ГРУПУВАННЯ НЕВІДОМИХ ПРИ РОЗРАХУНКУ СИМЕТРИЧНИХ СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧНИХ РАМ

       Будемо рахувати раму симетричною, якщо її геометрична схема має вісь симетрії і жорсткості симетрично розташованих стержнів равні один одному.
       Нехай маємо симетричну раму, що показана на рис. 1, а, для якої число зайвих невідомих Л = 3·4 – 8 = 4. При розрахунку цієї рами  за основної системи, що показана на рис. 1, б, необхідно скласти та розв´язати чотири рівняння з чотирма невідомими. 
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)        Будемо мати на увазі , що симетрична і зворотносиметрична епюри при перемноженні дають нуль. Крім того, врахуємо, що від симетричних зовнішніх зусиль будуть симетричні епюри, а від зворотносиметричних зусиль – зворотносиметричні епюри.
       Для отримання симетричних і зворотносиметричних епюр приймають за невідомі зусилля не окремі сили, а групи сил.
       Приймемо за невідомі не сили Х1, Х2, Х3, Х4 (рис. 1, б), а групи сил Z1, Z2, Z3, Z4 (рис. 1, в). Порівняємо дві основні системи, що зображені на рис. 1, б, в, можна установити між невідомими Хi і Zi наступні залежності: 




   
які можуть бути представлі в вигляді:




   
       Епюри згинаючих моментів від одиничних групових сил Zi = 1 зображені на рис. 1, г.
       В результаті проведеного групування невідомих система канонічних рівнянь
δ11Z1 + δ12Z2 + δ13Z3 + δ14Z4 + Δ1F = 0,
δ21Z1 + δ22Z2 + δ23Z3 + δ24Z4 + Δ2F = 0,
δ31Z1 + δ32Z2 + δ33Z3 + δ34Z4 + Δ3F = 0,
δ41Z1 + δ42Z2 + δ43Z3 + δ44Z4 + Δ4F = 0,
розпадається на дві незалежні системи (підкреслені коефіцієнти δij будуть рівні нулю):
δ11Z1 + δ13Z3 + Δ1F  = 0,      δ22Z2 + δ24Z4 + Δ2F  = 0,
                        δ31Z1 + δ33Z3 + Δ3F  = 0,      δ42Z2 + δ44Z4 + Δ4F  = 0,
в одну з котрих ввійдуть симетричні (Z2, Z4), а в другу – зворотносиметричні невідомі (Z1, Z3).
       Об´єм обчислень завдяки цьому зменшується в декілька разів. 
Симетричні і зворотно симетричні навантаження
       При діє тільки симетричної або тільки зворотносиметричного навантаження на симетричну конструкцію задача ще больше срощується. В цьому випадку можна вибрати таку основну систему, що не тільки всі одиничні епюри, але і вантажні епюри будуть симетричні або зворотносиметричні і тоді не тільки багато із коефіцієнтів при невідомих δij, але і деякі із вільних членів ΔiF системи канонічних рівнянь (1) будуть рівними нулю.
РОЗРАХУНОК СТАТИЧНОНЕВИЗНАЧЕНИХ СИСТЕМ НА ДІЮ ТЕМПЕРАТУРИ
       Канонічні рівняння методу сил при розрахунку статичноневизначеної системи на дію температури мають вигляд:
δ11Х1 + δ12Х2 + … + δ1nХn + Δ1t = 0,
δ21Х1 + δ22Х2 + … + δ2nХn + Δ2t = 0,
…………………………………….,
                           δn1Х1 + δn2Х2 + … + δnnХn + Δnt = 0,                   (2)  
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)де Δit – температурні перемещення в основній системі по направленнях лишніх невідомих зусиль Х1, Х2,…, Хn (формули (2) і (3) лекції 11).
       Приклад 1. Трехпрогінна нерозрізна балка постійної висоти h піддається нагріву верхніх волокон на tо (рис. 2). Побудувати епюру моментів від дії температури на балку при EI = const .
     Складемо канонічні рівняння методу сил, попередньо визначивши Л = 3·4 – 10 = 2, тоді
δ11Х1 + δ12Х2 + Δ1t = 0,
    δ21Х1 + δ22Х2 + Δ2t = 0,      (3)










     Розв»язуючи систему двох рівнянь (3), визначаємо
Х1 = Х2 = 6αtEI / (5hl)
і будуємо епюру згинаючих моментів Мt (рис. 2) від дії температури на балку.

РОЗРАХУНОК СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧНИХ СИСТЕМ НА ПЕРЕМІЩЕННЯ ОПОР
       Осадка опор викликає додаткові зусилля, якщо при цьому відбувається зміщення опор по напрямках зайвих в´язей.
       Приклад 2. В якості прикладу розглянемо раму, що показана на рис. 3, а. Штриховою лінією показано положення рами після того як її права опора змістилась по горизонталі, вертикалі і, крім того, повернулась на кут φ. На рис. 3, б показана основна система, де зайві невідомі зусилля Хi діють по напрямках заданих переміщень опори. Таким чином, канонічні рівняння методу сил представляться в вигляді:
 (
Х
2
А
Рис. 3
φ
h
b
l
a
a
)
 
Заданная система
Х
1
Х
3
А
б)
 
Основная система
)δ11Х1 + δ12Х2 + δ13Х3  = a,
δ21Х1 + δ22Х2 + δ23Х3  = –b,
         δ31Х1 + δ32Х2 + δ33Х3  = φ.   (4)
 (
Рис. 4
ЕI
M
1
M
l
Δ
1
X
1
l
Х
1 
= 1
l
/2
3
ЕI
Δ
1
/
l
2
)       Наприклад, друге рівняння системи (4) виражає думку, що переміщення точки А в напрямку невідомої сили Х2 від сили Х1 (δ21Х1), плюс переміщення цієї ж точки в напрямку сили Х2 від самої ж сили Х2 (δ22Х2), плюс переміщеня точки в напрямку сили Х2 від моменту Х3 (δ23Х3) повинно дорівнювати реальному зміщенню правої опори в напрямку сили Х2, тобто ΔА = –b. Знак мінус в правій частині другого рівняння пояснюється тим, що напрямок сили Х2 притилежний напрямку заданого зміщення опори по вертикалі.
       Коефіциєнти δij   обчислюються звичайним шляхом. Після цього із системи канонічних рівнянь (4) знаходимо невідомі зусилля Х1, Х2, Х3 і будуємо епюри згинаючих моментів, нормальних і поперечних сил.
       Приклад 3. При осадці проміжної опори двохпрогінної нерозрізної балки в ній виникнуть внутрішні згинаючі моменти (рис. 4).
       Відкинемо образно цю опору і замінемо її дію силою Х1. Враховуючи, що балка один раз статично невизначна, запишемо канонічне рівняння в вигляді:
δ11Х1 = –Δ1, тогда Х1 = –Δ1/ δ11, где δ11 = l3/(6EI),
 X1 = –6EI Δ1/l3.

ВИЗНАЧЕННЯ ПЕРЕМІЩЕНЬ В СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧНИХ СИСТЕМАХ

       При виводі формули переміщень (7) лекції 9 розглядались будь – які пружні стержневі системи, деформації яких малі порівняно з розмірами їх поперечних перерізів, а матеріал конструкції задовільняє закону Гука. Таким чином, для визначення переміщень довільної точки стержневої статично невизначної системи необхідно побудувати эпюру згинаючих моментів від дії зовнішніх навантажень або інших факторів (МF або Мt),  наприклад, за допомогою методу сил.

       Потім в точці, де визначається переміщення, прикласти одиничну силу в напрямку шуканого переміщення. Одинична сила прикладається в основній статично визначній системі і будується епюра моментів від цієї единичної сили . Після перемноження эпюр


знайдемо  шукане переміщення ΔiF.

       Ту ж відповідь отримаємо, якщо за епюру моментів взяти епюру згинаючих моментів від одиничної сили, що прикладена в відповідній точці заданої статично невизначної стержневої системи. Але для побудови епюры моментів від одиничної сили в цьому  випадку потребуються більш складні обчислення, ніж в першому випадку.
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