
Роздiл 9

Основи
вейвлет-перетворення

Рiзноманiтнi математичнi перетворення застосовуються до си-
гналу для того, щоб отримати про нього якусь додаткову iн-
формацiю, недоступну в початковому виглядi. У подальшому
викладi сигнал в часовiй областi буде називатися початковим,
а перетворений сигнал — трансформантою.

9.1 Обмеження використання перетво-
рення Фур’є

Серед багатьох вiдомих перетворень сигналiв найбiльш попу-
лярним є перетворення Фурье (ПФ). Бiльшiсть сигналiв, що
зустрiчаються на практицi, представленi в часовiй областi, тоб-
то сигнал є функцiєю часу. Таким чином, при вiдображеннi
сигналу на графiцi однєю з координат (незалежною) є вiсь
часу, а iншою координатою (залежною) — вiсь амплiтуд. Таким
чином ми отримуємо амплiтудно-часове представлення сигналу.
Для бiльшостi застосувань обробки сигналу це представлення
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не є найкращим. У багатьох випадках найбiльш значуща iн-
формацiя прихована в частотнiй областi сигналу. Частотний
спектр є сукупнiсть частотних (спектральних) компонент, вiн
вiдображає наявнiсть тих або iнших частот в сигналi.

Дуже часто iнформацiя, не помiтна в часовому представ-
леннi сигналу, виявляється в його частотному представленнi.
Розглянемо як приклад бiологiчний сигнал, наприклад електро-
кардiограму (ЕКГ). Типовий вид ЕКГ добре вiдомий кардiо-
логам. Будь-яке значне вiдхилення вiд нього розглядається як
патологiя. Ця патологiя, однак, не завжди може бути помiтна
в часовому представленнi сигналу. Тому в останнiх моделях
електрокардiографiв для аналiзу використовується i частотна
область сигналу. Рiшення про патологiю виноситься тiльки з
використанням iнформацiї частотної областi.

Окрiм ПФ iснує i багато iнших часто вживаних перетворень
сигналу. Прикладами є перетворення Гiльберта, вiконне ПФ,
розподiл Вiгнера, перетворення Уолша, вейвлет-перетворення
та багато iнших. Для кожного перетворення можна вказати най-
бiльш вiдповiдну область застосування, переваги та недолiкиi,
i вейвлет-перетворення (ВП) не є в цьому сенсi винятком.

Для того, що використовувати перетворення Фур’є, сигнал
повинен бути стацiонарним, тобто всi його частотнi складовi
повиннi бути присутнi в можен момент часу. На жаль, бага-
то сигналiв не задовольняють цiй вимозi. Тому на практицi
цiлком можлива ситуацiя. коли у двох рiзних за формою си-
гналiв частотнi спектри дуже схожi. Наприклад, на рис. 9.1
представлений детермiнований сигнал, заданий виразом

𝑠(𝑡) = cos(2𝜋 · 10𝑡) + cos(2𝜋 · 25𝑡)+ (9.1)
+ cos(2𝜋 · 50𝑡) + cos(2𝜋 · 100𝑡),

i який має чотири частотних компоненти — на частотах 10, 25,
50 та 100 Гц (див. спектр на рис. 9.2).
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Рис. 9.1 – Детермiнований сигнал, заданий виразом (9.1)

Рис. 9.2 – Спектр сигналу на рис. 9.1
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Рис. 9.3 – ЛЧМ-сигнал з частотами 10, 25, 50 та 100 Гц

На рис. 9.3 представлений сигнал з тими ж частотами,
але в ньому вони йдуть «по черзi», тобто спочатку в сигналi є
частота лише 10 Гц, потiм — 25 Гц, потiм — 50 Гц, i далi
сигнал йде з частотою 100 Гц. Подiбнi сигнали називають
сигналами з лiнiйною частотною модуляцiєю (ЛЧМ-сигналами).
На рис. 9.4 представлений спектр цього сигналу. Видно, що на
ньому присутнi тi ж частоти, що i на рис. 9.2, але мiж ними
є також частотнi гармонiки. Цi промiжнi гармонiки можуть
бiти легко подiавленi за допомогою фiльтрiв, i таким чином
спектр, зображений на рис. 9.4 легко може бути перетворений
на спектр, представдений на рис. 9.2. Але цi спектри вiдносяться
до абсолютно рiзних сигналiв.

Перший сигнал є стацiонарним, другий — нi. З цього прик-
ладу випливає важливий висновок:

Перетворення Фур’є не дає можливостi сказати, коли
у складi сигналу була та чи iнша частота.
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Рис. 9.4 – Спектр ЛЧМ-сигналу на рис. 9.3

Для подолання цього утруднення було придумане так зване
вiконне перетворення Фур’є (ВПФ). Суть його полягає у тому,
що нестацiонарний сигнал розбивається на «дiлянки стацiонар-
ностi». тобто iнтервали, протягом яких сигнал залишається
стацiонарим. Для кожного iнтервалу робиться перетворення
Фур’є, пiсля чого отриманi спектри додаються.

Першою проблемою ВКФ є визначення дiлянок стацiонар-
ностi. Ми ще не знаємо, який у сигналу спектр, то звiдки ми
можемо знати, якi в його складi частоти? I чи змiнюються
вони з часом? Чим коротшi iнтервали (так званi «вiкна») ми
використовуємо, тим ширшi спектри вiд них отримуємо. А
намагаючись отримати вузький спектр, ми ризикуємо взяти
перетворення Фур’є вiд настiльки довгого iнтервалу iснування
сигналу, що на ньому вiн може бути нестацiонарним.

Ця проблема носить назву принципу невизначеностi
Гейзенберга . Цей принцип в застосуваннi до ПФ свiдчить що
неможливо отримати частотно-часове представлення сигналу з
скiльки завгодно великою точнiстю, тобто не можна визначи-
ти для довiльного моменту часу, якi спектральнi компоненти
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присутнi в сигналi. Єдине що ми можемо знати, так це часовi
iнтервали, протягом яких в сигналi iснують смуги частот. Ця
проблема називається проблемою роздiльної здатностi.

Проблема роздiльної здатностi ПФ пов’язана з шириною
вiконної функцiї, що використовується. Ця ширина називається
ще носiєм функцiї. Якщо вiкно достатнє вузьке, то говорять про
компактний носiй. Як ми побачимо надалi, ця термiнологiя осо-
бливо широко використовується в теорiї вейвлет-перетворення

9.2 Основна iдея крупномасштабного
аналiзу

. Не дивлячись на те, що проблема роздiльної здатностi має
фiзичний характер i не може бути подолана, iснує можливiсть
аналiзу сигналу за допомогою альтернативного пiдходу, який
називається кратномасштабним аналiзом (КМА). КМА,
як видно з назви, аналiзує сигнал на рiзних частотах i з рiзною
роздiльною здатнiстю одночасно. Кожна спектральна складова
не аналiзується окремо, як це було у випадку з ВПФ. КМА доз-
воляє отримати хорошу роздiльну здатнiсть за часом (погану
по частотi) на високих частотах i хорошу роздiльну здатнiсть
по частотi (погану за часом) на низьких частотах. Цей пiдхiд
стає особливо ефективним, коли сигнал має високочастотнi
компоненти короткої тривалостi i протяжнi нiзкочастотнi до
омпоненти. На щастя, саме такi сигнали i зустрiчаються най-
частiше на практицi. Наприклад, такий сигнал показаний на
рис.9.5. Вiн має порiвняно низькочастотну компоненту впро-
довж всього сигналу i вiдносно високу — на коротких iнтервалах
всерединi сигналу.

Одним з найпоширенiх видiв КМА є вейвлет-перетворення,
яке непогано вирiшує проблему балансу роздiльних здатностей
як по часу, так i по частотi.
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Рис. 9.5 – Приклад сигналу з тривалою низькочастотною
компонентою та короткими високочастотними

9.3 Неперервне вейвлет-перетворення

9.3.1 Визначення НВП

Неперервне вейвлет-перетворення (НВП) виконується аналогi-
чно ВПФ, в тому сенсi то сигнал перемножується з функцiєю
(вейвлетом), так як i з вiконною функцiєю при ВПФ, i пере-
творення виконується окремо для рiзних дiлянок часу сигналу.
Проте iснує двi iстотнi рiзницi мiж ВПФ i НВП:

1. Не виконується ПФ зваженого з вейвлетом сигналу. Тому
одиничний пiк вiдповiдає синусоїдi, тобто вiд’ємнi частоти
не обчислюються.

2. Ширина вiкна змiнюється, так що перетворення обчислю-
ється для кожної спектральної компоненти, що є найбiльш
важливою властивiстю вейвлет-преобразования.

Неперервне вейвлет-преобразование визначається таким
чином:

𝐶𝑊𝑇𝜓𝑥 (𝜏, 𝑠) = Ψ𝑥(𝜏, 𝑠) =
1√︀
|𝑠|

∫︁
𝑥(𝑡)𝜓

(︂
𝑡− 𝜏

𝑠

)︂
𝑑𝑡, (9.2)
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де 𝜓(𝑡) — функцiя перетворення, яка називається материнсь-
ким вейвлетом. Слово вейвлет означає «маленька хвиля». Пiд
маленькою розумiється те, що ця функцiя (вiкно) має кiнцеву
ширину (компактний носiй). Слово «хвиля» вiдображає той
факт, що вейвлет-функция осцилює. Термiн «материнський»
означає, що функцiї з рiзною шириною носiя, що використову-
ються у перетвореннi, породжуються однiєю базовою функцiєю
— материнським вейвлетом. Тобто материнський вейвлет є про-
тотипом для всiх вiконних функцiй.

Як видно з виразу (9.2), перетворений сигнал є функцiєю
двох змiнних — 𝜏 i 𝑠, якi називаються параметрами змiщення та
масштабу вiдповiдно. Термiн «змiщення» тут використовується
тому ж сенсi, що i при ПФ: вiн вiдноситься до мiсцеположення
вiкна, i вiкно рухається уздовж сигналу. Цей термiн вiдноситься
таким чином, до часової iнформацiї, присутньої в результатi пе-
ретворення. Проте при ВП ми не маємо частотного параметра,
як це було при ВПФ . Замiсть нього тут є параметр масштабу,
який можна визначити як величину, зворотну частотi. Пара-
метр масштабу у вейвлет-аналiзi має аналогiю з масштабом
географiчних карт. Великi значення масштабу вiдповiдають
малiй кiлькостi деталей, глобальному представленню сигна-
лу, а низькi значення масштабу дозволяють розрiзнити деталi.
Аналогiчно, в термiнах частоти, низькi частоти вiдповiдають
глобальнiй iнформацiї про сигнал (яка мiститься на всiй його
протяжностi), а високi частоти — детальнiй iнформацiї, при-
таманiй прихованим особливостям, якi мають зазвичай малу
протяжнiсть. Масштабування, як математична операцiя, роз-
ширює або стискає сигнал. Великi значення масштабiв вiдпо-
вiдають розширенню сигналу, а малi — стисненню. Якщо 𝑓(𝑡) —
початкова функцiя, то 𝑓(𝑠𝑡) вiдповiдає стисненiй версiї 𝑓(𝑡),
якщо 𝑠 > 1 i розширенiй версiї, якщо 𝑠 < 1. Проте у визначеннi
вейвлет-перетворення (вираз (9.2)) коефiцiєнт масштабу стоїть
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у знаменнику. Тому при 𝑠 > 1 сигнал буде розширюватися, а
при 𝑠 < 1 — стискатися.

Для вiдновлення сигналу з вейвлет-образу використовує-
ться оберенене вейвлет-перетворення:

𝑓(𝑡) =

+∞∫︁
0

+∞∫︁
−∞

1

𝑠2
Ψ(𝑠, 𝜏)𝜓

(︂
𝑡− 𝜏

𝑠

)︂
𝑑𝑠𝑑𝜏. (9.3)

Знайшовши вейвлет-образ (або його ще називають вейвлет-
спектром), можливо визначити повну енергiю сигналу:

𝐸𝑓 =

∫︁
|𝑓(𝑡)|2 𝑑𝑡 =

∫︁ ∫︁
Ψ2(𝑠, 𝜏)

1

𝑠2
𝑑𝑠𝑑𝜏

та глобальний спектр енергiй — розподiл повної енергiї по
масштабах (так звану скейлограму вейвлет-перетворення):

𝐸Ψ(𝑠) =

∫︁
Ψ2(𝑠, 𝜏) 𝑑𝜏.

9.3.2 Отримання НВП

Далi приведена iнтерпретацiя виразу (9.2). Нехай 𝑥(𝑡) — ана-
лiзований сигнал. Вибирається материнський вейвлет, який
буде прототипом для всiх функцiй (вiкон), якi виходять з нього
шляхом стиснення (розширення). Iснує декiлька функцiй, що
застосовуються в якостi материнських вейвлетiв. Розглядатися
буде приклад з так званим вейвлетом Морле .

Пiсля вибору материнської функцiї обчислення починаю-
ться з масштабу 𝑠 = 1. НВП обчислюється для всiх значень
𝑠, менших i бiльших 1. Проте повне перетворення зазвичай не
потрiбне, оскiльки реальнi сигнали обмеженi по смузi. Тому чи-
сло масштабiв може бути обмежене. У прикладах цього роздiлу
ми також використовуємо обмежену кiлькiсть масштабiв.
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Процедура аналiзу стартує з масштабу 𝑠 = 1 i продовжу-
ється при значеннях 𝑠, що збiльшуються, тобто аналiз почи-
нається з високих частот i проводиться у бiк низьких частот.
Перше значення 𝑠 вiдповiдає найбiльш стислому вейвлету. При
збiльшеннi значення 𝑠 вейвлет розширюється.

Вейвлет помiщається в початок сигналу, в точку, яка вiд-
повiдає моменту часу 𝑡 = 0. Вейвлет-функция масштабу 𝑠 = 1
перемножується з сигналом та iнтегрується на всьому часовому
iнтервалi. Iнтеграл помножується на константу 1√

|𝑠|
для норма-

лiзацiї, тобто для того, щоб сигнал на кожному масштабi мав
би однакову енергiю.

Вейвлет масштабу 𝑠 = 1 потiм зрушується праворуч на
𝜏 до точки 𝑡 = 𝜏 , i процедура повторюється. Отримуємо ще
одне значення, яке вiдповiдає 𝑡 = 𝜏, 𝑠 = 1 на частотно-часовiй
площинi.

Ця процедура повторюється доти, доки вейвлет не дося-
гне кiнця сигналу. Таким чином отримуємо рядок точокна
масштабно-часовiй площинi для масштабу 𝑠 = 1.

Тепер збiльшимо 𝑠 на деяке значення. Взагалi кажучи,
оскiльки перетворення неперервне, то 𝜏 i 𝑠 повиннi змiнувати-
ся неперервно. При виконаннi перетворення в комп’ютерi ми
обчислюємо апроксимацiю, збiльшуючи обидва параметри на
деяке мале значення. Тим самим ми здiйснюємо дискретизацiю
масштабно-часової площини.

Приведена вище процедура повторюється для кожного зна-
чення 𝑠. При цьому рядок за рядком заповнюється масштабно-
часова площина. Нижче рисунки iлюструють процес перетво-
рення крок за кроком.

На рис.9.6 показанi сигнал i вейвлет-функция для чотирьох
рiзних значень 𝜏 . Як сигнал використовуємо обмежену вер-
сiю сигналу, показаного на рис. 9.5. Значення масштабу 𝑠 = 1,
вiдповiдає найменшому значенню, або найбiльшiй частотi. На
рисунку видно, наскiльки компактний носiй. Вiн повинен бути

201



Рис. 9.6 – Приклад ВП сигналу при 𝑠 = 1

Рис. 9.7 – Приклад ВП сигналу при 𝑠 = 5
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Рис. 9.8 – Приклад ВП сигналу при 𝑠 = 20

таким же вузьким, як i тривалiсть найвищої частоти сигналу.
На рисунку показанi чотири рiзнi позицiї вейвлет-функции в
точках 𝑡0 = 2, 𝑡0 = 40, 𝑡0 = 90 i 𝑡0 = 140. У кожнiй позицiї вона
перемножується iз сигналом. Добуток буде ненульовим лише
тодi, коли сигнал перетинається з носiєм вейвлета, i нульовим —
в рештi випадкiв. Змiщення вейвлета за часом вiдповiдає часо-
вiй локалiзацiї сигналу, а змiщення по масштабу — масштабна
(частотна) локалiзацiя.

Якщо в сигналi присутнi спектральнi компоненти, вiдпо-
вiднi поточному значенню 𝑠 (яке в даному випадку 1), той
добуток вейвлета з сигналом в iнтервалi, де ця спектральна
компоненту присутня, дає вiдносно велике значення, iнакше —
добуток малий або дорiвнює нулю. Сигнал, показаний на рис.
9.6, має спектральнi компоненти, порiвняннi з шириною вiкна
при 𝑠 = 1 на iнтервалi бiля 𝑡 = 100 мс.

НВП сигналу, показаного на рис. 9.6, дає великi значення
для низьких масштабiв близько часу 𝑡 = 100 мс i малi значення
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Рис. 9.9 – Вейвлет-образ сигналу з рис. 9.5

в рештi iнтервалiв часу. Для високих масштабiв, навпаки, НВП
дає великi значення майже на всiй тривалостi сигналу, оскiльки
низькi частоти присутнi в нiм весь час.

На рис. 9.7 та 9.8 показаний той же процес для масшта-
бiв 𝑠 = 5 i 𝑠 = 20 вiдповiдно. Вiдзначимо, що ширина вiкна
змiнюється iз збiльшенням масштабу. Iз збiльшенням ширини
вiкна перетворення видiляє все бiльш низькi частоти. Кiнець
кiнцем ми отримуємо точку на масштабно-часовiй площинi для
кожного значення масштабу i часу. Обчислення при фiксова-
ному масштабi дають рядок на площинi, а обчислення при
фiксованому часi — стовпець. Кiнцевий результат неведений
на рис. 9.9. Малi масштаби вiдповiдають високим частотам.
Тому, на рис. 9.9 частина графiка, де масштаби близькi нулю,
вiдповiдає високим частотам. Верхня частота аналiзованого
сигналу 30 Гц i вона з’являється на найменших масштабах
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при змiщеннях вiд 0 до 30. Найнижча частота сигналу — 5 Гц
з’являється в кiнцi осi змiщень i на найбiльших масштабах, як
i очiкувалося.

9.3.3 Найбiльш часто використовуванi вейв-
лети

При конструюваннi базисної аналiзуючої функцiї 𝜓(𝑡) повиннi
виконуватися наступнi необхiднi умови.

1. Локалiзацiя — вейвлет повинен бути локалiзований по-
близу нуля аргументу як в часовому, так i в частотному
просторi.

2. Нульове середнє :
+∞∫︁

−∞

𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Як наслiдок, вейвлет повинен бути знакозмiнною функцi-
єю.

3. Обмеженiсть:
+∞∫︁

−∞

|𝜓(𝑡)|2 𝑑𝑡 <∞.

4. Вейвлет повинен бути достатньо швидко затухаючою
функцiєю часової (просторової) змiнної.

Вейвлет називається ортогональним, якщо сiмейство {𝜓𝑘}
представляє ортонормований базис функцiонального простору
L2(R). В цьому випадку будь-яка функцiя може бути представ-
лена у виглядi ряду

𝑓(𝑡) =
∞∑︁

𝑗,𝑘=−∞

𝑐𝑗𝑘𝜓𝑗𝑘(𝑡),
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де

𝑐𝑗𝑘 = 2
𝑗
2

∫︁
−∞

+∞𝑓(𝑡)𝜓
(︀
2𝑗𝑡− 𝑘

)︀
𝑑𝑡.

Вейвлети прийнято класифiкувати за виглядом та особли-
востями функцiї або за iменем вченого, який вперше запропону-
вав той чи iнший вейвлет. Вiдомi вейвлети Хаара, Симлета, До-
беши, Коiфлетса, Гауса, Морле, Шенона, Мейера, бiортогональ-
ний та зворотнiй бiортогональний, частотний В-сплайновий,
«мексиканський капелюх», «французький капелюх» та iншi.

Далi наводяться приклади деяких найбiльш поширених
вейвлетiв з аналiтичними виразами та графiками.

Класичний вейвлет

𝜓(𝑡) = 𝑡 · 𝑒− 𝑡2

2

Вейвлет Морле

𝜓(𝑡) = 𝑒𝑖𝑘𝑡−
𝑡2

2

«Мексиканський
капелюх»

𝜓(𝑡) = (1 − 𝑡2) 𝑒−
𝑡2

2
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«Французький капелюх»

𝜓(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, |𝑡| < 1/3,

−1/2, 1/3 < |𝑡| > 1,

0, |𝑡| > 1

Вейвлет Хаара

𝜓(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 0 6 𝑡 < 1/2,

−1/2, 1/2 6 𝑡 < 1,

0, 𝑡 < 0, 𝑡 > 1

9.4 Дискретне вейвлет-перетворення
Неперервне вейвлет-перетворення вимагає великої кiлькостi
обчислень. Крiм того, в результатi виходить надмiрна кiлькiсть
коефiцiєнтiв, яка набагато перевершує кiлькiсть вiдлiкiв по-
чаткового сигналу. Дискретне вейвлет-перетворення (ДВП)
забезпечує достатньо iнформацiї як для аналiзу сигналу, так i
для його синтезу, будучи разом з тим економним, як по числу
операцiй, так i по необхiднiй пам’ятi.

ДВП оперує з дискретними значеннями параметрiв 𝑠 i 𝜏 ,
якi задаються, як правило, у виглядi степеневих функцiй:

𝑎 = 𝑎−𝑚0 , 𝑏 = 𝑘 · 𝑎−𝑚0 , 𝑎0 > 1, 𝑚, 𝑘 ∈ Z,

де Z — множина цiлих чисел, 𝑚 — параметр масштабу, 𝑘 —
параметр зсуву. Базис простору L2(R) у дискретному представ-
леннi:

𝜓𝑘,𝑚 = |𝑎0|𝑚/2𝜓 (𝑎𝑚0 𝑡− 𝑘) , 𝑚, 𝑘 ∈ Z, 𝜓(𝑦) ∈ L2(R).
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Вейвлет-коефiцiєнти прямого перетворення:

𝐶𝑚,𝑘 =

+∞∫︁
−∞

𝜓𝑚,𝑘(𝑡) 𝑑𝑡.

У загальному випадку, значення 𝑎 може бути довiльним, але
зазвичай приймається рiвним 2, при цьому перетворення назива-
ється дiадним вейвлет-перетворенням. Для дiадного перетво-
рення розроблений швидкий алгоритм обчислень, аналогiчний
швидкому перетворенню Фурье, що зумовило його широке ви-
користання при аналiзi дискретних функцiй i масивiв цифрових
даних. Зворотне дискретне перетворення для безперервних сиг-
налiв при нормованому ортогональному вейвлетному базисi
простору:

𝑠(𝑡) =
+∞∑︁
−∞

𝐶𝑚,𝑘𝜓𝑚,𝑘(𝑡).
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