
Роздiл 6

Сигнали та спектри

6.1 Параметри сигналiв

Сигнал — це фiзичний процес, що змiнюється у вiдповiдностi
iз повiдомленням, яке передається. В сучасних вимiрювальних
системах, як правило, використовуються сигнали електричної
природи, тобто такi, у яких фiзичною величиною, що несе
iнформацiю, яка їх визначає, є електричний струм або напруга.

Сигнали завжди є функцiями часу. Якщо сигнал пред-
ставляє собою функцiю 𝑠(𝑡), що приймає лише певнi дискретнi
значення 𝑠𝑛 (наприклад, 0 i 1), то його називають дискретним
або, точнiше, дискретним по станам. Так само i повiдомлення,
елементи яких приймають тiльки деякi певнi значення, назива-
ються дискретними. Якщо сингал (або елементи повiдомлення)
може приймати будь-якi значення в певному iнтервалi, то вiн
називається неперервним по станам або аналоговим.

У бiльшостi випадкiв сигнали задаються не на всiй вi-
сi часу, а лише у певнi моменти 𝑡𝑛. Такi сигнали називають
дискретними по часу, на вiдмiну вiд неперервних по часу —
заданих на всiй вiсi 𝑡. Наприклад, сигнал мовлення є повiдом-
ленням неперервним як по станам, так i по часу (рис. 6.1, а), а
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сенсор температури, який видає її значення через кожну хви-
лину, служить джерелом повiдомлень, якi неперевнi по станам,
але дискретнi по часу (рис. 6.1, б ). Якщо сигнал одночасно
є дискретним як по часу, так i по рiвню, то його називають
цифровим (рис. 6.1, в). Якщо сигнал наперед вiдомий з повною
достовiрнiстю, то вiн називається детермiнованим.

Рис. 6.1 – Приклади аналогового, дискретного по часу та
цифрового сигналiв

Основними параметрами електричних сигналiв є амплiту-
да (розмах), частота (або спектр частот), фаза, динамiчний
дiапазон, тривалiсть i параметри форми сигналiв (скважнiсть,
час наростання i час спаду, тривалiсть плоскої частини). Роз-
глянемо їх детальнiше.

Амплiтула i розмах. Цi поняття iлюструє рис. 6.2. Ам-
плiтуда — це максимальне вiдхилення абсолютної величини
сигналу вiд нуля (позн. 𝐴 на рис. 6.2). Розмах — це рiзниця
мiж максимальним та мiнiмальним значенням сигналу (позн.
2𝐴 на рис. 6.2).

Довжина хвилi та частота. Iснують два характерних
параметри, якi вiдрiзняють хвильовий рух — довжина хви-
лi та частота. Довжину хвилi визначають як вiдстань мiж
двома найближчими точками, якi знаходяться в однаковому
станi хвилi будь-якого типу (наприклад, акустичного або еле-
ктромагнiтного коливання). Частотою називають кiлькiсть
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Рис. 6.2 – Амплiтуда i розмах сигналу

повторюваних циклiв хвилi за 1 секунду. На рис. 6.3 схемати-
чно показано поширення хвилi. Символом 𝑇 позначений перiод
коливання (при цьому горизонтальна вiсь — це вiсь часу), а сим-
волом 𝜆 — довжина хвилi (при цьому горизонтальна вiсь — це
вiсь вiдстанi). Перiод коливань пов’язаний з частотою простим
спiввiдношенням:

𝑓 =
1

𝑇
, 𝑇 =

1

𝑓
.

Рис. 6.3 – Перiод сигналу та довжина хвилi

Тип хвилi та її швидкiсть визначається середовищем, в
якому вона рухається. Наприклад, швидкiсть звукової хвилi
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у повiтрi дорiвнює 340 м/с, у водi — 1430 м/с, а швидкiсть
електромагнiтних хвиль набагато бiльша, нiж звукових, i дорiв-
нює швидкостi свiтла (приблизно 3 · 108 м/с). Радiо- та свiтловi
хвилi мають електромагнiтну природу i для них зв’язок мiж
частотою та довжиною хвилi визначається формулою:

𝜆 =
3 · 108

𝑓
, 𝑓 =

3 · 108

𝜆
.

Скважнiсть. Ця характеристика прямокутного (iмпуль-
сного) сигналу визначається як вiдношення тривалостi iмпульсу
до перiоду сигналу (рис. 6.4):

𝑞 =
𝜏

𝑇
· 100%.

Скважнiсть — величина безрозмiрна, тому її часто виражають
у вiдсотках.

Рис. 6.4 – До визначення скважностi сигналу

Тривалостi фронту i спаду. Слiд пам’ятати, що прямо-
кутний сигнал, подiбний до зображеного на рис. 6.4 є iдеалiзацi-
єю, а на практицi перехiд сигналу з низького рiвня до високого
i навпаки вiдбувається за деякий (достатньо малий, але все ж
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ненульовий) час (див. рис. 6.5). Якщо мова йде про збiльшення
сигналу, то говорять про фронт, якщо зменшення — то про спад.
На рисунку 6.5 за 1 позначений максимальний рiвень сигналу
(амплiтуда iмпульсу). Час, протягом якого величина сигналу
зростає вiд 0,1 до 0,9 долi амплiтуди, називається тривалi-
стю фронту 𝜏1, а час, протягом якого вiдбувається зменшення
сигналу вiд 0,9 до 0,1 долi амплiтуди — тривалiстю спаду 𝜏3.
Вiдповiдно за тривалiсть iмпульсу приймається величина 𝜏2 —
час, протягом якого сигнал залишається не меншим, нiж 0,9 до-
лей амплiтуди. Також iнодi сигнал характеризують швидкiстю
зростання 𝑈↑ та швидкiстю спадання 𝑈↓:

𝑈↑ =
0, 8𝐴

𝜏1
, 𝑈↓ =

0, 8𝐴

𝜏3
.

Рис. 6.5 – Фронт та спад сигналу

Енергiя сигналу та пов’язанi з нею параметри. Якщо
електричний сигнал 𝑠(𝑡) є перiодичним з перiодом 𝑇 , то його
енергiя визначається виразом

𝐸𝑠 =

𝑇∫︁
0

𝑠2(𝑡) 𝑑𝑡. (6.1)
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Середнє значення сигналу визначається як

𝑠(𝑡) =

+∞∫︁
−∞

𝑠(𝑡) 𝑑𝑡

i за своїм змiстом спiвпадає з математичним сподiванням си-
гналу (особливо тодi, коли сигнал описує випадковий процес,
тобто є не детермiнованим, а стохастичним).

Постiйна складова, або змiщення сигналу визначається
як

̃︂𝑠(𝑡) =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑠(𝑡) 𝑑𝑡, (6.2)

а змiнна складова —

𝑠∼(𝑡) = 𝑠(𝑡) − ̃︂𝑠(𝑡).
Постiйна складова може бути як додатним, так i вiд’ємним
числом. Якщо постiйна складова сигналу не дорiвнює нулю, то
вiн нiби «змiщується» вгору (якщо ̃︂𝑠(𝑡) > 0) або вниз (якщо̃︂𝑠(𝑡) < 0).

Змiнна складова має свою потужнiсть:

𝑠2∼(𝑡) =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑠2∼(𝑡) 𝑑𝑡. (6.3)

Часто у виразах (6.1), (6.2) i (6.3) ставлять межi iнтегру-
вання вiд −𝑇

2
до +𝑇

2
. На кiнцевий результат це не впливає, але

у випадку, коли детермiнований сигнал описується парною або
непарною функцiєю, це може дещо спростити операцiю iнте-
грування. У будь-якому випадку iнтегрування сигналу повинно
вiдбуватися за один перiод.
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6.2 Визначення спектра сигналу
При вивченнi складних сигналiв довiльної форми їх зручно
представляти у виглядi деякої комбiнацiї простих сигналiв вi-
домої форми.Такий прийом дуже широко використовується в
електроницi, радiотехнiцi та обробцi сигналiв i полягає в тому,
що початковий сигнал — довiльна функцiя вiд часу — розклада-
ється за рiзними системами детермiнованих базисних функцiй.
Цей метод називається узагальненим спектральним аналiзом.

В математицi доводиться, що довiльна неперервна функцiя
𝑠(𝑡), для якої виконується умова обмеженостi (скiнченностi
енергiї)

𝑡2∫︁
𝑡1

|𝑠(𝑡)|2 𝑑𝑡 <∞

може бути абсолютно точно представлена у виглядi нескiнчен-
ної суми ряду

𝑠(𝑡) = 𝑎0𝜙0(𝑡) + 𝑎1𝜙1(𝑡) + · · ·+ 𝑎𝑛𝜙𝑛(𝑡) + · · · =
∞∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝜙𝑖(𝑡), (6.4)

де 𝜙𝑖(𝑡) — система ортогональних неперервних функцiй, 𝑎𝑖 —
коефiцiєнти ряду, якi визначаються як

𝑎𝑖 =
1

𝑡2 − 𝑡1

𝑡2∫︁
𝑡1

𝑠(𝑡)𝜙𝑖(𝑡) 𝑑𝑡. (6.5)

Розкладення (6.4) називають узагальненим рядом Фур’є,
а коефiцiєнти (6.5) — узагальненими коефiцiєнтами Фур’є.

Система дiйсних функцiй 𝜙0(𝑡), 𝜙1(𝑡), 𝜙2(𝑡), . . . називається
ортогональною на вiдрiзку [𝑡1, 𝑡2] якщо

𝑡2∫︁
𝑡1

𝜙𝑚(𝑡)𝜙𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 = 0 при 𝑚 ̸= 𝑛.
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При цьому додатковою умовою ортогональностi є

𝑡2∫︁
𝑡1

(𝜙𝑘(𝑡))
2 𝑑𝑡 ̸= 0 ∀𝑘,

тобто жодна з них на цьому iнтервалi нулю не дорiвнює.
Узагальнений ряд Фур’є володiє дуже цiнною практичною

властивiстю:

При обмеженiй кiлькостi складових у сумi (6.4) вiн
забезпечує найкращу апроксимацiю даної функцiї 𝑠(𝑡).

Iншими словами, якщо нескiнченна сума (6.4) дає можли-
вiсть точно вiдновити довiльну функцiю 𝑠(𝑡) за набором кое-
фiцiєнтiв ряду Фур’є, то при обмеженнi кiлькостi членiв ряду
нiякий iнший спосiб розкладення не може дати кращого набли-
ження суми (6.4) до функцiї 𝑠(𝑡).

Однiєю з найбiльш зручних систем ортогональних фун-
кцiй, якi можуть використовуватися при розкладеннi довiльних
сигналiв, є тригонометричнi функцiї — синуси та косинуси:

𝜙𝑐𝑘 = cos(𝜔𝑘𝑡), 𝜙𝑠𝑘 = sin(𝜔𝑘𝑡),

де 𝜔𝑘 = 2𝜋𝑓𝑘 — кругова частота.
Вибiр в якостi базису розкладення саме гармонiчних фун-

кцiй обумовлений двома причинами:
1. гармонiчне коливання є найпростiшою функцiєю, яка не

пiддається подальшому розкладанню та визначена при
всiх значеннях 𝑡;

2. гармонiчне коливання є єдиною функцiєю часу, яка не
змiнює своєї форми при проходженнi через лiнiйнi кола з
постiйними в часi параметрами (може змiнюватися лише
амплiтуда i фаза коливання).
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Якщо в якостi базису розкладення вибранi тригонометрич-
нi функцiї, то говорять не про узагальнений ряд Фур’є, а просто
— про розкладення сигналу в ряд Фур’є.

𝑠(𝑡) =
𝑐0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos(𝑘𝜔𝑡) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝜔𝑡)) , (6.6)

де 𝑐0 — постiйна складова сигналу,

𝑐0 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑠(𝑡) 𝑑𝑡,

i коефiцiєнти ряду 𝑎𝑘 та 𝑏𝑘 обчислюються за формулами:

𝑎𝑘 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑠(𝑡) cos(𝑘𝜔𝑡) 𝑑𝑡, 𝑏𝑘 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑠(𝑡) sin(𝑘𝜔𝑡) 𝑑𝑡. (6.7)

Набiр коефiцiєнтiв ряду Фур’є називається спектром си-
гналу. Розкладення функцiї у ряд Фур’є називають її гармо-
нiчним або спектральним аналiзом, а складовi цього ряду —
спектральними складовими або гармонiками. Таким чином,
спектр сигналу показує, скiльки i яких за величиною гармонiк
мiститься у даному сигналi.

Особливо слiд вiдзначити ряди Фур’є для парних та не-
парних функцiй. Якщо перiодичний сигнал 𝑠(𝑡) являє собою на
одному перiодi парну функцiю, то її ряд Фур’є має вигляд

𝑠(𝑡) =
𝑐0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos(𝑘𝜔𝑡), (6.8)

де

𝑐0 =
1

𝑇

𝑇
2∫︁

0

𝑠(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑎𝑘 =
1

𝑇

𝑇
2∫︁

0

𝑠(𝑡) cos(𝑘𝑡) 𝑑𝑡. (6.9)
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Якщо перiодичний сигнал 𝑠(𝑡) являє собою на одному пе-
рiодi непарну функцiю, то її ряд Фур’є має вигляд

𝑠(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin(𝑘𝜔𝑡), (6.10)

де

𝑏𝑘 =
1

𝑇

𝑇
2∫︁

0

𝑠(𝑡) sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡. (6.11)

6.2.1 Приклад 1: спектр меандра

Розглянемо класичний приклад розкладення в ряд Фур’є перi-
одичної послiдовностi прямокутних iмпульсiв виду, як на рис.
6.6 — так званого меандра.

Рис. 6.6 – Меандр

Знайдемо для цього сигналу коефiцiєнти ряду Фур’є. Меандр
можна задати аналiтичним виразом

𝑠(𝑡) =

{︃
𝐴, якщо 𝑡 < 𝑇

2
;

−𝐴, якщо 𝑇
2
< 𝑡 < 𝑇 .
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Для простоти припустимо, що 𝐴 = 1, 𝑇 = 2𝜋. Тодi

𝑠(𝑡) =

{︃
1, якщо 𝑡 < 𝜋;
−1, якщо 𝜋 < 𝑡 < 2𝜋.

Якщо такий сигнал розкладати у ряд Фур’є, то, внаслiдок
того, що вiн є непарною функцiєю, в ньому будуть присутнi
лише синуснi (непарнi) складовi, i згiдно (6.10) вiдповiдний ряд
Фур’є буде мати наступний вигляд:

𝑠(𝑡) = 𝑏1 sin(𝜔𝑡) + 𝑏2 sin(2𝜔𝑡) + 𝑏3 sin(3𝜔𝑡) + 𝑏4 sin(4𝜔𝑡) + . . . ,

а його коефiцiєнти будуть визначатися за формулою (6.11):

𝑏𝑘 =
2

𝜋

𝜋∫︁
0

sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡 = − 2

𝜋𝑘
cos(𝑘𝑡)

⃒⃒⃒⃒𝜋
0

= − 2

𝜋𝑘

(︀
(−1)𝑘 − 1

)︀
.

Тодi вiдповiднi коефiцiєнти ряду будуть такi:

𝑏1 = − 2

𝜋
· (−2) =

4

𝜋
,

𝑏2 = − 2

𝜋
(1 − 1) = 0,

𝑏3 = − 2

3𝜋
· (−2) =

4

3𝜋
,

𝑏4 = 0,

𝑏5 = − 2

5𝜋
· (−2) =

4

5𝜋
,

i т.д. Коефiцiєнти з парними iндексами дорiвнюють нулю внас-
лiдок того, що –1 у парному степенi дорiвнює 1. Таким чином,
якщо винести за дужки спiльний множник 4

𝜋
, отримаємо

𝑠(𝑡) =
4

𝜋

(︂
sin(𝑡)

1
+

sin(3𝑡)

3
+

sin(5𝑡)

5
+

sin(7𝑡)

7
+ . . .

)︂
.
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Фур’є-спектр меандра (значення частот i амплiтуд складових
гармонiк) буде мати вигляд як на рис. 6.7, а процес додавання
сигналу з окремих гармонiк iлюструє рисунок 6.8.

Рис. 6.7 – Спектр меандра (першi 7 гармонiк)

Наведений приклад розкладення функцiї у ряд Фур’є вiдно-
ситься до перiодичних сигналiв з перiодом 𝑇 . В цьому випадку

Рис. 6.8 – Утворення меандра шляхом додавання гармонiк
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спектр має дискретний або лiнiйчастий характер з перiодом
(дискретнiстю) 1

𝑇
.

6.2.2 Властивостi перетворення Фур’є

Для бiльш складних сигналiв, нiж меандр, на практицi замiсть
ряду Фур’є використовують перетворення Фур’є , яке по сутi є
тим же рядом, але записується бiльш компактно:

𝑠(𝑡)
F−→ ̂︀𝑆(𝜔) або ̂︀𝑆(𝜔) = F [𝑠(𝑡)] .

Прямим перетворенням Фур’є називається вираз

̂︀𝑆(𝜔) =

+∞∫︁
−∞

𝑠(𝑡)𝑒−2𝜋𝑖𝑡𝜔 𝑑𝑡,

а оберненим перетворенням Фур’є — вираз

𝑠(𝑡) =

+∞∫︁
−∞

̂︀𝑆(𝜔)𝑒2𝜋𝑖𝑡𝜔 𝑑𝜔.

В останнiх виразах 𝑡 — час, 𝜔 — колова частота, 𝑖 =
√
−1 —

уявна одиниця, а ̂︀𝑆(𝜔) — спектр сигналу. У загальному випад-
ку перетворення Фур’є робиться над функцiєю комплексної
змiнної, запис 𝑒𝑖𝑥 означає комплексне число виду

𝑒𝑖𝑥 = cos(𝑥) + 𝑖 sin(𝑥).

Перетворення Фур’є має наступнi властивостi, якi широко
використовуються на практицi:

1. Лiнiйнiсть: якщо взяти будь-яку лiнiйну комбiнацiю фун-
кцiй, то її перетворення Фур’є буде такою ж лiнiйною
комбiнiцiєю вiд Фур’є-образiв цих функцiй:

F [𝛼𝑠(𝑡) + 𝛽𝑞(𝑡)] = 𝛼̂︀𝑆(𝜔) + 𝛽 ̂︀𝑄(𝜔).
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Ця властивiсть дозволяє зводити складнi функцiї та їх
Фур’є-образи до простiших.

2. Незалежнiсть амплiтудного спектру вiд зсуву сигналу в
часi — якщо ми посунемо функцiю лiворуч або праворуч
по вiсi 𝑡, то помiняється лише її фазовий спектр, амплiту-
дний не змiниться. Математично це записується так:

F [𝑠(𝑡− 𝜏)] = 𝑒2𝜋𝑖𝜏𝜔 ̂︀𝑆(𝜔).

3. Розтягування або стиснення початкової функцiї по осi
часу (𝑡) пропорцiйно стискає або розтягує її Фур’є-образ
за шкалою частот (𝜔). Зокрема, спектр сигналу кiнцевої
тривалостi завжди нескiнченно широкий i навпаки, спектр
кiнцевої ширини завжди вiдповiдає сигналу необмеженої
тривалостi.

F [𝑠(𝑎𝑡)] =
1

|𝑎|
̂︀𝑆 (︁𝜔

𝑎

)︁
.

4. Симетрiя: у Фур’є-образi функцiї дiйсної змiнної (тобто
будь-якого реального сигналу) амплiтудний спектр зав-
жди є парною функцiєю, а фазовий спектр (якщо його
привести до дiапазону −𝜋 . . . 𝜋) — непарною. Саме з цi-
єї причини на графiках спектрiв практично нiколи не
малюють вiд’ємну частину спектру — для дiйснозначних
сигналiв вона не дає нiякої нової iнформацiї (але нульовою
при цьому не є):

F
[︁
𝑠(𝑎𝑡)

]︁
= ̂︀𝑆(−𝜔).

5. Перетворення Фурье зберiгає енергiю сигналу. Воно має
сенс тiльки для сигналiв кiнцевої тривалостi, енергiя яких
кiнцева. Це означає, що спектр подiбних сигналiв на не-
скiнченностi швидко наближається до нуля. Саме через
цю властивiсть на графiках спектрiв, як правило, зобра-
жають тiльки “основну” частину сигналу, тобто ту, що
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переносить бiльшу частку енергiї, а решта частини графi-
ка просто прямує до нуля (але, знову ж таки, нулем не
є).

+∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒ ̂︀𝑆(𝜔)
⃒⃒⃒2
𝑑𝜔 =

+∞∫︁
−∞

|𝑠(𝑡)|2 𝑑𝑡.

6.2.3 Приклад 2: усунення на ЕЕГ-сигналi ар-
тефактiв вiд ЕКГ

Хорошим прикладом використання спектрiв може бути усунен-
ня з ЕЕГ-сигналу артефактiв вiд ЕКГ [21]. На рис. 6.9 зверху
показаний ЕЕГ сигнал, а знизу — синхронний з ним ЕКГ-сигнал
тiєї ж людини. Оскiльки рiвень ЕКГ-сигналу майже на порядок
вищий, на ЕЕГ-сигналi чiтко проступають артефакти вiд QRS-
комплексу (позначенi стрiлками). Як з ЕЕГ-сигналу прибрати
цi артефакти?

Вiдповiдь на це питання може дати спектральна обробка
обох сигналiв. Алгоритм вирiшення цiєї задачi наступний:

1. Отримати спектри обох сигналiв (тобто застосувати до
обох сигналiв пряме перетворення Фур’є).

2. Вiд спектра ЕЕГ-сигналу вiдняти спектр ЕКГ-сигналу.
3. Вiдновити отриманий ЕЕГ-сигнал (тобто застосувати до

результату оберенен перетворення Фур’є). Отриманий
сигнал буде позбавлений артефактiв.

Перелiченi дiї iлюструє рис. 6.10, на якому показанi спектри
сигналiв спектри ЕЕГ- та ЕКГ-сигналiв з рис. 6.9 та їх рiзниця.

Вiдновленi сигнали показанi на рис. 6.11. Добре видна
рiзниця мiж другим (нефiльтрованим, з артефактами) та третiм
(вiдфiльтрованим, без артефактiв) сигналами.

Важливо вiдзначити, що задача, проiлюстрована в даному
прикладi, вирiшується за допомогою дискретного перетворення
Фур’є, яке буде розглянуте в наступному роздiлi. Це є причи-
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Рис. 6.9 – ЕЕГ-сигнал з артефактами вiд ЕКГ

Рис. 6.10 – Спектри ЕЕГ- та ЕКГ-сигналiв та їх рiзниця
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Рис. 6.11 – Вiдновленi зi спектрiв ЕЕГ- та ЕКГ-сигнали
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ною того, що для реальний сигнал (а особливо стохастичний
бiосигнал) дуже важко записати у виглядi функцiї 𝑠(𝑡), щоб
потiм вiд неї знайти Фур’є-образ. Тому такi задачi вирiшую-
ться за допомогою дискретизацiї аналогового сигналу, тобто
представлення його у цифровiй формi (у виглядi масиву чисел).
До цього масиву застосовується дискретне перетворення Фур’є,
в результатi якого отримується Фур’є-образ (спектр) теж у
виглядi масиву чисел. Всi подальшi операцiї вiдбуваються з
такими масивами. Оберенене перетворення Фур’є також iснує
в дискретному виглядi, i в результатi його отримується ма-
сив чисел, який, будучи пропущений через цифро-аналоговий
перетворювач, може бути вiдтворений як аналоговий сигнал.

Обробка сигналiв спектральми методами називається оброб-
кою в частотнiй областi i є важливою частиною цифрової
обробки сигналiв.
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