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Wave propagation in a pre-deformed compressible elastic layer

interacting with a layer of viscous compressible fluid
Oleksandr Bahno
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            Summary. Based on three-dimensional equations of linearized elasticity theory for finite deformations of elastic body and three-dimensional linearized Navier-Stokes equations for the liquid medium, the problem of propagation of acoustic waves in preliminarily deformed compressible elastic layer in contact with a layer of viscous compressible liquid has been formulated. A numerical study is conducted, dispersion curves are constructed and dependencies of the phase velocities and attenuation coefficients modes to the thickness of layers of elastic body and a viscous compressible liquid in a wide frequency range are determined. An effect of initial stresses on phase-frequency spectrum of waves in the hydroelastic system is analyzed.
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Постановка проблеми. Розвиток науки та техніки висуває нові підвищені вимоги до досліджень у галузі гідропружності й, зокрема, до вивчення розповсюдження хвиль у пружних тілах, що контактують з рідиною. Сутність їх полягає в необхідності повнішого врахування властивостей реальних твердих та рідких середовищ і на цій основі адекватного опису різноманітних явищ і механічних ефектів, характерних для динамічних процесів у гідропружних хвилеводах.

Аналіз відомих результатів досліджень. Хвилі, що поширюються уздовж границі контакту пружного шару та шару рідини, належать до числа узагальнень ґрунтовно досліджених основних типів акустичних хвиль: Релея, Стоунлі, Лява та Лемба. Огляд робіт і аналіз результатів, отриманих у рамках класичної теорії пружності та моделі ідеальної стисливої рідини, наведено в [1]. Разом з тим, значне практичне використання поверхневих хвиль ставить задачі врахування властивостей, притаманних реальним середовищам. До числа таких факторів належать початкові напруження та в'язкість рідини. Задачі, що розглянуто, та результати, які отримано з урахуванням цих властивостей твердого тіла та рідини, наведено в [2, 3]. 

Мета роботи. Дослідити дисперсійний спектр хвилевого процесу в системі попередньо напружений стисливий шар – шар в'язкої стисливої рідини на основі тривимірних лінеаризованих рівнянь Нав'є-Стокса для рідкого середовища та тривимірних лінеаризованих рівнянь теорії пружності скінченних деформацій для твердого тіла у найскладнішому в теоретичному, а також важливому в прикладному відношенні випадку, який охоплює довгохвильовий та короткохвильовий частини спектра.
Постановка задачі. У даній роботі для дослідження поширення хвиль у системі шар рідини – пружний шар залучаються модель, яка враховує початкові деформації твердого тіла, та модель в'язкої стисливої ньютонівської рідини. При цьому використовуються тривимірні рівняння лінеаризованої теорії пружності при скінченних деформаціях твердого тіла та тривимірні лінеаризовані рівняння Нав'є-Стокса для рідини, що знаходиться у стані спокою без урахування теплових ефектів. У якості підходу обрано постановки задач і метод, що базуються на застосуванні представлень загальних розв'язків рівнянь руху пружного стисливого тіла та в'язкої стисливої рідини, запропонованими у роботах [4 – 10].

У випадку однорідного напружено-деформованого стану коефіцієнти в рівняннях для стисливих пружних тіл будуть сталими величинами, що дозволяє отримати представлення їх загальних розв'язків. Для плоского випадку, який розглядається, загальні розв’язки будуть мати вигляд [4 – 10]
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де введені функції 
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c

 задовольняють рівнянням
	
[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ç

ç

è

æ

-

¶

¶

+

+

+

¶

¶

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

-

¶

¶

+

+

+

¶

¶

2

2

2

0

11

12

2

2

2

1

0

22

22

2

2

2

2

2

1

2

2

2

0

11

11

2

1

2

1

2

2

2

0

11

11

2

1

2

1

0

22

12

2

1

2

2

2

1

2

z

s

s

a

z

t

s

a

z

s

a

s

z

m

l

l

l

l

l

l

r

l

l

m

l

l




	
[image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

4

24

21212

1

222

2202020

12

1112111111121211

0;

a

tzz

sass

lm

r

c

llmllm

ö

+

ù

¶¶

÷

--=

ú

÷

¶¶¶

+++

û

ø


	(3)


	
[image: image8.wmf];

t

a

z

z

t

a

*

0

1

3

4

1

2

2

2

2

0

2

2

2

2

1

2

2

0

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

¶

¶

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

c

n


	(4)


	
[image: image9.wmf]22

* 

3

22

12

0.

tzz

nc

éù

æö

¶¶¶

-+=

êú

ç÷

¶¶¶

èø

ëû


	(5)


Дана задача характеризується наступними динамічними
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та кінематичними
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граничними умовами. Тут введені такі позначення: 
[image: image18.wmf]і

u

 – компоненти вектора переміщень пружного тіла; 
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l

 – подовження пружного шару в напрямках координатних осей; 
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 та 
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m

 – величини, які визначаються з рівнянь стану та залежать від виду пружного потенціалу [11]; 
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 – щільність матеріалу пружного шару; 
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v

 – компоненти вектора швидкості рідини; 
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 та 
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m

 – кінематичний та динамічний коефіцієнти в'язкості рідини; 
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 та 
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a

 – щільність та швидкість звуку в рідині у стані спокою. 
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 та 
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P

 – складові напружень у твердому тілі та рідині.

Далі параметри, що характеризують процес поширення хвиль, розшукуються у класі біжучих хвиль, які обираються у вигляді
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де 
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 – хвильове число; 
[image: image36.wmf]g

 – коефіцієнт згасання хвилі; 
[image: image37.wmf]w

 – кругова частота.

Зауважимо, що обраний у роботі клас гармонічних хвиль, який є найбільш простим та зручним у теоретичних дослідженнях, не обмежує загальності отриманих результатів, оскільки лінійна хвиля довільної форми, як відомо, може бути представлена набором гармонічних складових. Далі розглядаються дві задачі Штурма-Ліувілля на власні значення для рівнянь руху пружного тіла та рідини. Розв'язуючи їх, знаходяться відповідні власні функції. Після підстановки розв’язків у граничні умови (6) – (7) отримуємо систему лінійних однорідних алгебраїчних рівнянь відносно сталих інтегрування. Виходячи з умови існування нетривіального розв’язку, та, прирівнюючи визначник системи до нуля, отримуємо дисперсійне рівняння 
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де 
[image: image40.wmf]с

 – фазова швидкість хвиль у гідропружній системі; 
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 – швидкість хвилі зсуву в матеріалі пружного тіла; 
[image: image42.wmf]m

 – модуль зсуву; 
[image: image43.wmf]1

h

 – товщина шару в'язкої рідини; 
[image: image44.wmf]2

h

 – товщина пружного шару. 

Як відомо, в необмеженому стисливому пружному тілі існують поздовжня та зсувна хвилі. В ідеальному стисливому рідкому середовищі поширюється тільки поздовжня хвиля. У в'язкій стисливій рідині існують як поздовжня хвиля, так і хвиля зсуву. Зазначені хвилі, взаємодіючи між собою на вільних граничних поверхнях, а також на поверхнях контакту середовищ, породжують складне хвилеве поле у гідропружній системі. Хвилі, які при цьому виникають, розповсюджуються з дисперсією. Їх фазові швидкості певним чином залежать від частоти.

Відзначимо, що отримане дисперсійне рівняння (9) не залежить від форми пружного потенціалу. Воно є найбільш загальним і з нього можна отримати ряд частинних випадків, розглянутих у роботах [2, 12 – 14].
Аналіз числових результатів. У подальшому дисперсійне рівняння (9) розв’язувалося чисельно. При цьому розрахунки проводилися для системи органічне скло – вода, яка характеризувалася наступними параметрами: пружний шар – 
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Па; шар рідини – 
[image: image47.wmf]1000

0

=

r

кг/м3, 
[image: image48.wmf]5

1459

0

,

а

=

м/с, 
[image: image49.wmf],

,

c

a

a

s

1526

1

0

0

=

=

 
[image: image50.wmf].

,

*

001

0

=

m


При чисельній реалізації задачі для оргскла використовувався триінваріантний потенціал у формі Мурнагана [11]. З урахуванням цього сталі Мурнагана для оргскла, через які визначаються величини рівнянь стану 
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, обиралися такими [11, 12]: 
[image: image53.wmf]9

10

91

3

×

-

=

,

a

Па; 
[image: image54.wmf]9

10

02

7

×

-

=

,

b

Па; 
[image: image55.wmf]9

10

41

1

×

-

=

,

c

Па.
Результати обчислень представлені на рисунках 1 – 8. 
На рис. 1 для пружного шару, який не взаємодіє з рідиною, наведено залежності безрозмірних величин фазових швидкостей хвиль Лемба 
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 від безрозмірної величини товщини пружного шару (частоти) 
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) при відсутності початкових деформацій. Номерами 
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 позначено антисиметричні моди, а 
[image: image61.wmf]s

n

 – відповідно симетричні моди. 

На рис. 2 представлені дисперсійні криві для гідропружного хвилеводу, які показують залежності безрозмірних величин фазових швидкостей мод 
[image: image62.wmf]c

 від безрозмірної величини товщини шару в'язкої рідини 
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) для пружного шару з товщиною, яка дорівнює 
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 також при відсутності початкових деформацій. 

Криві для гідропружного хвилеводу, які показують залежності безрозмірних величин коефіцієнтів згасання 
[image: image66.wmf]g

 мод від безрозмірної величини товщини шару в'язкої рідини 
[image: image67.wmf]1
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 для пружного шару з товщиною, яка дорівнює 
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 теж при відсутності початкових деформацій, наведені на рис. 3 – 4. 

Характер впливу попереднього розтягу 
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 на фазові швидкості мод у пружному шарі, який взаємодіє з шаром в'язкої рідини, ілюструють графіки на
рис. 5 – 6, де представлені залежності відносних змін величин фазових швидкостей 
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c

 (
[image: image71.wmf]с

с

с

с

-

=

s

e
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 – фазова швидкість мод у гідропружній системі з попередньо напруженим шаром, 
[image: image73.wmf]с

 – фазова швидкість мод у гідропружній системі при відсутності початкових деформацій) від товщини шару в'язкої рідини 
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h

 для перших 11 мод. На цих рисунках представлені дисперсійні криві для гідропружного хвилеводу, товщина пружного шару якого дорівнює 
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Характер впливу попереднього розтягу 
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 на коефіцієнти згасання мод у пружному шарі, який взаємодіє з шаром в'язкої рідини, ілюструють графіки на рис. 7 – 9, де представлені залежності відносних змін величин коефіцієнтів згасання 
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 – коефіцієнти згасання мод у гідропружній системі при попередньо напруженому шарі; 
[image: image80.wmf]g

 – коефіцієнти згасання мод у гідропружній системі при відсутності початкових деформацій) від товщини шару в'язкої рідини 
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 для перших 11 мод. На цих рисунках представлені криві для гідропружного хвилеводу з товстим пружним шаром, товщина якого дорівнює 
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Результати дослідження. З графіків, представлених на рис. 1, випливає, що швидкість нульової антисиметричної моди Лемба при зростанні товщини пружного шару (частоти) 
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Рисунок 1. Залежності безрозмірних фазових швидкостей нормальних хвиль Лемба від безрозмірної товщини пружного шару за відсутності початкових напружень

Figure 1. Dependencies of dimensionless phase velocities of Lamb normal waves on the dimensionless thickness of elastic layer in absence of the initial stresses
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Рисунок 2. Залежності безрозмірних фазових швидкостей мод від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за відсутності початкових напружень

Figure 2. Dependencies of dimensionless phase velocities of modes on the dimensionless thickness of layer of viscous compressible fluid in absence of the initial stresses 
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Рисунок 3. Залежності безрозмірних коефіцієнтів згасання мод 
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 від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за відсутності початкових напружень 

Figure 3. Dependencies of dimensionless attenuation coefficients of modes 
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Рисунок 4. Залежності безрозмірних коефіцієнтів згасання мод 3 – 7 від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за відсутності початкових напружень 

Figure 4. Dependencies of dimensionless attenuation coefficients of modes 3 – 7 on the dimensionless thickness of layer of viscous compressible fluid in absence of the initial stresses 




Наведені на рис. 2 графіки показують, що у гідропружному хвилеводі з пружним шаром певної заданої товщини 
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 швидкості вищих мод прямують до швидкості поширення звуку у рідині, яка для розглянутої гідропружної системи з обраними механічними параметрами більша швидкості хвилі зсуву в матеріалі твердого тіла (
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З графіків, представлених на рис. 3 – 4, випливає, що для всіх мод існують рідкі шари певної товщини та певні частоти, для яких величини коефіцієнтів згасання мод набувають як мінімальне, так і максимальне значення. Разом з тим, для мод 3 – 7, породжених рідким середовищем, існують не тільки певні частоти, але й інтервали частот, при яких моди розповсюджуються як з найменшим, так і з найбільшим згасанням.
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Рисунок 5. Залежності відносних змін фазових швидкостей мод 
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 від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за наявності початкового розтягу

Figure 5. Dependencies of relative changes of phase velocities of modes 
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 on the dimensionless thickness of layer of viscous compressible fluid in presence of the initial stretching
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Рисунок 6. Залежності відносних змін фазових швидкостей мод 
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 3 – 7 від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за наявності початкового розтягу

Figure 6. Dependencies of relative changes of phase velocities of modes 
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 3 – 7 on the dimensionless thickness of layer of viscous compressible fluid in presence of the initial stretching



З графіків, зображених на рис. 5 – 6, випливає, що початковий розтяг пружного шару призводить до підвищення фазових швидкостей нульової і першої антисиметричної та симетричної мод. Швидкості усіх вищих мод 3 – 7, які породжені шаром рідини, в околі частот їх зародження стають менше відповідних швидкостей у шарі без початкових напружень. Вплив початкового розтягу на фазові швидкості усіх мод зі збільшенням товщини шару рідини зменшується. Неважко бачити, що для мод, починаючи з другої, і далі для всіх наступних існують товщини рідкого шару та певні частоти, при яких попереднє деформування не впливає на їх фазові швидкості. Ця якісно нова закономірність, яка відсутня у випадку поширення хвиль у необмежених та напівобмежених тілах, вперше була виявлена для пружного шару, що не взаємодіє з рідиною, та наведена в роботі [12]. У розглянутому тут випадку товстого пружного шару кожна мода 3 – 7, яка породжена рідиною, має три такі частоти. 

Відзначимо також, що з графіків, наведених на рис. 7 та 8, випливає існування для всіх мод, окрім 
[image: image117.wmf]s

0

, в'язких рідких шарів певної товщини та певних частот, при яких попереднє деформування не впливає на коефіцієнти згасання цих мод.
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Рисунок 7. Залежності відносних змін коефіцієнтів згасання мод 
[image: image119.wmf]s

a

,

0

0

 та 
[image: image120.wmf]a

1

 від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за наявності початкового розтягу

Figure 7. Dependencies of relative changes of attenuation coefficients of modes 
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Рисунок 8. Залежності відносних змін коефіцієнтів згасання мод 
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 та 3 – 7 від безрозмірної товщини шару в'язкої стисливої рідини за наявності початкового розтягу

Figure 8. Dependencies of relative changes of attenuation coefficients of modes 
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 and 3 – 7 on the dimensionless thickness of layer of viscous compressible fluid in presence of the initial stretching



Відзначимо, що обраний підхід, отримані результати та виявлені закономірності дисперсійного спектра мод дозволяють для хвилевих процесів встановити межі застосування моделей, заснованих на різних варіантах теорії малих початкових деформацій, а також моделі ідеальної рідини. Отримані результати можуть бути також використані в ультразвуковому неруйнівному методі визначення напружень у приповерхневих шарах матеріалів [15], а також у таких областях, як сейсмологія, сейсморозвідка та інших [11].

Висновки. У рамках тривимірних рівнянь лінеаризованої теорії пружності скінченних деформацій для пружного тіла та тривимірних лінеаризованих рівнянь Нав'є-Стокса для в'язкої рідини дано постановку задачі про поширення акустичних хвиль у попередньо деформованому стисливому пружному шарі, що взаємодіє з шаром в'язкої стисливої рідини. Проаналізовано вплив початкової деформації, товщини шарів пружного тіла і рідини на фазові швидкості та коефіцієнти згасання мод. Наведено дисперсійні криві для мод у широкому інтервалі частот. Для гідропружної системи показано, що при зростанні товщини в'язкого рідкого шару швидкість нульової антисиметричної моди прямує до швидкості хвилі Стоунлі, а швидкість нульової симетричної моди – до швидкості хвилі Релея. При збільшенні товщини рідкого шару швидкість першої антисиметричної моди прямує до швидкості хвилі, величина якої менше швидкості поширення звуку в рідині. Фазові швидкості усіх інших вищих мод прямують до швидкості поширення звуку в рідині. Встановлено, що початковий розтяг пружного шару призводить до підвищення фазових швидкостей нульової і першої антисиметричної та симетричної мод. Швидкості усіх вищих мод, які породжені шаром рідини, в околі частот їх зародження стають менше відповідних швидкостей у шарі без початкових напружень. Вплив початкового розтягу на фазові швидкості усіх мод зі збільшенням товщини шару рідини зменшується. Встановлено, що для мод, починаючи з другої, і далі для всіх наступних існують товщини рідкого шару та певні частоти, при яких початковий розтяг пружного шару не впливає на їх фазові швидкості та коефіцієнти згасання. Показано, що у випадку товстого пружного шару кожна мода, яка породжена рідиною, має три такі частоти. Розвинений підхід та отримані результати дозволяють для хвилевих процесів встановити межі застосування моделей, заснованих на різних варіантах теорії малих початкових деформацій, а також моделі ідеальної рідини. Отримані результати можуть бути також використані в ультразвуковому неруйнівному методі визначення напружень у приповерхневих шарах матеріалів, а також у таких областях, як сейсмологія, сейсморозвідка та інших.
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УДК 539.3
Поширення хвиль у попередньо деформованому стисливому пружному шарі, який взаємодіє з шаром в'язкої стисливої рідини

Олександр Багно
Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України, Київ, Україна
Резюме. Згідно нових вимог МОН України до фахових наукових видань, резюме українською мовою повинно бути обсягом не менше 1800 знаків (20 рядків 10 шрифтом одним абзацом). Summary (англ. Мовою ) може бути довільного обсягу!
Ключові слова: пружний стисливий шар, шар в'язкої стисливої рідини, початкові напруження, гармонічні хвилі.
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