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“… вчений … повинен

прямувати вузькою стежкою

між западнею надспрощення і

болотом надускладнення”

Річард Беллман



Одним із головних методів наукових досліджень є метод моделювання.

Моделювання – це науковий метод дослідження реальних об’єктів (процесів)  

шляхом побудови та аналізу їх моделей. 

Математичне моделювання – це метод дослідження процесів, об’єктів, систем, 

який базується на побудові та дослідженні математичних моделей.

модель – це спрощена подібність системи, яка відображає її суттєві

властивості та співвідношення

Математична модель – система математичних та логіко – математичних

співвідношень, які описують реальну систему (об’єкт, процес, явище) і

призначені для визначення їх кількісних та якісних характеристик

1. Методологія моделювання процесів і систем



моделювання – це процес дослідження реальної системи, який 

складається з певних етапів 

Кафедра комп'ютерної інженерії та кібербезпеки
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Слово "модель" походить від латинського

modulus, що позначає міру, такт, ритм, величину,

а також зв’язане зі словом modus – копія, зразок.

Джерела цього терміну відносяться до праць з

будівництва відомого римського інженера,

архітектора і письменника Марка Вітрувія

Полліона (I ст. до н. е.). Моделі являють собою

певний умовний образ об’єкта дослідження.

Модель повинна відображати ті

характеристики об’єкта досліджень (склад,

зв’язки, властивості), які суттєві для мети

дослідження. Для різних цілей дослідження

будуються різні моделі досліджуваного об’єкта.



Технологія моделювання

Спостереження
(об’єкт  – гіпотеза)

Абстрактне мислення
(гіпотеза  – модель)

Практика,
дослідження моделі, 

використання моделі
(модель – об’єкт)
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 Перевагами дослідження моделі перед безпосереднім дослідженням 
реальної системи є:

 модель обмежує сторонні впливи та надлишкову деталізацію, тобто 

представляє об’єкт, явище, процес в чистому вигляді, абстраговано, 

що надзвичайно важливо для отримання об’єктивних наукових 

висновків;

 модель дозволяє проводити дослід чи реальний експеримент там, де 

він не можливий з реальною системою;

 з моделлю можна багаторазово проводити експерименти або досліди 

до отримання задовільного результату, пізнання істинної суті явища.

Головною перевагою математичних моделей є висока ступінь їх 

універсальності, можливість дослідження будь-яких процесів та 

пошуку рішень дослідних задач. 



а) принцип адекватності моделі і оригіналу. Він передбачає

відповідність моделі поставленій меті дослідження;

б) принцип абстрагування від другорядних деталей та факторів.

Модель має описувати лише найсуттєвіші властивості оригіналу

відносно поставленої мети та має бути простішою за нього. Тому при

побудові моделі намагаються досягти її спрощення, зберігаючи при

цьому суттєві властивості досліджуваної системи;

в) принцип досягнення компромісу між бажаною точністю результатів

моделювання та складністю моделі.

Принципи моделювання:



Побудову математичної моделі можна здійснювати двома шляхами:

 абстрактний шлях – спочатку будується гіпотетична модель, яка потім 

наповнюється конкретним змістом, тобто будується оригінальна 

модель;

 шлях аналогії – використовуються типові моделі для опису системи або 

на базі типових моделей розробляють нову модель.

Схема моделювання

Методи перевірки адекватності моделі





Методи перевірки адекватності моделі

1. Порівняння результатів моделювання з реальними результатами (тестування на 

реальних даних), або з результатами, отриманими на апробованих моделях.

2. Перевірка моделі на наборах параметрів, для яких результат моделювання 

відомий раніше.

3. Верифікація моделі – аналіз степені відображення в моделі основних елементів 

та процесів, коректності зроблених припущень, прийнятих гіпотез, використаних 

апроксимацій.

4. Перевірка достовірності початкових даних, розмірності та масштабування 

параметрів в рівняннях моделі.

5. Перевірка коректності моделі при виродженні умов моделювання.

6. Аналіз наявності в моделі кількісного відображення діалектичних категорій і 

законів реального процесу, що моделюється.

7. Метод зворотного переходу – повернення від кінцевих функціональних 

співвідношень моделі до прийнятих гіпотез, особливостей процесу  та розгляданню 

реального процесу. Якщо такий підхід можливий, то він зводить адекватність 

аналітичної моделі реальному процесу з точністю прийнятих гіпотез (знань про 

процес, об’єкт, систему).
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Лінійні рівняння. Процеси природного зростання



Нелінійні рівняння. Механізм насичення

При використанні моделей природного зростання необхідно враховувати

механізми насиченості та відповідно скорегувати лінійні моделі, в основі

яких лежить рівняння Якоба Бернуллі (1):

Припущення Дж. К’ютелета, що коефіцієнт k рівняння (1) повинен бути не сталою, а

спадаючою функцією, яка залежить від y(t), перетворює рівняння (1) на нелінійне:

(9)

Рівняння (9) дозволяє описувати механізм насичення в різних прикладних задачах. Ця ідея була

покладена в основу багатьох моделей логістичного типу: модель динаміки популяції (зростання

населення) за рівнянням Ферхюльста (учень Дж. К’ютелета), випуск продукції в умовах конкуренції

та насиченості ринку, моделі «соціальної дифузії» (поведінки, моди, ринку інформації, рекламної

кампанії, новацій тощо), модель росту виробництва з урахуванням інвестицій та ін.



П’єр Ферхюльст



Таким чином, динаміку процесів в системах можна описати експоненціальним або

логістичним рівняннями:

Врахування взаємовідношень між об’єктами на прикладі класичних задач динаміки популяцій

потребує додавання до моделі Ферхюльста додаткового члена, який визначається типом

взаємовідношень. Розглянемо дві популяції чисельністю N1 та N2, які взаємодіють між собою.

Розмноження кожної з цих популяцій формалізуємо у вигляді логістичного рівняння, а їх

взаємодію опишемо членом, пропорційним добутку N1 N2 .



«хижацтво» 

«конкуренція» 

«симбіоз» 



Підхід до моделювання процесів в дискретних системах







Результати моделювання 

рівноваги (стійкості) 

дискретної динамічної системи 

на прикладі павутиноподібної

моделі рівноваги (назву модель 

отримала завдяки графічному 

поданню відповідного ітераційного 

процесу у вигляді «павутини», що 

обертається навколо кривих, 

наприклад, попиту і пропозиції).



2. Задачі та методи апроксимації даних. Наукове прогнозування

«Хоча це може здатися 

парадоксом, вся наука 

підпорядкована ідеї 

апроксимації »

Б. Рассел

Апроксимація (лат. approximatio —

наближення, proxima - найближча) науковий

метод, суть якого полягає в заміні одних

об'єктів іншими, у якомусь сенсі близькими

до вихідних.

 Для розглядання такої задачі можна 

застосувати метод «Чорного ящика»

(У.Р.Ешбі)

При дослідженні процесів в системах, явищ різного

походження, часто виникає задача вивчення та оцінювання

взаємозалежностей (їх характеристик, показників,

інформаційних потоків) з метою отримання нових достовірних

даних для потреб моделювання, прогнозування, прийняття

правильних рішень, нових планів, стратегій, знань.

https://vue.gov.ua/%D0%9B%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BD%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
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Прикладні цілі та задачі 

апроксимації

Загальну задачу можна сформулювати так:

на основі спостережень (вимірювань) змінних X та Y побудувати

функцію, що найкраще буде відновлювати значення відгуку Y, відповідно

заданим значенням предиктора X.

 Розв’язок даної задачі передбачає вибір математичного виразу для

опису залежності та критерію якості апроксимації, відповідно до якого буде

визначатись найкращий спосіб відновлення значень Y.

 Однак, перш ніж розв’язувати задачу потрібно визначити прикладну

мету (ціль) проведення аналізу.

 Ясність прикладної цілі і відповідної задачі визначить послідовність

виконання різних етапів проведення аналізу, вибір загальної структури

функції, моделі, інтерпретацію отриманих результатів.

Система, процес, 

явище 

Y=f(x,ак)
X Y

Ю. Бродський



Мета 1:

 встановлення факту наявності (відсутності)

статистично значимого зв’язку між змінними Y та X .

Для даної задачі вибір виду функції f має другорядне

значення і часто, навіть, не виникає питання побудови

функції f . Задачі такого типу розв’язуються методами

кореляційного аналізу, рангових кореляцій та за

допомогою аналізу таблиць сполучення.
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Мета 2:

 відновлення (прогноз) значень результуючої змінної

(відгуку) Y відповідно заданим значенням вхідної змінної

(предиктора) X .

Вибір функції апроксимації f також є підпорядкована мета,

оскільки важливим є лише значення функції f(x), а не її

структура , тобто функція f повинна показати числову

залежність змінних Y та X , а не їх змістовний зв'язок

(фізичний, економічний тощо).
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Мета 3:

 виявлення причинних зв’язків між змінними X та Y.

Така задача передбачає проникнення у «фізичний

механізм» вивчаємих статистичних зв’язків, тобто у

механізм перетворення вхідних впливів X та E в

результуючі показники Y. Тому, головною метою – є

структура функції f(x) , яка часто залежить від параметрів,

що мають визначену «фізичну» інтерпретацію.
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Задачі апроксимації.

 Функції виду виражають співвідношення “вхід–вихід” будь-

якої системи ( – вектор вхідних факторів; – вектор параметрів

моделі, що належить визначенню за експериментальними даними; –

вектор відгуків – вихідні фактори).

 axfy ,

x a

y

Задачі 

апроксимації
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Задачі апроксимації

 Обробка експериментальних даних (апроксимація даних) в
залежності від мети передбачає вирішування наступних задач:

 задача інтерполяції – побудова безперервної функції , що з’єднує
всі експериментальні точки ;

 задача екстраполяції – побудова функції за границями відомого
інтервалу значень – прогноз;

 задача регресії – побудова найближеної (усередненої) функції

 задача фільтрації (згладжування) – побудова апроксимуючої
функції для зниження систематичної похибки експериментальних
даних.

 При інтерполяції доцільно з’єднувати експериментальні точки не

ламаною лінією, а згладженою кривою. Тому частіше використовують

сплайн – інтерполяцію (лінійну, квадратичну, кубічну)

 Всі функції згладжування містять аргументом масиви даних і

видають в результаті вектор згладжених даних. Тому, доцільно

виконувати згладжування разом з інтерполяцією або регресією.
Ю. Бродський



Ю. Бродський

Фре́нсіс Га́льтон (англ. Francis Galton;\; 16 лютого 1822 — 17 січня 1911) —

англійський антрополог, географ, статистик, соціолог і психолог

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D1%96%D0%B6%D0%BD%D0%B0%D1%80%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D1%84%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B0%D0%BB%D1%84%D0%B0%D0%B2%D1%96%D1%82
https://uk.wikipedia.org/wiki/16_%D0%BB%D1%8E%D1%82%D0%BE%D0%B3%D0%BE
https://uk.wikipedia.org/wiki/1822
https://uk.wikipedia.org/wiki/17_%D1%81%D1%96%D1%87%D0%BD%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/1911
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B5%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BE%D1%86%D1%96%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%81%D0%B8%D1%85%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3


Методи та алгоритми: метод найменших квадратів, 

«ковзне середнє», експоненціальне згладжування

 У дослідженні процесів і систем набули 

широкого використання математичні 

моделі, які містять різні функціональні 

залежності
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 Щоб математичні моделі адекватно описували процеси і системи,

необхідно використовувати досить адекватні функціональні залежності

(математичні формули).

 Таким чином, важливого значення набувають методи апроксимації –

методи наближеного зображення реальних функцій такими стандартними

аналітичними виразами, як, наприклад, алгебраїчні багаточлени.

В розгорнутому вигляді  можна записати:
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Важливе достоїнство апроксимуючих багаточленів Р(х) – їх лінійність відносно

невідомих коефіцієнтів ак (які треба знайти для апроксимації), що дозволяє

будувати ефективні алгоритми наближення за допомогою таких функцій.

Один із методів математичної обробки даних досліду (спостережень) - є метод

найменших квадратів (МНК), результатом застосування якого є отримання

числових коефіцієнтів емпіричної формули (вибраного багаточлена Р(х)).

Отже, побудова оптимального апроксимуючого багаточлена Р(х) зводиться

до знаходження коефіцієнтів, які мінімізують функцію

1.

Обирають 
апроксимуючу 

функцію 

2. 

Знаходять 
систему 

частинних 
похідних і 

прирівнюють їх 
до нуля

3. 

Розв’язують 
систему 
рівнянь 

відносно 
коефіцієнтів ак

Алгоритм 
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Розглянемо задачу обчислення коефіцієнтів для лінійної функції 

Підставляємо  у  формулу:   
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Запишемо систему частинних похідних і прирівняємо їх до нуля:
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Розв’язуючи систему відносно а0 та а1, маємо:





















































































 













































2
1

0

1

0

2

1

0

1

0

1

0
1

2
1

0

1

0

2

1

0

1

0

1

0

1

0

2

0

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

ii

n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

i

n

i

ii

n

i

ii

xxn

xyyxn

a

xxn

xyxxy

a

Ю. Бродський



3. Дослідження стійкості динамічних систем











Стійкість рівняння 

Якоба Бернуллі

Кафедра комп'ютерної інженерії та кібербезпеки

Ю.Б. Бродський





Стійкість системи рівнянь

Якщо кількість змінних стану дорівнює двом або

більше, відповідна модель представляє собою систему

двох чи більше диференціальних рівнянь

Кафедра комп'ютерної інженерії та кібербезпеки

Ю.Б. Бродський



Кафедра комп'ютерної інженерії та кібербезпеки

Ю.Б. Бродський



Оцінка стійкості нелінійного рівняння







Висновки:

2) Динаміка складних систем завжди супроводжується втратою стійкості і виникненням

біфуркації, яка визначає перехід системи до відмінної від попередньої лінії поведінки (режиму

функціонування чи нового стану).

3) Формалізація розглянутих процесів знайшла своє відображення в математичній теорії

стійкості. Тому аналіз стійкості функціонування складної динамічної системи є важливим з

практичної точки зору.

1) Стійкість є однією з найважливіших характеристик будь-якої системи. Ця категорія

використовується науковцями в різних областях науки, пов’язаних з дослідженням складних

систем. Розвиток складних систем супроводжується змінами у структурі, поведінці, режимах

функціонування. Такі зміни можуть накопичуватись повільно, швидко, лавиноподібно, або

стрибком, миттєво.

4) Формалізація системи як математичної моделі з достатньою повнотою опису

об’єкта в термінах диференціальних або різницевих рівнянь дозволяє виконати оцінку її

стійкості.

Отже, теорія стійкості гласить: система є стійкою, якщо її траєкторія у фазовому

просторі залишається в заданих границях при деяких кінцевих збуреннях достатньо

широкого спектру. Іншими словами, система вважається стійкою, якщо деякі невеликі

варіації умов її функціонування (вплив збурюючих факторів або зміна початкового

стану) суттєво не впливають на її поведінку.


