ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ ТА ПРОЦЕСИ В ТЕОРІЇ НАДІЙНОСТІ ТА ЗАКОНИ ЇХ РОЗПОДІЛУ
2.1. Випадкові події та процеси.
Результати спостережень та експериментів реєструють в вигляді деяких кількісних замірів. При повторі експериментів ми бачимо розсіювання результатів замірів. Наприклад, вимірювання однієї і тієї ж величини одним і тим же приладом при збереженні умов вимірювання (температура, вологість, освітлювання і т.д.), ми отримуємо результати, що хоч не багато, але відрізняються один від одного. Дуже важливу роль при цьому відіграє чутливість приладу – чим вона вища, тим більша ймовірність виявити в кожному вимірі дещо відмінний результат від попереднього. Наприклад, проведено вимірювання розміру деталі L = 24 мм за допомогою трьох приладів:

· лінійки ((L = 1 мм);

· штангенциркуля ((L = 0,1 мм);

· мікрометра ((L = 0,01 мм).

В першому випадку багаторазовий повтор замірів не призведе до суттєвої зміни результатів заміру L0 (24мм
У другому випадку можливе розсіювання результатів вимірювань як мінімум у діапазоні 24(0,1 мм.

У третьому випадку ситуація буде ще більш різноманітною, і кожен вимір буде хоча б на 0,01 відрізнятись від попереднього, оскільки суттєво виросла чутливість вимірювання, а значить і чутливість до шумів. Тоді навіть багаторазові вимірювання не дають можливості точно передбачити результат наступного виміру. 
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У цьому випадку говорять, що результат заміру є величина випадкова. А для кількісної оцінки випадкових величин необхідно використовувати поняття та методи теорії ймовірностей.

Подія - це якісний чи кількісний результат досліду, проведеного за певних умов.

Наприклад, при випробуванні сталі на розтяг (рис.2.1), подією може бути той факт, що кожна з механічних характеристик (В, (Т та ( буде:

· не менше заданої величини; 

· не перевищувати заданої величини; 

· лежати в певних межах та інше.

Подію будемо називати вірогідною, якщо вона повинна відбутися за даного комплексу умов (подія має не нульову ймовірність).

Подію будемо називати маловірогідною, якщо вона має майже нульову ймовірність відбутися за даного комплексу умов.

Подію будемо називати неможливою, коли вона за даних умов відбутися не може. 

Із прикладу рис.2.1, а видно, що ймовірність того, що границя міцності сталі 15ХСНД в даних конкретних умовах випробовування буде не менше 540 МПа, складає 50%, і така подія – вірогідна. Ймовірність події (В ( 590 МПа значно менша ( Р ( 0,5% ), і може умовно бути віднесеною до маловірогідних подій в порівнянні з подією (В ( 540 МПа. А подія (В ( 850 МПа, як видно з рис.2.1, має нульову ймовірність. Звичайно, ці твердження відносяться до даних конкретних умов випробовування даної конкретної сталі. Змінивши умови випробовувань – наприклад, збільшивши швидкість навантаження на кілька порядків, чи знизивши температуру випробовувань від кімнатної (293 К) до наднизьких (азотних чи гелієвих), можна досягти ненульової ймовірності для події (В ( 850 МПа.

Розвиток ринкових відносин дає можливість збагатитись при різних видах діяльності, в тому числі – і за рахунок розумової праці, створення продукції чи технології “Ноу-хау”. В різних країнах ймовірність такої події різна. Сьогоднішні умови в Україні дають підстави оцінювати ймовірність такої події, як 
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, тобто віднести до розряду дуже маловірогідних. До речі, як і в сфері виробництва, інженерії, будівництва. Це й пояснює занепад даних галузей в сучасній Україні.

Ймовірністю деякої події А будемо називати міру об’єктивної можливості її появи M разів при N випробовуваннях
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Якщо N мале, то значення P(A) можуть суттєво відрізнятись від досліду до досліду, тобто P(A) матиме випадковий характер. При 
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 ймовірність P(A) набуває стійких значень і втрачає випадковий характер (закон великих чисел).

Наприклад, при киданні правильного ігрового кубика велике число разів маємо:
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де x – число очок , що випадає на верхній грані.

2.2. Основні властивості ймовірностей.

Нормування ймовірності. Ймовірність події не може бути від’ємною, так як можливість її появи M може приймати значення
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Додавання ймовірностей. Ймовірність суми двох несумісних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій :


[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

B

A

P

+

=

+

.
[image: image9.wmf]


    (2.5)

Несумісними будемо називати такі події, які не можуть з’явитися одночасно. (2.5) може бути розповсюджено на n несумісних подій
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    (2.6)

Тобто ймовірність суми 
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 несумісних подій дорівнює сумі ймовірностей цих подій. Випадкові події утворюють повну групу, якщо вони попарно несумісні та якщо при кожному випробуванні наступає одна із подій групи.

Якщо випадкові події A1; A2; ... ; An утворюють повну групу, то сума їх ймовірностей дорівнює одиниці:
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Наприклад, із (2.2) слідує, що ймовірність випадання одного з чисел N([1…6] при киданні правильного ігрового кубика:
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    (2.8)

тобто ці події утворюють повну групу.

Множення ймовірностей. Для двох несумісних подій


[image: image14.wmf](

)

(

)

(

)

B

P

A

P

B

A

P

×

=

×

.
[image: image15.wmf]


     (2.9)

Для двох взаємозалежних подій: 
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     (2.10)

де P(A/B) - ймовірність появи події A за умови, що станеться подія B (умовна ймовірність).

Для випадку n несумісних подій B1; B2; ... ; Bn з ймовірностями P(B1); P(B2);...; P(Bn)
[image: image18.wmf]і умовними ймовірностями появи події A P(A/B1); P(A/B2);...; P(A/Bn) маємо формулу для повної ймовірності:
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     (2.11)

Якщо для умовної ймовірності:
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     (2.12)

замінити P(A) по формулі повної ймовірності (2.11), то будемо мати формулу Байеса
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     (2.13)

яка дозволяє визначати ймовірність появи події B1 за умови, що станеться подія А.

2.3. Елементи комбінаторики.

Значна кількість задач теорії надійності пов’язана зі статистичним моделюванням, яке, в свою чергу, тісно пов’язане з поняттями комбінаторики.

Введемо деякі формули комбінаторики, що будуть корисні при знаходженні ймовірності подій в задачах статистичного моделювання .

Дамо визначення перестановки, розміщення та сполучення.

Перестановками із {n} елементів називається така їх комбінація, що відрізняється тільки порядком елементів.

Наприклад, для множини із трьох елементів {a, b, c} можна утворити 6 перестановок:

{abc, acb, bac, bca, cab, cba}.

Для множини із чотирьох елементів {a, b, c, d} кількість перестановок різко зросте:
{abcd, abdc, acbd, acdb, …, dcba}
і сягне двадцяти чотирьох.

Збільшуючи поступово потужність множини до {n}, знаходимо загальну формулу для кількості перестановок:
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Розміщенням із n елементів по m називається така їх комбінація, що відрізняється самими елементами або їх порядком.

Наприклад, для групи із трьох елементів {a, b, c} утворимо всі можливі групи по два елементи:
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Тоді:
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Сполученнями із n елементів по m називаються такі їх комбінації, що розрізняються тільки своїми елементами.

Наприклад, із групи {a, b, c} утворимо сполучення по два елементи: 
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(2.16)

Коефіцієнти 
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 дорівнюють коефіцієнтам бінома Ньютона 
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 користуватись трикутником Паскаля:
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[image: image32.wmf] Кожен нижній елемент у трикутнику Паскаля дорівнює сумі двох елементів, що стоять над ним, ліворуч і праворуч. Якщо зверху ліворуч чи праворуч нема елемента (для крайніх членів), то приймаємо 0.

2.4. Дискретні випадкові величини.

Випадкові величини можна певним чином зв’язати з деякими випробовуваннями. Прикладом таких випробувань можуть бути: кидання однієї чи кількох монет, ігрових кубиків, витягування карт з колоди, різнокольорових шариків з урни і таке інш. (див. Задачі 2.1- 2.9). В простих задачах вдається побудувати повну групу подій. Результатом випробовувань буде досягнення випадковою величиною деяких із можливих значень. Дамо наступне визначення.

Величина X називається дискретною випадковою, якщо множина її значень є деяка послідовність чисел 
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 ( n - кінцеве чи нескінченне), і якщо кожна подія X = xi є випадковою, тобто має повну ймовірність Pi.

Подію X = xi будемо називати елементарною подією.

Законом розподілу випадкової величини Х будемо називати правило, що дозволяє знаходити ймовірність P(X=xi)=Pi для всіх i((1…N), тобто закон розподілу задає ймовірність Pi як функцію, що визначена на множині випадкових подій X = xi.

Таблиця 2.1.

	Можливі значення
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	Їх ймовірності Рі
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В таблиці 2.1. проти кожного із можливих значень 
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 наведена відповідна йому ймовірність 
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Наприклад, в статистичному розіграші одночасно підкидається N((1…N) монет. Нехай X - число випадань герба при одночасному підкиданні N монет. При великій кількості випробувань будемо мати слідуючу картину:
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N=4
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Як бачимо, в чисельниках ймовірності стоять біноміальні коефіцієнти, а в знаменниках - число
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. Це дає можливість записати.
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Замість операції кидання монети для задач статистичного розіграшу введемо двоїчний генератор випадкових чисел 
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. Причому, ймовірність розрядів “0” та “1” однакова. Тоді операцію кидання N монет та визначення суми випадань гербів замінимо випробуванням N-розрядного генератора
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 також можна використати (2.18.).

2.5 Елементи загальної теорії статистичних випробовувань.

Статистичні випробування на прикладі кидання N монет, чи N-розрядного двоїчного генератора випадкових чисел 
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 Розглянемо N-розрядний трійковий генератор випадкових чисел 
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Як показує даний приклад, розподіл ймовірностей для N-розрядного трійкового генератора випадкових чисел можна знайти в повній відповідальності до біноміального розподілу, якщо замість бінома Ньютона 
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, а в знаменнику ймовірностей записати 3N. Цікаво, що коефіцієнти розкладання 
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 по цілих додатніх степенях можна знайти, аналогічно до біноміальних коефіцієнтів, за допомогою розширеного трикутника Паскаля:

Таблиця 2.2 

	N
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10

	0
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	1
	1
	
	
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	2
	3
	2
	1
	
	
	
	
	
	

	3
	1
	3
	6
	7
	6
	3
	1
	
	
	
	

	4
	1
	4
	10
	16
	19
	16
	10
	4
	1
	
	

	5
	1
	5
	15
	30
	45
	51
	45
	30
	15
	5
	1


Як слідує з таблиці 2.2 , кожен член нижнього рядка- коефіцієнтів полінома
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 - може бути знайденим, як сума трьох коефіцієнтів у верхньому рядку : 
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Наприклад, коефіцієнт при 
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 може бути знайдений, як сума коефіцієнтів при степенях 
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 ( див. пунктирну рамку табл. 2.2 ).

 Користуючись таблицею 2.2, можемо розписати : 
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Це дає можливість розрахувати ймовірність появи суми чисел, рівної показникові степеня при x, якщо кидати одночасно 4 кубики, у кожного з яких по дві грані містять (0(, (1(, (2(. Ймовірності для відповідних сум зведено в таблицю:

N=4

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	
[image: image96.wmf]

EMBED Equation.3[image: image97.wmf]

EMBED Equation.3[image: image98.wmf] Рі
	
[image: image99.wmf]

EMBED Equation.3[image: image100.wmf]1

81


	
[image: image101.wmf]4

81


	
[image: image102.wmf]10

81


	
[image: image103.wmf]16

81


	
[image: image104.wmf]19

81


	
[image: image105.wmf]16

81


	
[image: image106.wmf]10

81


	
[image: image107.wmf]4

81


	
[image: image108.wmf]1

81




Таблиця 2.3

	
	Одночасне N випробування

	
	Фізична модель
	Кібернетична модель
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В таблиці 2.3 наведено фізичні моделі та їх кібернетичний еквівалент різнорозрядних “кубиків” для статистичних розіграшів.

Дуже цікаво було б виразити коефіцієнти 
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Для N=2 маємо(
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Можемо записати 
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де ( 
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Після аналогічних перетворень для N=3 маємо (
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де ( 
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В загальному вигляді (
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де (
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Тоді будь-який коефіцієнт полінома (2.26) можна виразити через біноміальні коефіцієнти:
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В свою чергу виразимо біноміальні коефіцієнти через формули сполучення (2.16) :
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(2.29) є досить сильним результатом, так як дозволяє запропонувати шляхи побудови загальної теорії статистичного моделювання законів розподілу дискретних випадкових величин. Крім того, (2.29) легко алгоритмізується, що також досить перспективно з точки зору комп’ютерного моделювання.

2.6. Закони розподілу випадкових величин в теорії надійності .

2.6.1. Нормальний розподіл .

Нормальний (Гаусів) розподіл найчастіше зустрічається і є одним із основних законів математичної теорії випадкових величин .

Нормальний розподіл є результатом дії на випадкову величину великої кількості рівноправних факторів. В теорії надійності нормальним законом описується напрацювання на відмову при зношуванні та старінні.

Щільність розподілу можна знайти із виразу :
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де 
[image: image129.wmf]x

 , S ( відповідно математичне сподівання та середньоквадратичне відхилення (стандарт) випадкової величини x, які можна визначити:
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      (2.32)

В свою чергу при безперервній обробці масиву в (2.23) доцільно звільнитися від 
[image: image132.wmf]x

 , яке можна визначити тільки тоді (2.31), якщо відомо весь масив.

Виконаємо перетворення :
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(2.33)

Як слідує із (2.33), тепер можна обробляти масив почленно, не утримуючи в пам’яті комп’ютера всіх його членів. Тоді:
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Інтегральна функція розподілу має вигляд :
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Функцію надійності знайдемо, як: 
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Так як інтеграл (2.35) не береться в квадратурах, для практичної роботи , в тому числі і для задач теорії надійності ( доцільно ввести заміну :
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і використовувати :
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 будемо називати квантилем нормального розподілу (див. додаток 1), і надзвичайно широко застосовувати в практичний задачах.

Наприклад , необхідно визначити ймовірність того, що випадкова величина x потрапляє в заданий інтервал 
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2.6.2. Експоненційний розподіл.

Цей закон дозволяє прогнозувати надійність роботи технічної системи в період її нормальної експлуатації , коли відмови мають постійну інтенсивність
[image: image142.wmf]l

. Експоненційний розподіл часто називають основним законом надійності . Головна перевага цього закону в тому, що він має всього один параметр.

Експоненційним розподілом описується час безвідмовної роботи складних технічних систем після припрацювання і до появи поступових відмов , тобто на другій (середній ) стадії експлуатації. Такими системами можуть бути: машини, механізми, вузли, елементи радіоелектронного обладнання. Крім того, цей закон будемо використовувати для визначення стратегії технічного обслуговування складних технічних систем ( в тому числі автомобілів та їх систем), а також при визначенні стратегії відновлення цих технічних систем.

Цим законом часто користуються і для прогнозування часу безвідмовної роботи технічних систем з великим числом послідовно з’єднаних елементів, якщо кожен із елементів не впливає на відмови системи.

Експоненційний закон розподілу є частковим випадком розподілу Вейбулла та гама-розподілу.

Ймовірність безвідмовної роботи визначається:
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що для 
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Якщо (як це буває в багатьох випадках теорії надійності) інтенсивність відмов
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 то, після розкладання в ряд:
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З (2.41) знаходимо щільність розподілу:
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і функція розподілу:
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Математичне сподівання та середнє квадратичне відхилення відповідно знаходимо: 
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2.6.3. Нормально-логарифмічний розподіл.

Якщо в співвідношеннях (2.30) ( (2.39) ввести формальну заміну 
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то будемо мати необхідні формули для розрахунків теорії надійності, коли випадкова величина (наприклад, напрацювання на відмову) підлягає нормально-логарифмічному розподілу: 

щільність розподілу
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математичне сподівання 
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середнє квадратичне відхилення 
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Ймовірність безвідмовної роботи знаходимо в залежності від значення квантиля 
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В теорії надійності нормально-логарифмічний закон використовують для оцінки напрацювань на відмову в умовах втоми, зношування, довготривалої міцності, термовтоми тощо, тобто за умов, коли провідними є термоактиваційні процеси .

2.6.4. Розподіл Вейбулла.

В задачах теорії надійності використовується для оцінки надійності складних технічних систем. Даний розподіл є двохпараметричним і досить універсальним, так як при граничній зміні параметрів переходить в нормальний, нормально-логарифмічний, експоненційний та інші.

Щільність розподілу: 


[image: image157.wmf](

)

(

)

a

a

l

l

a

t

t

t

f

-

×

=

-

exp

1

,

 
 (2.51)

де 
[image: image158.wmf]a

 - параметр форми розподілу, 
[image: image159.wmf]l

- масштабний параметр. При (=1 розподіл Вейбулла переходить в експоненційний.

Функція розподілу:
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Тоді функція надійності (ймовірність безвідмовної роботи) може бути знайдена, як:
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Математичне сподівання та середньоквадратичне відхилення відповідно знаходяться: 
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де 
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 корисно знати наступні властивості гамма-функції:
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2.6.5. Розподіл Пуаcсона. 

Цьому розподілу підлягають ймовірності появи раптових відмов в складних технічних системах (наприклад, число відмов однотипного обладнання за заданий проміжок часу, кількість радіоактивних розпадів за заданий проміжок часу, кількість розмов на телефонній станції за заданий проміжок часу, час відновлення складних технічних систем в ремонті і т.д.)

Для цілих значень m = 0; 1; 2. Щільність ймовірності дискретного розподілу Пуасона має вид: 
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а функція розподілу:
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Математичне сподівання і дисперсія: 
[image: image176.wmf](

)

l

=

t

M

; 
[image: image177.wmf](

)

l

=

t

D

.

2.6.6. Біноміальний розподіл.

Як було показано раніше (див. розділи 2.4-2.5), біноміальний розподіл ймовірностей можна використовувати, коли маємо послідовність n незалежних випробувань, в кожному з яких подія може настати з однією і тією ж ймовірністю P.

Біноміальний розподіл широко застосовується в теорії надійності для оцінки безвідмовної роботи технічних систем, що працюють в циклічному режимі.

Щільність розподілу має вигляд: 
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а дискретна функція розподілу: 
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Математичне сподівання і дисперсію можна знайти:
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