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ВСТУП 

 

Конспект лекцій з дисципліни «Теорія електричних та маг-

нітних кіл» для студентів заочної форми навчання складається з 

п’яти частин. Частина 5 розглядає складні лінійні та нелінійні 

кола в усталених та перехідних режимах. 

Конспект лекцій призначений для надання допомоги сту-

дентам у їх самостійній роботі під час вивчення дисципліни 

«Теорія електричних та магнітних кіл». 

Конспект лекцій складається з десяти розділів. У першому 

та другому, четвертому розділах розглядаються лінійні електри-

чні кола постійного, змінного та трифазного струму. Третій роз-

діл містить теорію прохідних чотириполюсників. У п’ятому роз-

ділі розглядається аналіз лінійних електричних кіл із взаємною 

індуктивністю. У шостому розділі розглянуті несинусоїдальні 

струми. У сьомому розділі розглянуті причини виникнення пе-

рехідних процесів та основні математичні положення при аналізі 

перехідних процесів, розглянуті загальні положення класичного 

методу аналізу перехідних процесів і його математичний апарат, 

класичний метод аналізу перехідних процесів у найпростіших 

послідовних RL-, RC-, RLC-колах, операторний метод аналізу 

перехідних процесів, аналіз перехідних процесів за допомогою 

часових характеристик. Восьмий розділ присвячений лінійним 

електричним колам із розподіленими параметрами. Дев’ятий ро-

зділ містить матеріали щодо аналізу нелінійних електричних та 

магнітних кіл постійного та змінного струму та пристрої на їх 

основі. 
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РОЗДІЛ 7 ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ У ЛІНІЙНИХ            

ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ 

 

7.1 Основні поняття 

 

Перехідний процес – процес, що виникає у електричному 

колі при переході від одного сталого режиму до іншого. 

Сталий режим – режим, що встановлюється у електрич-

ному колі у результаті тривалого впливу на це коло постійних 

або періодичних ЕРС. 

Перехідний процес виникає в електричному колі в резуль-

таті комутацій. 

Комутації – дії, що викликають перехідний процес в елек-

тричному колі відключення або включення джерел, окремих гі-

лок, зміна параметрів кола, зміна фази, частоти, амплітуди на-

пруги і струму та ін. 

Завдання аналізу перехідних процесів полягає у визначенні 

характеру зміни u(t) і i(t) на елементах електричного кола під час 

перехідного процесу та тривалості проходження цього перехід-

ного процесу. 

Аналіз перехідних процесів ґрунтується на описі стану 

електричного кола за допомогою законів Кірхгофа для миттєвих 

значень. У результаті одержуємо систему інтегрально-

диференціальних  рівнянь. Завдання аналізу перехідних процесів 

зводиться до відшукання розв’язання (інтеграла, інтегрування) 

вихідної системи рівнянь. 

Запишемо систему рівнянь для схеми, що подана на        

рис. 7.1.  
 

R L 

C 
u(t) 

uR(t) uL(t) 

uC(t) 

i(t) 
 

Рисунок 7.1 



7 
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)t(udt)t(i
Cdt

)t(di
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)t(du
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Cdt

)t(di
R
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)t(id
L

1
2
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)t(du

L
)t(i

LCdt

)t(di

L

R

dt

)t(id 11
2

2
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Залежно від використовуваного методу інтегрування роз-

різняють: 

1) класичний метод аналізу перехідних процесів; 

2) операторний метод аналізу перехідних процесів; 

3) частотний метод аналізу перехідних процесів; 

4) метод із використанням інтеграла Дюамеля; 

5) метод змінних стану. 

 

7.2 Закони комутації 

 

Будемо вважати, що процес комутації відбувається миттє-

во (хоча реально - це мікросекунди для тиристорів, транзисто-

рів). 

Умовно позначати через t=0 момент комутації 

t = 0– – момент часу безпосередньо до комутації; 

t = 0+  – момент часу безпосередньо після комутації. 

У реальних електричних колах не може бути миттєвої 

зміни накопиченої в електричних і магнітних полях енергії. 

Дійсно, у реальних електричних колах миттєва потужність 

p завжди кінцева (тому що u та i кінцеві). Отже, приріст енергії 

W  за час комутації 0t  дорівнює 0: 

0tpW , при 0t , тобто  )(W)(W 00 . 

У такий спосіб:  
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1-й закон комутації. Струм у гілці з котушкою індуктив-

ності не може змінюватися стрибком: 

2

0

2

0
22

)LL
(Li)(Li

  )(i)(i LL 00 . 

2-й закон комутації. Напруга на конденсаторі не може 

змінюватися стрибком: 

2

0

2

0 22 )(Cu)(Cu cc   )(u)(u cc 00 . 

Або:  

У момент комутації напруги на конденсаторах струми в 

котушках індуктивності залишаються незмінними (рис. 7.2). 

 

uC

uCiL

iL

0 t

 
Рисунок 7.2 

 

7.3 Загальна методика класичного методу  

 

Відповідно до класичного методу: повне розв’язання (інте-

грал) лінійного неоднорідного диференціального рівняння дорі-

внює сумі власного розв’язання вихідного диференціального рі-

вняння та загального розв’язання цього рівняння при рівності 

нулю правої частини (однорідного диференціального рівняння): 

tfia
dt

di
a...

dt

id
a

dt

id
a

n

n

nn

n

n 011

1

1 ввим iii . 

Власне розв’язання (одне із розв’язків, що задовольняє ви-

хідне неоднорідне диференціальне рівняння) визначають шля-
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хом розрахунку сталого режиму у схемі після комутації. Ця 

складова перехідного струму (напруги) називається вимушеною: 

устпр ii . 

Загальне розв’язання диференціального рівняння без пра-

вої частини (без джерел ЕРС, струму) визначає вільну складову 

перехідного струму (напруги). 

З курсу математики відомо, що розв’язання однорідного 

лінійного диференціального рівняння вмає игляд 

0... 011

1

1 в
в

n

n

в
nn

n

в

n ia
dt

di
a

dt

id
a

dt

id
a , 

і являє собою суму експонент  
n

1k

tp

kсв
keAi , 

де  pk – показники загасання, обумовлені коренями характе-

ристичного рівняння, отриманого з вихідного шляхом за-

міни 

p
dt

d
; 2

2

2

p
dt

d
; ... ; n

n

n

p
dt

d
; 

p
dt

1
 

і одержання лінійного алгебраїчного рівняння n-го порядку 

001
1

1 apa...papa n
n

n
n ,  

де  Ak – постійні інтегрування, обумовлені за значеннями 

шуканої функції і її похідних у момент комутації (почат-

кові умови).  

 

Початкові умови визначаємо за допомогою законів кому-

тації. 

Дійсно, 
n

k

tp

kвим
keAii

1

. 

При 0t : 
n

k

kвим Aii
1

0  вим

n

k

k iiA 0
1

, 
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n

k

kвим Ai
1

0 ; 
n

k

kkвим Api
1

' 0 . 

Тоді складаємо систему з n алгебраїчних рівнянь і знахо-

димо Ak: 

.0

,0

''

1

1

пр

n

k

kk

пр

n

k

k

iipA

iiA

 

 

7.4 Підключення котушки індуктивності до джерела постій-

ної напруги 
Проаналізуємо перехідні процесі у колі, що зображене на      

рис. 7.3. 

R L

U –

uR(t) uL(t)

i(t)
 

Рисунок 7.3 

 

1 На підставі законів Кірхгофа для миттєвих значень з ура-

хуванням того, що 
dt

di
Lu L

L ,  dti
C

u cc

1
 або (

dt

du
Ci c

c  ) 

складаємо диференціальне рівняння для схеми після кому-

тації:  

Uuu LR   U
dt

di
LiR . 

2 Записуємо шукане розв’язання: ввим iii . 
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3 Знаходимо уствим ii  (при t ; 0
dt

di
 – підставляємо у 

вихідне диференціальне рівняння та одержуємо вимуст ii ): 

R

U
iвим . 

4 Знаходимо показники загасання pk. Характеристичне рів-

няння  

0RLp
L

R
p . 

5 pt

в Aei  ,  

де  p – показник загасання, 1c ; 

A - постійна інтегрування, А. 

У такий спосіб 
t

L

R

в Aei . 

 

Характеристичне рівняння для визначення p часто склада-

ють більш простим шляхом. Із цією метою складають вирази 

для вхідного опору кола на змінному струмі [Z(j()], а потім замі-

нюють у ньому j( на p і прирівнюють Z(p) до нуля: 

;LjRjZ  pj . 

Тоді 1c,
L

R
p . 

Найважливіша характеристика перехідного процесу  – 

стала часу: 

c,
R

L

p

1
. 

6. Визначаємо сталу інтегрування. 

Запишемо загальне розв’язання диференціального рівнян-

ня і 
t

L

R

ввим Ae
R

U
iii . 

При 0t : 
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A
R

U
i 0  

R

U
iA 0 . 

Запишемо значення струму до комутації 00i . 

На підставі 1-го закону (правила) комутації: 

000 LL ii . 

Отже, 
R

U

R

U
A 0 . 

7 Визначаємо шукану функцію: 

t
L

R
t
L

R

e
R

U
e

R

U

R

U
i 1 . 

Визначаємо ;
dt

di
LuL  iRuR : 

t
L

R
t
L

R
t
L

R

L Ue
L

R
e

R

U
Le

R

U

R

U

dt

d
Lu ; 

t
L

R

L Ueu ; 

t
L

R

R eUu 1 . 

Графіки перехідного струму (рис. 7.4) та перехідної напру-

ги (рис. 7.5) подані нижче. 
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1,0 

iсв 

iуст= iвим 

0 
t 

τ 

2τ 3τ 4τ 5τ 

0,632 0,865 0,95 0,982 0,993 

 i_   

iуст 

 
Рисунок 7.4 

 

u

uL

uR

0 t

U

 
Рисунок 7.5 

 

За час  величина i зменшиться у e раз. Значення  подане 

у таблиці 7.1 

 

Таблиця 7.1 

t 0 τ 2 τ 3 τ 4 τ 5 τ 

1–exp(-

t/τ) 
0 0,632 0,865 0,95 0,982 0,993 

exp(-t/τ) 1 0,308 0,135 0,05 0,018 0,007 
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Для інженерних розрахунків беруть час перехідного про-

цесу (3-5) . 

 Тривалість перехідного процесу визначається тільки па-

раметрами кола (R, L, C). 

 

Приклад 7.1. Для RL-кола з параметрами U=10 В;        

R=10 Ом; L=0,01 Гн записати вирази для перехідного струму та 

напруги. 

Розв’язання 

Запишемо вирази для перехідної напруги та струму 

t

tt

e,ee
R

U
i

33 1010 1011
10

10
1 ; 

t
R eu

3101100 ; 
t

L eu
310100 . 

Час, через який закінчиться перехідний процес, tпер = 5 мс. 

 

7.5 Відключення котушки індуктивності від джерела          

постійної напруги 

 

Розглянемо коло, що зображене на рис. 7.6. 

R L

U –

uR(t) uL(t)

i(t)

Rш

 
Рисунок 7.6 

1 Диференціальне рівняння 0LR uu  0
dt

di
LiR . 

2 Шукана величина ввим iii . 
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3 Вимушена складова 0вимi , тому що 0
dt

di
. 

4 Характеристичне рівняння 0LpR , звідки 

L

R
p  стала часу 

R

L
. 

5 Вільна складова 0
dt

di
LRi в

в ; pt

в Aei . 

6 Вираз для вільної складової 
t
L

R

Aei Ai 0 . 

За 1-м законом комутації 
R

U
i 0  

R

U
A . 

7 Шукані функції:  
t

e
R

U
i ; 

t

R Ueu ; 

tttt

L Uee
RL

LUR
e

R

U
Le

R

U

dt

d
Lu

1
. 

Графік перехідного струму поданий на рис. 7.7. 

1,0

i=

iсв

0
t

τ 2τ 3τ 4τ 5τ

0,368 0,125 0,05 0,018 0,007

 i_

I0

 
Рисунок 7.7 
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При відключенні котушки індуктивності від джерела жив-

лення на її затискачах виникає напруга, обумовлена співвідно-

шенням: 

шшk R
R

U
RIu 00 . 

Зокрема, при відключенні котушок індуктивності без шун-

туючого опору шR  перенапруги на затискачах котушок 

можуть досягти небезпечних величин: 
t

ш

t

ш

t

ш
шk eRIeR

R

U
е

R

R
UiRu 0 ; 

0RLk uuu  RLшk uuuu . 

 

7.6 Включення котушки індуктивності до джерела               

синусоїдальної ЕДС 

 

Розглянемо коло, зображене на рис. 7.8. 

R L

~ U

uR(t) uL(t)

i(t)
 

Рисунок 7.8 

 

1 Складемо диференціальне рівняння щодо струму: 

uuu LR , um tsinU
dt

di
LiR . 

2 Запишемо загальний розв’язок для диференціального 

рівняння ввим iii . 
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3 Вираз для вимушеної складової umвим tIi sin , 

де 
22 LR

U
I m
m . 

4 Складемо характеристичне рівняння 0LpR , 
L

R
p , 

R

L
. 

5 Знайдемо вільну складову 

0
dt

di
LRi в

в ; pt

в Aei . 

6 Запишемо вираз для струму 

t
L

R

umввим AetIiii sin . 

Запишемо на підставі 1-го закону комутації 

000 ii . 

Запишемо вираз для струму після комутації 

00 AsinIi um  um sinIA . 

7. Запишемо загальний вираз для струму  

t
L

R

umum esinItsinIi . 

Графік функції поданий на рис. 7.9. 

 

u

iсв
0 tiпр

i; φ=ψu

φ

ψu

 
Рисунок 7.9 
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1 Початкове значення вільного струму (і характер перехід-

них процесів) залежить від моменту включення (початкової фа-

зи u ).  

Якщо 0u , тобто u , то 0вi , тобто комутація 

не спричинить перехідний процес. 

Якщо 
2

u , тобто 
2

u , то вi  максимально 

й дорівнює mI .  

2 При несприятливих умовах комутації 
2

u  та 

сталої часу кола 
R

L
 максимальне значення перехідного струму 

може досягти майже подвійної амплітуди сталого струму (через 

час   після комутації). 

 

7.7 Заряд конденсатора від джерела постійної напруги 

 

Розглянемо коло, що зображене на рис. 7.10. 

R

C
U –

uR(t)

uC(t)

i(t)
 

Рисунок 7.10 

 

1 Для схеми, що зображена на рис. 7.10, складемо дифере-

нціальне рівняння  

Uuu CR ; Uidt
C

iR
1
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UuR
dt

du
C c

c ; 0
C

i

dt

di
R  

2 Запишемо загальний вираз для стуму ввим iii . 

3 Визначимо вимушену складову 0вимi . 

4 Запишемо загальний вхідний опір  

Cj
RjZвх

1
. 

Тепер складемо характеристичне рівняння 

0
1

pC
R . 

Знайдемо корінь характеристичного рівняння 

RC
p

1
; RC . 

5. Запишемо вирази для вільної складової струму та напру-

ги pt

в eAi 1 ; pt

c eAu
в 2 . 

6 Визначимо сталі інтегрування:  

RC

t

eAi 1 ; 10 Ai ; RC

t

c AeUu ;  

20 AUuc ; 000 cc uu UA2 . 

 

Початкові умови – значення струмів через котушки індук-

тивності та напруг на конденсаторах відомі з режиму до комута-

ції. 

Значення u та i на всіх елементах схеми при 0t  – зале-

жні початкові умови. Вони визначаються з незалежних за до-

помогою вихідного диференціального рівняння 

UuRi c 00 URi 00 10 A
R

U
i . 
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7 Запишемо загальні вирази для стуму та напруги: 

;RC

t

e
R

U
i  RC

t

c UeUu . На основі цих виразів побудуємо 

графіки (рис. 7.11). 

uC, i

i

uC

0 t

 
Рисунок 7.11 

 

При включенні струм змінюється стрибком від 0 до 

R

U
i 0  і при невеликому активному опорі кола може досягти 

більших значень, що значно перевищують номінальне (напри-

клад, при підключенні навантаження через кабель, розподілена 

ємність якого велика, а опір проводів низький). 

 

7.8 Розряд конденсатора на резистор 

Розглянемо схему, зображену на рис. 7.12. 

 

R 

U – 

uR(t) 

i(t) 

 

C 
uC(t) 

 

 
Рисунок 7.12 
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1. Складемо диференціальне рівняння для кола, зображе-

ного на рис. 7.12, для напруги на ємності:  

0Rc uu ; 0iRuc ; 

0R
dt

du
Cu c

c ; 0c
c u
dt

du
RC . 

2 Запишемо вираз для розв’язку 
ввим CCC uuu . 

3 Визначимо вираз для вимушеного значення 0
вимCu . 

4 Складемо характеристичне рівняння 01RCp , визна-

чимо корені цього рівняння 
RC

p
1

; RC . 

5 Запишемо вираз вільної складової pt

cc Aeuu
в

. 

6 Визначимо сталу інтегрування 

t

c Aeu  ,  

000 Uuu cc 00 UAuc  . 

7 Запишемо загальні вирази для напруги та струму  

RC

t

c eUu 0 ; RC

t

R eUu 0 ; 

RC

t

RC

t

c e
RC

U
CeU

dt

d
C

dt

du
Ci 0

0  RC

t

e
R

U
i 0 . 

Побудуємо графіки цих величин (рис. 7.13). 

uC, iС

iС

uC

0 t

U0

 
Рисунок 7.13 
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7.9 Підключення конденсатора до джерела синусоїдальної 

напруги 

 

Розглянемо схему, зображену на рис. 7.14. 

R

C
~ U

uR(t)

uC(t)

i(t)
 

Рисунок 7.14 

 

1 Складемо диференціальне рівняння для кола  

uuu cR , 

umc
c tsinUuR
dt

du
C . 

2 Запишемо розв’язок цього рівняння 
свпр cсc uuu  

3 Запишемо вираз для вимушеної складової  

90sin uc
m

c tX
z

U
u

вим
. 

4 Запишемо вираз для кореня характеристичного рівняння: 

;
4

RC
p   RC . 

5 Запишемо вираз для вільної складової pt

с Aeu
в

.  

6  Знайдемо сталу інтегрування:  

00cu ; AX
z

U
u uc

m
c

90sin0 , 

2
u

m sin
C

I
A . 
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7  Запишемо вирази для напруги та струму  

RC

t

u
m

u
m

c esin
C

I
tsin

C

I
u

22
; 

RC

t

um
c

um
c esinI

R

X
tsinI

dt

du
Ci

2
. 

Побудуємо на основі цих виразів графіки функцій (рис. 7.15). 

 

iв 

0 t 

Iвим 

i 

u 

u 

 
Рисунок 7.15 

 

1 Якщо 
2

u , то перехідний процес не виникає, і ві-

дразу ж настає сталий режим. 

2 Якщо включення відбувається при 0u , то вільна 

складова напруги 
свc

u  найбільша. Якщо 
C

R
1

, то в початко-

вий момент відбувається великий сплеск струму, що набагато 

перевищує амплітуду струму 
CR

Im . Однак такий великий 

струм проходитьє незначну частину періоду, тому що, а тому τ 

<<T. 
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7.10 Розряд конденсатора на RL-коло 

 

Розглянемо схему, зображену на рис. 7.16. 

 

R 

U – 

uR(t) 

i(t) 

C 
uC(t) 

L 

uL(t) 

 
Рисунок 7.16 

 

1. Складемо диференціальне рівняння: 

0CLR uuu , 

0
1
idt

Cdt

di
LiR , 

0
1

2

2

i
Cdt

di
R

dt

id
L , 

0
1

2
2

2

2

i
LCdt

di

L

R

dt

id
, 

02 2
02

2

i
dt

di

dt

id
, 

де 
L

R

2
 – коефіцієнт загасання; 0

1

LC
 – власна частота 

контуру (резонансна). 

2. Запишемо загальний розв’язок диференціального рів-

няння ввим iii . 

3. Визначимо вимушену складову 0прi . 

4. Складемо характеристичне рівняння 02 2
0

2 pp . 

5. Запишемо вираз для вільної складової  
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tptp
св eAeAi 21

21 . 

Знайдемо корені характеристичного рівняння 

2
0

2
21,p . 

6. Запишемо вираз для вільної складової  
tptp

св eAeAii 21
21 . 

За першим законом комутації 

000 ii ; 210 AAi  021 AA . 

Запишемо вхідний опір кола 
Cj

LjRjZвх
1

. 

На основі виразу для вхідного опору складемо характерис-

тичне рівняння 

0
1

pC
pLR  0

12

LC
p

L

Rp
. 

У результаті одержали таке ж саме характеристичне рів-

няння, що і у пункті 4 

02 2
0

2 pp . 

Для визначення сталі інтегрування в рівняннях n-го поряд-

ку знаходять початкові значення шуканого струму (напруги) і 

всіх їхніх похідних до (n-1) включно, використовуючи рівняння 

кола й початкові значення струмів у котушках і напруг на кон-

денсаторах, обумовлених за законами комутації. 

Оскільки n=2, то необхідна перша похідна виразу з пунк-

ту 6: 

tptp
eApeAp

dt

di
21

2211 . 

 Запишемо похідну в нульовий момент часу: 

2211

0

ApAp
dt

di
. 

З рівняння кола пункту 1 знайдемо вираз для похідної у 

нульовий момент часу: 



26 

 

000
0

cu
dt

di
LRi , 

0
0

0 0U
dt

di
L   

L

U

dt

di 0

0
. 

Оскільки 2211
0 ApAp
L

U
, то запишемо систему рів-

нянь для визначення констант інтегрування: 

.

,0

0
2211

21

L

U
pApA

AA

 

Визначимо константи інтегрування з записаної системи рі-

внянь: 

L

U
pApA 0
2212   

12

0

21

0
2

ppL

U

ppL

U
A ; 

L

U
pApA 0
1121   

21

0

12

0
1

ppL

U

ppL

U
A . 

7. Запишемо вирази для напруг на індуктивності та ємності 

tptp
L epep

pp

U

dt

di
Lu 21

21

21

0 ; 

tptp
c epep

pp

U
Uidt

C
u 21

12

21

0
0

1
. 

Характер процесів при розряді конденсатора виявляється 

істотно різним залежно від того, будуть корені характеристич-

ного рівняння дійсними або комплексними, що визначається 

співвідношеннями між параметрами R, L і С. 

 

Випадок 1:  

0 , тобто 
LCL

R 1

2
 або 

C

L
R 2 . 
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Обидва корені p1 та p2 негативні, дійсні й відмінні одне від 

одного 21 pp ; 01p ; 02p  і 12 pp , то вигляд вільної 

складової буде таким 

21
21

tt

eApeAi . 

При зміні t від 0 до  величини tp
e 1  та tp

e 2  убувають від 

1 до 0, причому тому що 12 pp  ( тобто 12 ), а tptp
ee 21  

завжди позитивні. 

Отже, струм не змінює свого напрямку, а конденсатор 

увесь час розряджається. 

Такий однобічний розряд конденсатора називають аперіо-

дичним розрядом. 

Струм досягає максимуму 0
dt

di
 при 

21

1

2

pp

p

p
ln

tm , а по-

тім убуває. 

Напруга на ємності монотонно убуває, прямуючи до нуля. 

При розрахунку використані умовно додатні напрямки струму 

та напруги. Дійсні напрямки показані на схемі пунктиром і зо-

бражені на малюнку (див. вище). 

З рівняння випливає, що RLc uuu . 

При t = 0  0iRuR CL uu . 

При t = tm  RCL uu
dt

di
Lu 0 . 

При t > tm  струм зменшується, 
dt

di
LuL  змінює знак. 

З енергетичної точки зору при t < tm котушка індуктивності 

запасає енергію від конденсатора, а при t > tm – віддає. Побудує-

мо графіки струмів та напруг (рис. 7.17 та рис. 7.18). 



28 

 

 

0 t 

i1 

i(t) 

i2 

i 
0 t 

U0 

tm 

uC= uR 

uC 

uR uL 

-U0 

 
Рисунок 7.17 

 

 

0 t 

i1 

uC 

i2 

i 
0 t 

U0 

tm 

uC= uR 

uC 

uR uL 

-U0 

 
Рисунок 7.18 

 

Випадок 2: 

0 , тобто 
LCL

R 1

2
 або  

C

L
R 2 . 

Тоді корені характеристичного рівняння дійсні та рівні 

21 pp . 
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Тоді 
0

0

12

0
21

pp

ee

L

U
i

tptp

 – невизначеність. Розкривши 

одержаний вираз за правилом Лопіталя одержимо: 

tte
L

U
i 0 ;  t

L etUu 10 ; t
C etUu 10 . 

Процес – аперіодичний 
1

mt . 

Даний випадок при 0  є граничним випадком аперіо-

дичного розряду, тому що при подальшому зменшенні 
C

L
R 2  

розряд стає коливальним. 

 

Випадок 3: 

0 , тобто 
LCL

R 1

2
 або 

C

L
R 2 . 

Корені комплексно спряжені:  

R, jp 21 , 

R, jjp 22
0

2
0

2
21 ,  

де 22
0R  – кутова частота загасаючих коливань. 

 Тоді j
R, ejp 021 , 

де  
22

0 R ;  
2

Rtgarc ; 

j
R ejp 01 ; j

R ejp 02 . 

Для струму: 

tjttjt

R

tptp RR eeee
Lj

U
ee

ppL

U
i

2

0

12

0 21  

te
L

U
R

t

R

sin0 tsineIi R
t

m ; 
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tsineUu R
t

R

L
0

0 ;  

tsineUu R
t

R

C
0

0 ; 

LIu mLm 0 ;  
1

mC Iu
m

. 

Процес коливальний. Струм і напруги на всіх ділянках пе-

ріодично змінюють знак. Амплітуда коливань убуває за показо-

вим законом – загасаючі коливання з кутовою частотою 

22
0R  та періодом 

R

RT
2

. 

При 0R  0 ; 0R ; LCTTR 20   – формула 

Томпсона – незатухаючі коливання з періодом 0T ; 0 – резонан-

сна (власна) частота контуру. При цьому 
2

 й у колі встано-

влюється режим, що повністю відповідає сталому процесу в 

ньому при резонансі. 

Розглянемо енергетичні процеси (рис. 7.19). 

Від 0 до t1 = tm  струм зростає та режим відповідає аперіо-

дичному, тобто L накопичує енергію, R розсіює, C віддає. 

Від t1 до t2:   

0pc  – C віддає; 

0pL  –  L віддає; 

0p R  –  R розсіює. 

Від t2 до t3 конденсатор С повністю розрядився, струм, під-

тримуваний ЕРС самоіндукції, продовжує проходити у тому ж 

напрямку та заряджає конденсатор 000 RCL p,p,p . Ене-

ргія магнітного поля частково переходить в енергію електрично-

го поля конденсатора та частково перетворюється в теплоту на 

опорі R. До часу 3t  конденсатор Сз заряджається максимально. 

У цей момент i = 0. 
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0 t

uC
U0

-U0

uL

0 t
i

U0

-U0

uR

t2

t3

t1=tm

pL>0

pC<0

pR>0

pL<0

pC<0

pR>0

pL<0

pC>0

pR>0
 

Рисунок 7.19 

 

У наступну половину періоду процеси повторюються, але 

знаки напруг і струми зміняться на протилежні. Таким чином, 

залежно від співвідношення параметрів можливі такі режими 

розряду конденсатора (рис. 7.20). 



32 

 

0 t

> 0;  R>
C

LuC

0 t

= 0;  R=
C

L
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Рисунок 7.20 

 

7.11 Підключення RLC-кола до джерела постійної напруги 

 

Розглянемо коло, зображене на рис. 7.21. 

 

R L 

C 
U – 

uR(t) uL(t) 

uC(t) 

i(t) 
 

Рисунок 7.21 

 

1. Складемо диференціальне рівняння для схеми 

Uuuu CLR , 

Uu
dt

di
LiR C , 

02 2
02

2

i
dt

di

dt

id
. 
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2. Запишемо загальний розв’язок диференціального рів-

няння ввим iii . 

3. Запишемо вираз для вимушеної складової 0вимi . 

4. Складемо характеристичне рівняння 02 2
0

2 pp . 

Запишемо корені характеристичного рівняння 

2
0

2
21,p ; 2

0
2

1p ; 2
0

2
2p . 

5. Запишемо загальний вираз для вільної складової 
tptp

в eAeAii 21

21 . 

6. На основі першого закону комутації 000 ii . 

Запишемо рівняння для пошуку констант інтегрування 

00 21 AAi ; 

Uu
dt

di
LRi C 000  

L

U

dt

di
0 ; 

tptp
eApeAp

dt

di
21

2211   
L

U
pApA

dt

di
22110 . 

Одержали ту ж систему рівнянь для визначення констант 

інтегрування, що й у попередньому підрозділі. Змінився тільки 

знак (-) на (+) перед 
L

U
. Причина - замість розряду конденсатора 

має місце його заряд від джерела постійної напруги. 

Запишемо вирази для констант інтегрування: 

21

1
ppL

U
LA ;   

21

2
ppL

U
A . 

7. Запишемо загальні вирази для шуканих величин:  

tptp
ee

ppL

U
i 21

21

; 

Uepep
pp

U
idt

C
u

tpp
c

t
2

1

12

21

1
; 

tptp
L epep

pp

U
u 21

21

21

. 
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Порівнюючи отримані вирази для i, uc з аналогічними ви-

разами для цих величин, отриманими в попередньому розділі 

для випадку розрядження конденсатора, бачимо, що закон зміни 

струму в обох випадках той самий і струми відрізняються тільки 

знаками, тому що тепер розглядається процес заряджання кон-

денсатора. Напруга ж на конденсаторі при розряджанні зміню-

ється від початкового значення до 0, а при заряджанні - від 0 до 

напруги живлення. 

Характер перехідного процесу, які при розряджанні кон-

денсатора, залежить від параметрів кола, від співвідношення ко-

ефіцієнта загасання  і власної частоти контуру 0, від того,   

будуть корені характеристичного рівняння дійсними (аперіоди-

чний процес) чи комплексними (коливальний процес). 

 

7.12 Розрахунок перехідних процесів у складному колі 

 

Алгоритм розрахунку звичайний, особливість - складан-

ня характеристичного рівняння. 

1. Для визначення коренів: 

а) знайти головний визначник системи диференціальних. 

рівнянь, складеної: 

1) за законами Кірхгофа; 

2) за методом контурних струмів; 

3) за методом вузлових напруг; 

та прирівняти його нулю; 

б) скласти комплексний вхідний опір кола для джерела си-

нусоїдальної ЕРС, включене в будь-якій гілці кола, замінити jω 

на p та прирівняти  до нуля. 

 

Приклад 7.2. Розглянемо схему, зображену на рис. 7.22. 

Одержати характеристичні рівняння. 
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R

L

C

i2

E

i1

i

R

 
Рисунок 7.22 

 

Запишемо визначники: 

0

10

01

111
2

Rp
C

C
LpRp)p( ; 

0
11

11

pC
R

pC

pCpC
LpR

)p()к( ; 

0
11

R
pC

LpR
)p()у( . 

Запишемо вирази для вхідних опорів: 

0

1

pCR

pC

R

LpR)p(Zвх ; 

0
1

1
RpLR

RpLR

pC
)p(Z вх ; 

0
1

1

2

pC
pLR

pC
pLR

R)p(Z вх . 
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Корені характеристичного рівняння визначаються тільки 

топологією кола після комутації та значенням її параметрів. 

Число коренів характеристичного рівняння дорівнює числу 

накопичувачів енергії. 

1.Наявність особливого контуру, що складається тільки з 

ємнісних елементів і джерел ЕРС, зменшує число коренів на 1  

порівняно із числом ємнісних накопичувачів (рис. 7.23). 

n = 4–1 = 3

 
Рисунок 7.23 

 

2. Наявність особливого перетину, в якому в кожній гілці є 

індуктивний елемент або джерело струму зменшує число коре-

нів на 1 порівняно із числом індуктивних накопичувачів        

(рис. 7.24). 

n = 5–1 = 4

 
Рисунок 7.24 
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3. В особливих випадках, коли коло після комутації розпа-

дається на окремі гілки, загальне правило не виконується      

(рис. 7.25). 

 
Рисунок 7.25 

 

Розрахунок перехідного процесу в колах із взаємною інду-

ктивністю здійснюється звичайним шляхом. 

Урахування індуктивних зв'язків не збільшує числа коре-

нів характеристичного рівняння. 

 

7.13 Метод змінних стану 

 

Ідея методу полягає у виділенні таких шуканих величин, 

які визначають енергетичний стан електричного кола, тому що 

перехідний процес є процесом переходу від одного сталого ене-

ргетичного стану до іншого. А оскільки що енергетичний стан у 

лінійних електричних колах повністю визначається струмами 

індуктивних котушок і напругами конденсаторів, то, мабуть, що 

як шукані величини, що визначають стан кола, вибирають саме 

їх. 

Отже, ідея методу полягає у виділенні як шуканих величи-

ни струмів індуктивних котушок і напруг конденсаторів. 

Струми індуктивних котушок і напруги конденсаторів на-

зивають змінними стану. 
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Струми та напруги резистивних елементів схеми, що нази-

ваються вихідними величинами, завжди можуть бути виражені 

через змінні стани за допомогою законів Кірхгофа. 

Очевидно, що у систему диференціальних рівнянь для еле-

ктричного кола будь-якої конфігурації, складеної за законами 

Кірхгофа, входять тільки перші похідні змінних станів. 

Це дозволяє для схеми після комутації замість одного не-

однорідного диференціального рівняння n-го порядку одержати 

n диференціальних рівнянь першого порядку щодо обраних 

змінних стану (рівняння стану). Метод найбільш універсальний 

для аналізу електричних кіл і може бути легко пристосований 

для розрахунку на ЕОМ. 

Тому, склавши вихідну систему диференціальних рівнянь, 

складену за законами Кірхгофа, щодо змінних стану, одержують 

систему диференціальних рівнянь 1-го порядку щодо змінних 

стану, для числового розв’язання якої можна використати стан-

дартне математичне забезпечення ЕЦОМ (або аналогових обчи-

слювальних машин.) 

Під числовим методами розв’язання диференціальних рів-

нянь розуміють методи, що дають наближене розв’язання у ви-

гляді дискретного набору значень функції при деяких значеннях 

аргумента (Метод Рунге-Кута, метод Пікара, метод Мілна, екст-

раполяційний метод Адамса, метод із використанням ряду Тей-

лора). 

З теорії диференціальних рівнянь відомо, що всяке рівнян-

ня або система рівнянь, одержана щодо старших похідних всіх 

шуканих функцій 1n1n y,...,y,y,xfxy , може бути наве-

дена шляхом введення нових невідомих функцій до нормальної 

форми Коші: 

n211

'

1 y...yyxfxy
1

, 

n212

'

2 y...yyxfxy , 

n21n

1

n y...yyxfxy . 

Завдання знаходження розв’язання рівнянь при заданих 

початкових даних називається завданням Коші. 
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Алгоритм розрахунку 

1. Складаємо диференціальні рівняння для похідних від 

змінних стану (рівняння стану). 

Для цього складаємо рівняння за законами Кірхгофа для  

схеми після комутації та розв’язуємо їх відносно похідних змін-

них станів залежно від самих змінних стану Cu  та Li , джерел 

ЕРС і струмів. 

Одержуємо систему диференціальних рівнянь першого по-

рядку щодо змінних станів. 

2. Рівняння стану записуємо у матричній формі та розвязу-

ємо аналітично або числовими методами з використанням стан-

дартного математичного забезпечення ЕЦВМ (Метод Рунге-

Кутта, Ейлера, трапеції, Пікара, Мілна, екстраполяційний метод 

Адамса, метод з використанням ряду Тейлора). 

q

k

Cn

Ck

Ck

L

L

Cn

Ck

Cк

L

L

J

.

.

J

.

.

e

e

B

u

.

.

u

.

u

.

.

i

i

A

u

.

.

u

.

u

.

.

i

i

2

1

1

1

1

1

2

1

2

1

 

де  1A  – квадратна матриця порядку n; 1B  – матриця розміру 

qn , де q - загальне число джерел ЕРС і струму; X – стовпцеві  

матриці розміру 1n  змінних стану і їх похідних 

VBxAx 11 ; V – стовпцева матриця розміру 1q  

напруг джерел ЕРС і струмів джерел струму. 
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Елементи 1A  та 1B  визначаються тільки параметрами схе-

ми і її топологією. 

3. Струми та напруги резистивних елементів схеми, нази-

вані вихідними параметрами, завжди можуть бути виражені та 

розраховані через змінні стани за допомогою законів Кірхгофа. 

У результаті одержимо систему алгебраїчних рівнянь, що 

встановлює зв'язок між шуканими вихідними параметрами, 

змінних стану та джерелами енергії (рівняння вихідних параме-

трів). 

4. Записуємо рівняння для вихідних параметрів у матричній 

формі та розв’язуємо їх аналітично або за допомогою ЕЦОМ: 

q

k

Cn

Ck

L

m

k

J

.

J

.

.

e

e

B

u

.

.

u

.

.

i

A

u

.

u

.

.

i

i

2

1

22

2

1 1

 або VBxAY 22  

 

де  Y – стовпцева матриця розміру 1m  вихідних парамет-

рів; m - число вихідних параметрів; 22 B,A  – матриці розміру 

nm  та qm , елементи яких визначаються параметрами та то-

пологією схеми. 

 

Приклад 7.3. Для схеми, що зображена на рис. 7.26, 

одержати рівняння змінних стану. 
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R
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i1 R

R

i

i2
 

Рисунок 7.26 

 

Розв’язання  

Складемо систему рівнянь для схеми після комутації на 

основі законів Кірхгофа: 

.0

,0

,

,0

2

21

Riu

Riu

EuRi

iiii

C

C

C

C

 

Урахуємо, що ;
dt

di
Lu L

L
dt

du
Ci c

c .  

Тоді одержимо E
RC

u
RCdt

du
C

C 13
. 

 

Приклад 7.4. Для схеми, зображеної на рис. 7.27, 

одержати рівняння змінних стану. 

R L

C
U –

i(t)=?
 

Рисунок 7.27 

 

Розв’язання  

Складемо рівняння на основі другого закону Кірхгофа: 
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Uu
dt

di
LiR C . 

Урахуємо, що ;
dt

di
Lu L

L
dt

du
Ci c

c .  

Тоді одержимо рівняння змінних стану 

.
11

,0
1

0

U
L

i
L

R
u

Ldt

di

Ui
C

u
dt

du

C

C
C

 

 

Приклад 7.5. Для схеми, зображеної на рис. 7.28, одержати 

рівняння змінних стану. 

R
C

U –

i3

i1

i2
L

 
Рисунок 7.28 

 

Розв’язання  

Складемо систему рівнянь на основі другого закону Кірх-

гофа 

.0

,

,

2

1
2

321

CuRi

U
dt

di
LRi

iii

 

Урахуємо, що ;
dt

di
Lu L

L
dt

du
Ci c

c .  
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Тоді 

.
1

0
1

,0
11

U
L

iu
Ldt

di

Ui
C

u
RCdt

du

LC

LC
C

 

  

7.14 Розрахунок кола при впливі ЕРС довільної форми.      

Інтеграл Дюамеля 

 

Аналіз перехідних процесів у колах (рис. 7.29) показав, що 

струм на вході кола i(t) пропорційний вхідній напрузі, що ви-

кликала цей струм: 

L

Rt

e
R

U
ti 1 , 

Оскільки L

Rt

e
R

tY 1
1

 – перехідна провідність кола. 

R L

u(t)

i(t)=?
0 t

u(t

)
u(t)

u(0)

x x

u

 
Рисунок 7.29 

 

Таким чином, коло у загальному випадку може розгляда-

тися як пасивний двополюсник з перехідною провідністю Y(t). 

Замінимо дійсну криву u(t) наближено східчастою з інтер-

валами за віссю t, що дорівнюють Δx. Тоді струм у будь-який 

момент часу t можна розглядати як результат впливу серії стри-

бкоподібних постійних напруг, що йдуть один за одним через 

проміжки Δx в інтервалі від 0 до t. 
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Зміна напруги: x
dx

du
u ;  dxx'udu . 

Складова струму, викликана окремим стрибком напруги, 

що діє в момент x, дорівнює 

xxtYui , 

де  xxtY  – перехідна провідність від моменту 

xx  виникнення даного стрибка напруги до моменту t відлі-

ку значення струму (рис. 7.30). 

R L

u(t)

i(t)=?
0 t

u(t

)
u(t)

u(0)

x x

u

 
Рисунок 7.30 

 

Весь струм i(t) є сумою складових струмів, викликаних 

окремими стрибками напруг: 
tx

x

' xxuxxtYtYuti
0

0 , 

або 
t

' dxxuxtYtYuti
0

0  – інтеграл Дюамеля, 

де  
xt

'

dt

du
xu . 

Інтеграл Дюамеля дозволяє розв’язати завдання про вклю-

чення кола під дією напруги u(t) довільної форми, причому Y(t) 

визначається в результаті розв’язання більш простого завдання - 

включення того ж кола під дією постійної напруги. 
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Приклад 7.6. На коло, зображене на рис. 7.31, діє напруга, 

що зображена на рис. 7.32. Коло має такі параметри R, C. Аналі-

тичний вираз напруги 

t

eUtu 1 . Знайти струм i(t) у колі. 

R

C
u(t)

i(t)=?

u(t

)

0 t
 

Рисунок 7.31 

 
R

C
u(t)

i(t)=?

u(t

)

0 t
 

Рисунок 7.32 

 

Розв’язання 

1. Визначаємо Y(t) при включенні кола на постійну напру-

гу. Тоді 
U

ti
tY , 

t

e
R

U
ti  

t

e
RU

ti
tY

1
. 

2. Запишемо вираз для провідності 
xtxt

ee
R

e
R

xtY
11

. 

3. Знайдемо значення струму:  

00u ;  T

t

' e
T

U
tu ;  T

x

' e
T

U
xu  
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4. Запишемо вираз для струму  
t

' dxxuxtYtYuti
0

0 . 

5. Запишемо повний вираз для струму 

.

1

0 0

0

'

t

T

t

t t

T

xxt

T

xxt

t

ee
TR

U

dxeee
RT

U
dxe

T

U
ee

R

dxxuxtY

 

 

7.15  Основні положення операторного методу аналізу        

перехідних процесів 

 

Операторний метод як математичний метод інтегрування 

лінійних диференційних рівнянь створений у 1862 р. М. Ващен-

ко-Захарченко. Хевісайд наприкінці XIX століття застосував для 

розрахунку перехідних процесів перетворення Лапласа 

tfZpF )(  . 

При використанні операторного методу дійсні функції ча-

су, названі оригіналами, заміняють їх операторними зображен-

нями. Відповідність між оригіналом і зображенням установлю-

ється за допомогою інтеграла Лапласа (перетворення Лапласа) 

dtetfpF pt

0

, 

де jbap  - комплексне число, тобто операторне зображення 

дійсної функції, є функцією комплексного числа p. 

У результаті операції диференціювання та інтегрування 

оригіналів заміняються алгебраїчними операціями над їх зобра-

женнями - відбувається алгебризація диференціальних рівнянь, 

тобто диференціальні рівняння для оригіналів переходять в ал-
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гебраїчні рівняння для їх зображень. Розв’язавши отримані ал-

гебраїчні рівняння у операторній формі щодо шуканих величин і 

зробивши зворотне перетворення операторного зображення в 

оригінал, одержуємо розв’язання (інтеграл) вихідних диферен-

ціальних рівнянь. 

Відповідність між оригіналом і зображенням записують 

так 

tfpF . 

Розмірність зображення дорівнює розмірності оригіналу, 

помноженої на розмірність часу. 

За визначенням перетворення Лапласа застосовується, по-

чинаючи з моменту часу t = 0+ . Тому під ƒ(0), ƒ'(0), ƒ"(0) і т.д. 

будемо розуміти початкові значення функції і її похідних при     

t = 0+ .  

Зворотне перетворення Лапласа 
ja

ja

pt tfdtepF
j2

1
, 

pFZtf 1 . 

Подамо зображення деяких функцій: 

p

A
eA pt

0

, 
p

A
A , 

p
e t 1

. 

Диференціювання функції 

0fppF
dt

df
tf . 

Інтегрування функції 

p

pF
dttf

t

0

. 

Зображення похідної другого порядку 

2

2 00

p

f

p

f
pFptf . 

Зображення похідної n-го порядку 
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n

n
nn

p

f

p

f

p

f
pFptf

0
...

00 1

2
. 

Для електричних кіл: 

а) зображення напруги на котушці індуктивності 

;0 pULipLpI
dt

di
Lu L

L
L  

б) зображення напруги на резисторі 

;pURpIiRu RR  

в) зображення напруги на конденсаторі 

;0
1

0

pU
p

u

pc

pI
uidt

c
u C

C

T

CC  

г) зображення змінної напруги 

tjp
EeE m

jwt

m

1
. 

 

При нульових початкових умовах 

pFptf nn

. 

 

7.16 Закони Ома та Кірхгофа у операторній формі 

 

Отже, з урахуванням вище викладеного коло, що зображе-

не на рис. 7.33 у операторній формі, має вигляд, що зображений 

на рис. 7.34. 
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U(t) 

R L 

C 

uR uL(t) 

uC 
i(t) 

 
Рисунок 7.33 

 

 

U(p) I(p) 

R L 

1 

pc 
uC(0) 

p Li(0) 

 
Рисунок 7.34 

 

Запишемо систему рівнянь на основі другого закону Кірх-

гофа для кола, що зображене на рис. 7.33: 

tuidt
cdt

di
LiRuuu CLR

1

 
Запишемо рівняння на основі другого закону Кірхгофа 

для кола, що зображене на рис. 7.35:
 

pU
p

u

pc

pI
LipLpIRpI C 0

0

 
З одержаного рівняння виразимо струм: 

pZ

p

u
LipU

pc
LpR

p

u
LipU

pI

CC 0
0

1

0
0
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де 
pc

pLRpZ
1

 - операторний опір кола, 0Li  і 

p

uC 0
 - внутрішні ЕРС, обумовлені законом енергії в магнітно-

му полі котушки та електричному полі конденсатора. 

Закон Ома при ненульових початкових умовах 

pZ

p

u
LipU

pI

C 0
0

 

Запишемо другий закон Кірхгофа у операторній формі
 

p

u
iLpEpZpI KC

KKKKK

0
0  

При нульових початкових умовах 

pZ

pU
pI  

Очевидно, що отримані вирази тотожні за структурою ви-

разам, написаним для тих самих електричних кіл при їх розра-

хунку символічним методом. А це означаєь, що всі відомі мето-

ди розрахунку, що грунтуються на законах Кірхгофа (метод ко-

нтурних струмів, вузлових потенціалів і т.п.), можуть бути ви-

користані для розрахунку перехідних процесів операторним ме-

тодом. Необхідно тільки враховувати початкові умови uc(0+) і i 

(0+). 

Для цього досить розглядати члени як ЕРС додаткових 

джерел енергії в контурах. 

 

7.17 Алгоритм розрахунку перехідних процесів операторним 

методом 

 

У загальному випадку розрахунку перехідних процесів 

операторним методом алгоритм розрахунку струмів: 
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1. Записуються інтегрально-диференціальні рівняння для 

схеми після комутації на підставі законів Кірхгофа для миттєвих 

значень. Залежно від конфігурації схеми можна застосувати 

один з відомих методів розрахунку кіл (контурних струмів, вуз-

лових потенціалів і т.д.). 

1.1. Визначають внутрішні ЕРС 0Li  та 
p

uC 0
 розрахову-

ють кола до комутації, визначають незалежні початкові умови 

uc(0+) і i(0+), при цьому напрямок внутрішньої ЕРС індуктивно-

сті 0Li  збігається зі струмом, а напрямок внутрішньої ЕРС єм-

ності протилежний напрямку струму гілки з конденсатором. 

1.2.Користуючись перетвореннями Лапласа або готовими 

таблицями перетворення, знаходять зображення заданих вхідних 

напруг, ЕРС, струмів джерел струму.  

2. В отриманих рівняннях роблять заміну оригіналів фун-

кцій часу на їх операторне зображення з урахуванням незалеж-

них початкових умов - струмів через індуктивні елементи та на-

пруг на ємнісних елементах, розрахованих для схеми до комута-

ції. 

3. Отримані алгебраїчні рівняння для операторних зобра-

жень розв’язують щодо зображення шуканої функції. 

4. На основі отриманого зображення знаходять оригінал 

шуканої функції. 

Практично при розрахунку перехідних процесів оператор-

ним методом можна обійтися без запису інтегрально-

диференціальних рівнянь. 

Алгоритм розрахунку в такому випадку такий: 

1. Заміняють вихідну схему після комутації на операторну 

схему (або схему для зображень). При цьому варто керуватися 

положеннями, поданими на рис. 7.35. 
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R 

L 

1 
pc 

i(t) 

Li(0) pL 

I(p) 

C 

i(t) 

uc(0) 
p 

I(p) 

R 

i(t) I(p)  
Рисунок 7.35 

 

Тут так називані внутрішні ЕДС ураховують незалежні по-

чаткові умови - струми через індуктивні котушки та напругу на 

конденсаторах, розраховані для схеми після комутації. 

1. Завжди 0Li  збігається з pI , а 
p

uC 0
 – протилежно 

до напрямку pI .  

Схеми, зображені на рис. 7.36, подамо у операторній формі 

(рис. 7.37). 

 

U(t) 

R L 

C 

i(t) 

 
Рисунок 7.36 
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U(p) I(p) 

R L 

1 

pc 

uC(0) 

p 

Li(0) 

 
Рисунок 7.37 

 

2. Очевидно, що операторна схема може бути отримана з 

вихідної, призначеної для сталого гармонічного режиму шляхом 

заміни jω на p і з урахуванням ненульових початкових умов. 

2. Для отриманої операторної схеми розраховуємо зобра-

ження шуканих струмів і напруг одним із відомих методів (без-

посереднього застосування законів Кірхгофа, контурних струмів 

і т.д.). 

3. На основі отриманих зображень знаходимо оригінал 

шуканої функції. 

 

7.18 Знаходження оригіналу за зображенням 

 

1. Табличний метод 

Існують таблиці, що містять зображення різних функцій та 

їх оригінали (наприклад, Діткін В.А. і Кузнєцов П.И. Довідник 

по операційному численню містить приблизно 1518 зображень 

та їх оригіналів).  

2. Теорема розкладання. 

З курсу математики відомо, що дріб вигляду 
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n
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


, де m<n, 

може бути розкладена на суму простих дробів 
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де  pk – корінь рівняння N(p)=0, 
K

K
K

pN

pM
A - коефіцієнти розк-

ладання. 

Цю рівність і називають теоремою розкладання. Порівнян-

ня операторного та класичного методів показує, що коефіцієнти 

розкладання являють собою сталі інтегрування.  

1. Якщо серед коренів рівняння N(p)=0 є p=0, то одержимо 

вираз, що являє собою сталий струм або напругу у колі від дже-

рела постійної ЕРС. 

2. Якщо корені комплексно спряжені, то 
n

K

tp

K

K Ke
pN

pM
tf

1

Re2

 
 

Приклад 7.7. Для кола, що зображене на рис. 7.38, знайти 

вираз для струму, якщо на вхід діє постійна напруга, номінали 

елементів кола відомі та позначити через R та L.  

 R 

L 
U  

 
Рисунок 7.38 

 

Розв’язання 

Подамо схему у операторній формі (рис. 7.39). 
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Рисунок 7.39 

Нехай .0)(iL

 Запишемо зображення вхідної напруги 

.
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U

 

Знайдемо операторний струм 
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За допомогою таблиць перетворення Лапласа перейдемо 

від зображення до оригіналу 
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РОЗДІЛ 8 ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛОЛА ІЗ РОЗПОДІЛЕНИМИ 

ПАРАМЕТРАМИ 

 

8.1 Основні поняття 

У принципі параметри будь-якого електричного кола (R, L, 

C, M, g) тією чи іншою мірою розподілені вздовж ділянок кола. 

Відповідно струми та напруги у такому колі для того самого 

моменту часу змінюються при переході від однієї точки кола до 

сусідньої (у будь-який момент часу струм і напруга у різних то-

чках мають різні значення). 

У більшості практичних випадків розподіл параметрів уз-

довж електричного кола можна не враховувати та в аналізі кіл 

припускати, що параметри кола зосереджені на її ділянках. 

Критерієм застосовності такого підходу є співвідношення 

між швидкістю зміни у часі напруг і струмів у колі та швидкістю 

поширення електромагнітної  енергії вздовж електричного кола. 

Якщо це співвідношення мале, то електричне коло розгля-

дають як коло із зосередженими параметрами. 

Якщо ж ці швидкості порівнянні, то електричне коло необ-

хідно розглядати як коло з розподіленими параметрами. 

Прикладами кіл з розподіленими параметрами є електричні 

лінії з розподіленими параметрами (довгі лінії): 

 лінії передачі електричної енергії на більші відстані; 

 повітряні та кабельні лінії телефонного та телеграфного 

зв'язку; 

 високочастотні коаксіальні лінії радіотехнічних і телеві-

зійних пристроїв. 

Очевидно, що струми та напруги в довгих лініях (лінії з 

розподіленими параметрами) є функціями двох незалежних 

змінних: часу t і координати х, відлічуваних як відстань від роз-

глянутої точки лінії до її початку (кінця). 

Відповідно процеси у довгих лініях описуються диферен-

ціальними рівняннями у частинних похідних. 
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Якщо параметри лінії розподілені рівномірно, то ця лінія 

однорідна (наприклад, лінія передачі електричної енергії, у якій 

перетин проводів, їх взаємне розміщення та характеристика се-

редовища не змінюються за довжиною лінії). 

Якщо параметри лінії не залежать від величини струмів, 

що проходять через лінію, то ця лінія лінійна. 

 

8.2. Рівняння однорідної лінії  

 

Розглянемо елементарну ділянку довгої лінії (рис. 8.1). 
 

 

 

 

 

 

Рисунок 8.1 

 

Нехай 

 Ro , 
км

Ом
 - поздовжній активний опір одиниці довжини 

лінії;  

 Lo, 
км

Гн
 - індуктивність одиниці довжини лінії; 

 Go,
км

См
 - провідність витікання між проводами через не-

досконалість ізоляції на одиницю довжини; 

u u + Δu 

R0 Δx L0 Δx 

G0 Δx  C0 Δx 

i i + Δi 

x  Δx 
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 Co, 
км

Ф
 - ємність між проводами лінії на одиницю дов-

жини; 

 I – струм на початку ділянки dx; 

 dx
x

i
i  - струм у кінці ділянки; приріст dx

x

i
 обумов-

лений витіканням через поперечний елемент; 

 u – напруга на початку ділянки dx; 

 dx
x

u
u  - напруга в кінці ділянки. 

На підставі рівнянь за I та II законами Кірхгофа для діля-

нки лінії dx після перетворень одержимо. 

За II законом Кірхгофа: 

000 dx
x

u
u

t

i
dxLdxiRu . 

Розділимо на dx і перетворимо до вигляду 

          
t

i
LiR

x

u
00 .                                          (1) 

За I законом Кірхгофа: 

dx
x

i
idii . 

З урахуванням на те, що: 

dx
x

u
u

t
dxCdx

x

u
udxGdi 00 , 

і не враховуючи похідних другого порядку, одержуємо після пе-

ретворення 

  
t

u
CuG

x

i
00                                       (2) 

У результаті одержали основні диференціальні рівняння 

для двопровідної лінії з розподіленими параметрами (телеграфні 

рівняння): 



59 

 

.

,

00

00

t

u
CuG

x

i

t

i
LiR
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8.3 Рівняння однорідної лінії при сталому синусоїдальному 

режимі 

 

Якщо струм і напруга в лінії змінюються за синусоїдаль-

ним законом, то їх можна виразити у вигляді комплексних чисел 

ujm e
U

U
2


 та 

ijm e
I

I
2

 .  

Комплексні U  й I  залежать тільки від х, а тому рівняння в 

частинних похідних для миттєвих значень u та i переходять у 

звичайні диференціальні рівняння для U  та I  

.

,

000

000

UYUCjUG
dx

Id

IZILjIR
dx

Ud







  (1 й 2) 

Перше рівняння є повним поздовжнім опором одиниці до-

вжини, друге рівняння є повною поперечною провідністю оди-

ниці довжини. 

Розв’яжемо отриману систему рівнянь відносно U  та оде-

ржимо 

UUCjGLjR
dx

Ud 


2

00002

2

  (3) 

або 

UUYZ
dx

Ud 


2

002

2

, 

де jCjGLjR 0000 ; 

  -  стала поширення (1/км); 
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 - коефіцієнт загасання, що характеризує загасання пада-

ючої хвилі на одиницю довжини лінії (Нп/км); 

 - коефіцієнт фази, що характеризує зміни фази падаючої 

хвилі на одиницю довжини лінії (радий/км). 

Розв’язання лінійного диференціального рівняння (3) дру-

гого порядку 

падотр

xx
UUeAeAU 

1.2 ,                    (4) 

де А1 та А2 – сталі інтегрування. 

З першого рівняння системи  

                  
обрпр

x

в

x

в

IIe
Z

A
e

Z

A
I 


 12 ,              (5) 

де 

 вj

вв eZ
CjG

LjR

Y

Z
Z

00

00

0

0  - хвильовий опір (Ом). 

00YZ  

Для постійного струму ( =0): 

00GR ; 
0

0

G

R
Z в  

0

00GR
. 

Для лінійного синусоїдального струму без втрат 

(R0=G0=0) 

00CLj ; 
0

0

C

L
Z в  

00

0

CL
. 

 

8.4 Біжучі хвилі 

 

Вираз для напруги в будь-якій точці лінії (як і для струму) 

містить дві складові 

0UUU n
  або 0uuu n . 

Отже, 
xx

AAU 12
  
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xjxxjxxjjxjj
eeAeeAeeAeeA nn 00

1212
. 

Для переходу від комплексу напруги до функції часу необ-

хідно помножити праві частини формул на tje2  та від добут-

ків взяти уявну частину  

xteAxteAu x

n

x

012 sin2sin2 . 

Перша складова являє собою синусоїдальну, амплітуда 

якої у міру просування вздовж лінії від її початку (лінії) змен-

шується (загасає) за експонентним законом ( xeA2  ), а аргумент 

цієї синусоїди (фази) є функцією часу та координати: 

xteAu n

x

n sin22 . 

Інакше кажучи, з одного боку, у даній точці лінії напруга 

un  є синусоїдальною функцією часу (x=const, t=var). 

З іншого боку, у цей момент часу напруга un  буде розпо-

ділена вздовж лінії також за синусоїдальним законом. 

У цілому ж це дасть переміщення вздовж лінії незмінного 

фазового стану напруги (біжучої хвилі напруги) від її початку до 

кінця з постійною швидкістю, названою фазовою швидкістю Uф 

(рис. 8.2). 

 
Рисунок 8.8 

 

Аналогічно утвориться біжуча хвиля струму: 

X 

xeA22  
nU  

λ 

t1 

t2>t1 

U1 
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x

в

x

в

e
z

A
e

z

A
I 12


  

ввn xjx

в

xjx

в

ee
z

A
ee

z

A
012 . 

Звідки 

.sin
2

sin
2

0
1

2

в

x

в

вn

x

в

xte
z

A

xte
z

A
i

 

Електромагнітний стан у будь-якій точці лінії визначається 

сукупністю електричного (хвиля напруги) і магнітного (хвиля 

струму) полів. 

Процес переміщення електромагнітного стану (електрома-

гнітної хвилі) від джерела енергії до приймача, тобто в нашому 

випадку вбік  (напрямок) збільшення координати х, від початку 

до кінця лінії називають падаючою електромагнітною хвилею 

(пряма). 

Зменшення амплітуд падаючих хвиль напруги та струму в 

міру їх просування вздовж лінії розуміють як наявність втрат у 

лінії (х 0). 

Мінімальна відстань між двома точками лінії (що мають ту 

саму фазу), фази напруги (струму), які відрізняються на 2Т, на-

зивається довжиною хвилі λ: 

2
2  . 

Фазова швидкість визначається так:   

TT
Uф

2
, 

T
Uф . 
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З іншого боку, для лінії без втрат у вакуумі довжина хвилі 

λ дорівнює відстані, на яку поширюється біжуча хвиля за період 

UТ , де U=300000 км/с, 

кмUТ 60001020300000 3
. 

Друга складова напруги 

xteAu x

010 sin2  

являє собою синусоїду, амплітуда якої зростає за експонентним 

законом при переміщенні від її початку або, інакше кажучи, за-

гасає в міру просування від кінця до початку. 

Процес переміщення електромагнітного стану (електрома-

гнітної хвилі) від приймача до джерела енергії називається від-

битою (зворотною) електромагнітною хвилею. 

Появу відбитих хвиль можна розглядати як результат від-

биття падаючих хвиль від кінця лінії. 

Коефіцієнт відбиття за напругою qu – відношення напруги 

відбитої хвилі на кінці лінії до напруги падаючої хвилі у кінці 

лінії 

вн

вн

e

e

u
ZZ

ZZ

eA

eA
q

2

1




. 

За струмом 
нв

нв
ui

ZZ

ZZ
qq . 

Якщо лінія замкнута на кінці на опір, що дорівнює хвильо-

вому ( вн ZZ  ), то qu=qi=0, тобто в лінії будуть відсутні відби-

ті (зворотні) хвилі. Це узгоджений режим роботи лінії. 

Якщо лінія на кінці розімкнута, тобто нZ , то qu=1 та  

qi=-1. Отже, на кінці лінії падаючі та відбита хвилі напруги рів-

ні, у результаті напруга на кінці лінії у два рази більше падаючої 

хвилі. Оскільки  qi=-1, то результуючий струм дорівнює 0. 

Якщо лінія закорочена на кінці, тобто 0нZ , то qu=-1 та 

qi=1. У результаті струм у кінціі лінії дорівнює подвоєному зна-

ченню струму падаючої хвилі, а напруга дорівнює 0. 
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8.5 Однорідна лінія без спотворень 

 

Основні характеристики лінії: 

0

0

Y

Z
Z в - хвильовий опір; 

00YZ - коефіцієнт поширення. 

Коефіцієнт поширення визначається виразом 

j . 

Коефіцієнт поширення залежить від частоти, а отже, умови 

проходження хвиль струму та напруги для різних частот різні 

(несинусоїдальний сигнал на вході, наприклад, телефонної лінії, 

спотворюється на вході). 

Лінія, форми хвиль напруги та струму у якій у кінці та на  

початку лінії подібні, називається лінією без спотворень. 

Перша умова роботи лінії без спотворень 
0

0

0

0

C

G

L

R
. 

Хвильовий опір такої лінії 

0

0

0

0

0

0

00

00

C

L

j
C

G

j
L

R

CjG

LjR
ZZ cв . 

Якщо 
0

0

0

0

C

G

L

R
, то при будь-якій зміні  

0

0

C

L
ZZ cв  - 

величина дійсна, не залежить від частоти. 

Аналогічно 

j
C

G
j

L

R
CLCjGLjR

0

0

0

0
000000 . 

Якщо 
0

0

0

0

C

G

L

R
, то при зміні  буде змінюватися тільки . 
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0000

0

0
00 CLjGRj

L

R
CL , 

де 00GR , 00CL . 

У результаті 

00

00

0

0

1

CL
U

GR

C

L
Z

ф

в

. 

Хвилі всіх частот поширюються з однаковою фазовою 

швидкістю та загасають однаковою мірою: 

j
L

R
CL

0

0
00

, 00CL . 

Як правило, в лініях 
0

0

0

0

C

G

L

R
 (провідність витікання через 

ізоляцію незначна). Для досягнення 
0

0

0

0

C

G

L

R
 штучно збільшу-

ють індуктивність, включаючи на лінії через певні відстані осо-

бливі реактивні котушки або застосовуючи кабелі, жили яких 

обмотані тонкою стрічкою з феромагнітного матеріалу. 

Другою умовою передачі сигналу без спотворення є відсу-

тність відбитого сигналу від кінця лінії, тобто погоджений ре-

жим роботи лінії - вн ZZ . 

За необхідності узгодження навантаження включають її 

через трансформатор з відповідно обраним коефіцієнтом транс-

формації. 

 

8.6 Розподіл струму та напруги 
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Нехай 
1U  та 

1I  - напруга та струм на початку лінії;         

2U  і 
2I  - напруга та струм у кінці лінії. 

На початку лінії х=0: 

.

,

121

121

AAI

AAU




 

Визначимо з одержаної системи сталі інтегрування 

 

.
2

1

,
2

1

2112

1111
0

nj

в

j

в

eAZIUA

eAZIUA





 

Тоді 

 xвxв e
ZIU

e
ZIU

U
22

1111


  

xshZIxchU
ee

ZI
ee

U вв

x

1111
22

 . 

Аналогічно для струму I . 

Підставивши х=0 у рівняння, визначимо, що:  

.
2

1

,
2

1

2112

1111
0

nj

в

j

в

eAZIUA

eAZIUA





 

Підставивши отримані вирази в рівняння та скориставшись 

відомими співвідношеннями  

xsh
ee

xx

2
, xсh

ee
xx

2
. 

одержимо 

.

,

1
1

11

xsh
Z

U
xchII

xshZIxchUU

в

в





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У кінці лінії х=l: 

.

,

122

122

ll

в

ll

eAeAZI

eAeAU




 

Виразимо з одержаної системи сталі інтегрування: 

.
2

1

,
2

1

222

221

l

в

l

в

eZIUA

eZIUA





 

Підставивши х=l у рівняння, одержимо, що:  

.
2

1

,
2

1

2222

1221
0

nj

в

j

в

eAZIUA

eAZIUA





 

Підставивши 1А  та 2А  одержимо 

,

,

2
1

22

ychIysh
Z

U
I

yshZIychUU

в

в








 

де xly . 

Якщо х=0, то у=l, 1UU  , 1II  , то 

.

,

22

221

lchI
Z

lsh
UI

lshZIlchUU

в

в





 

Рівняння являють собою рівняння чотириполюсника у А-

параметрах. 

Його стал:і 

DlchA   ; lshZB в
 ; 

вZ

lsh
C . 
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При цьому 1CBDA  

Для порівняння рівняння чотириполюсника в гіперболічній 

формі 

.

,

22

221

gchI
Z

gsh
UI

gshZIgchUU

c

c





 

 

8.7 Однорідні лінії без втрат при різних режимах роботи 

 

У звичайній лінії сигнал загасає в міру просування вздовж 

лінії. 

Коли 000 GR , одержуємо лінію без втрат ( =0). На-

приклад, при високих частотах 
00

00

GC

RL
. 

Тоді 
0

0
0000 ;;;0

C

L
zZjCLjCL вв  

Рівняння лінії через напругу та струм у кінці лінії для лінії 

із втратами (рис. 8.3): 

.

,

2
1

22

ychIysh
Z

U
I

yshZIychUU

в

в







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` 

1I  нZ  

1U  2I  

I 

x y 

  

U  2U  

 
Рисунок 8.3 

 

Лінія без втрат одночасно є лінією без спотворень, її част-

ковим випадком є 0
0

0

0

0

C

G

L

R
. Тому для цих обох ліній 

00

0

0 ; CL
C

L
ZZ c ; 

00

1

CL
Uф . 

Для лінії без втрат yychjychj cos , 

yjyshjysh sin , 

де 

.sinsincossincos
2

1

2

1

,cossincossincos
2

1

2

1

xjxjxxjxeeshjx

xxjxxjxeechjx

jxjx

jxjx

 

Тоді рівняння лінії без втрат вв ZZ : 

.cossin

,sincos

2
1

22

yIy
Z

U
jI

yZIjyUU

в

в








 

Режим холостого ходу 0; 2IZ н : 
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.90sinsin
2

,sincos2

.sin

,cos

0

0

0

2

2

0

0

2

2

ty

C

L

U
i

tyUu

y

C

L

U
jI

yUU

x

x

x

x






 

Хвиля напруги (і струму) описується добутком двох періо-

дичних функцій – функції координати поточної точки на лінії 

( y) і функції часу ( t) – це стоячі хвилі. 

Стояча хвиля – процес накладення прямої і зворотної 

хвиль із однаковими амплітудами. 

Зокрема, у точках ky , де k=0,1,2,…,( 2,,0y ), 

хвиля напруги набуває максимальних значень (пучності напру-

ги), а в точках 
2

12ky , де k=1,2,3,…, ( ,...
2

3
,

2
y ,) 

хвиля напруги дорівнює нулю (вузол напруги) - утворилася сто-

яча хвиля напруги. 

Аналогічно утвориться стояча хвиля струму, зрушаться 

стосовно стоячої хвилі напруги в часі на λ/2, а в просторі – на 

чверть довжини хвилі (рис. 8.4).  

 
Рисунок 8.4 

 

 

u 

2  3  

2  
32  

u 

i 

0 
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Вхідний опір лінії без втрат у режимі холостого ходу 

.

sin

cos 0

0

0

0

2

2
. yctgjZ

ytg

C
L

j

y

C
L

U
j

yU

I

U
Z в

x

x
ххвх 






 

Зобразимо вхідний опір у режимі холостого ходу на графі-

ку (рис. 8.5). 

 

/2  
y 

2  

4  

  
 

 

 

 
 

 

 
Рисунок 8.5 
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Запишемо вираз для вхідного опору 

ytgZjZ

ytgjZZ
ZZ

нв

вн

ввх . 

При 
2

0 y  - ємнісної характер 
4

0  . 

При y
2

 - індуктивний характер 
24

 . 

При 
2

y  - вхідний опір дорівнює нулю (резонанс на-

пруг) 
4

 . 

При y  - вхідний опір дорівнює  (резонанс струмів). 

Отже, змінюючи довжину відрізка лінії без втрат, можна 

імітувати ємнісний або індуктивний опір будь-якої величини. 

 

Режим короткого замикання 0;0 2UZ н  

.cos

,sinsin

2

0022

yII

yCLjIyZIjU kвk




 

Спростимо 

.sincos2

,90sinsin2

2

0

002

tyIi

tyCLIu

k

k
 

Отже, утворяться стоячі хвилі. 

Картина аналогічна до режиму холостого ходу, але помі-

няються місцями вузли і пучності напруги та струми і характер 

вхідного опору на протилежний y ( ). 
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Відрізок лінії без втрат у режимі короткого замикання до-

вжиною у чверть хвилі 4  має вхідний опір, що дорівнює . 

Це дозволяє застосовувати його як ізолятор. 

У режимі короткого замикання 

ytgjZZIyIIyjZU ввхв ,cos,sin 22
 . 

При реактивному навантаженні на лінії також утворяться 

стоячі хвилі. 

У вузлах напруги та струму в будь-який момент часу по-

тужність дорівнює нулю. Отже, енергія через ці струми не пере-

дається. Це означає, що при виникненні стоячих хвиль електро-

магнітна енергія від початку до кінця лінії не передається. 

Проте на кожному відрізку лінії, що дорівнює чверті дов-

жини хвилі, запасена деяка електромагнітна енергія. Ця енергія 

періодично переходить із одного виду енергії (енергія електрич-

ного поля) в інший (енергія магнітного поля). 

Процес передачі енергії вздовж лінії пов'язаний з існуван-

ням біжучих хвиль напруги та струму, що виникають за наявно-

сті витрати енергії або в лінії, або в приймачі. 
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РОЗДІЛ 9 НЕЛІНІЙНІ КОЛА 

 

9.1 Основні поняття 

 

Нелінійні електричні кола – кола, що містять хоча б один 

нелінійний елемент, тобто елемент, параметри якого (R, L або C) 

залежать від значень або від напрямку струму та напруги цього 

елемента кола. 

Залежно від здатності розсіювати електричну енергію у ви-

гляді тепла (необхідно перетворювати в інші види енергії) або 

накопичувати магнітну або електричну енергію (або накопичу-

вати у вигляді енергії магнітного або електричного полів) розрі-

зняють: 

РНЕ – резистивний нелінійний елемент (рис. 9.1). 

 
Рисунок 9.1 

 

ІНЕ– індуктивний нелінійний елемент (рис. 9.2). 
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Рисунок 9.2 

 

ЕНЕ – ємнісний нелінійний елемент. 

 
Рисунок 9.3 

 

РНЕ, ІНЕ, ЕНЕ – нелінійні накопичувачі енергії. 

Характеристиками цих елементів, одержуваними експери-

ментальними й заданими графіками, таблицями або наближени-

ми аналітичними виразами, є: 
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 вольт-амперна характеристика (ВАХ) РНЕ – u (i); 

 вебер-амперна характеристика ІНЕ –  (i) – магнітна хара-

ктеристика нелінійних індуктивних елементів; 

 кулон-вольтна характеристика ЕНЕ – q (u) електрична ха-

рактеристика ємнісних нелінійних елементів. 

Причиною нелінійності характеристик елементів є нелі-

нійність параметрів цих елементів - R, L, C. 

Параметри цих нелінійних елементів (НЕ) - опір, індукти-

вність, ємність - залежать від величин і напрямків струму та на-

пруги цих елементів. Причиною цього є залежність: 

  питомої провідності питомого опору  від режиму кола 

S

l

S

l
R , 

S

l
iiR  або 

S

l
uuR ; 

  магнітної проникності середовища, у якому замикаються 

силові лінії магнітного поля від струму, що збудив це поле (від 

напруженості поля) 

l

S
L a2 ,  

l

Si
iL a2 . 

  діелектричної проникності речовини, що заповнює прос-

тір між обкладинками конденсатора, від напруги між обкладин-

ками (від напруги електричного поля): 

S
С a ,  

S
uC a . 

Для оцінки характеру зміни НЕ вводять поняття статично-

го та диференціального опорів. 

Статичний опір Rст характеризує поводження НРЕ при не-

змінному режимі. У розглянутій точці ВАХ чисельно дорівнює 

тангенсу кута нахилу між віссю ординат (віссю струмів) і пря-

мій, що з'єднує початок координат і розглянуту точку ВАХ, по-

множених на масштаб (рис. 9.4): 
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Рисунок 9.4 

 

 
Рисунок 9.5 

 

Диференціальний опір Rдиф визначає крутість ВАХ у роз-

глянутій точці та характеризує поводження НРЕ при малих від-

хиленнях від режиму в розглянутій точці ВАХ. Rдиф чисельно 

дорівнює  тангенсу кута нахилу між віссю ординат та дотичної 

до ВАХ у розглянутій точці, помноженому на масштаб: 
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Рисунок 9.6 

 

а) при послідовному сполученні декількох НРЕ Rдиф ре-

зультуюча характеристика при будь-якому струмі дорівнює сумі 

Rдиф цих НРЕ при цьому ж струмі (тому що похідна суми дорі-

внює сумі похідних, рис. 9.6) 

б) якщо ВАХ НРЕ має падаючу ділянку, то Rдиф на цій ді-

лянці негативне. 

Приклади нелінійних елементів та їх характеристик 

Некеровані 

До некерованих РНЕ  належать 

– лампа накалювання - з підвищенням температури зростає 

росте, характеристика симетрична (рис. 9.7); 

Rдиф1 Rдиф2 

 

Rдиф 

 

Rдиф= Rдиф1+ Rдиф2 
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Рисунок 9.7 

 

  тиритові опори (з керамічного матеріалу - тириту) - ти-

ритові руйнуються від високої напруги; 

 терферистори - для компенсації зміни опору приладів від 

температури (рис. 9.8); 

 
Рисунок 9.8 

 

  баретер - сталевий дріт у водні (80мм рт. ст.) - для стабі-

лізації струму (рис. 9.9); 

 
Рисунок 9.9 
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   діод (несиметрична характеристика, рис. 9.10), стабіліт-

рон. 

 
Рисунок 9.10 

 

Керовані 

 транзистор - характеризується сімейством характеристик; 

 ІНЕ - дросель - котушка індуктивності з обмоткою, намота-

ною на замкнуте осердя із феромагнітного матеріалу; 

 ЕНЕ - конденсатор, між обкладинками якого сегнетодіелек-

трик (уперше ці властивості виявлені у сегнетовій солі). 

 

Особливості аналізу кіл з НЕ 

1. Електричний стан кіл із НЕ описується системою нелі-

нійних алгебраїчних рівнянь для кіл постійного струму і нелі-

нійних диференціальних рівнянь для кіл змінного струму, і рів-

няння що не мають точного аналітичного розв’язання. 

2. До кіл з НЕ не застосуємо принцип накладення (при на-

кладенні процесів режим у колі змінюється, а отже, змінюються 

параметри кола). 

3. Для аналізу нелінійних кіл використаються власні мето-

ди розв’язання нелінійних рівнянь, які діляться на графічні та 

аналітичні. 

Графічні методи ґрунтуються на графічних побудовах із 

використанням ВАХ НЕ, поданого у вигляді графіка або табли-

ці, і найпростіших розрахунках (рис. 9.11). 

 

i 

u 
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Рисунок 9.11 

 

Аналітичні методи грунтуються: 

 на наближеній заміні (апроксимації) ВАХ НЕ в межах 

робочої ділянки аналітичним вираженням із подальшими 

аналітичним розрахунком шуканих величин; зокрема за-

міна прямою лінією - лінеаризація; 

 чисельні методи розв’язання нелінійних рівнянь (напри-

клад, ітерація); 

 кусково-лінійній апроксимації - заміні ВАХ НЕ на ряд 

прямолінійних ділянок із «дотинанням» розв’язаннь на 

межі ділянки. 

 
Рисунок 9.12 

 

Переваги графічних методів - простота, наочність, легкість 

врахування особливостей ВАХ (наприклад гістерезисних явищ). 
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Недолік - дає власне розв’язання завдання при певних па-

раметрах кола. 

Переваги аналітичних методів - можливість одержання 

розв’язання в загальному вигляді, що дозволяє досліджувати 

отримане розв’язання при зміні кожного з параметрів кола. 

Недолік - аналітична апроксимація ВАХ пов'язана з де-

якою похибкою, що виникає в результаті розв’язання з відомим 

ступенем наближення. 

Описаний підхід до аналізу нелінійних кіл однаковою мі-

рою справедливий як для кіл постійного, так і для кіл змінного 

струму. 

 

9.2 Нелінійні електричні кола постійного струму 

 

Очевидно, що в цьому випадку мова йде про кола постій-

ного струму з нелінійними резистивними елементами (НРЕ). 

При аналізі режимів нелінійних кіл із НРЕ варто врахува-

ти: 

1. Електричний стан нелінійного електричного кола пос-

тійного струму описується системою нелінійних алгебраїчних 

рівнянь, що не мають загального аналітичного розв’язання. Для 

аналізу нелінійних електричних кіл використаються власні ме-

тоди розв’язання - графічний та аналітичний з апроксимацією 

ВАХ НРЕ. 

2. До нелінійних кіл не застосуємо принцип накладення, 

тому що при накладенні процесів режим у колі змінюється, а, 

отже, змінюються параметри кола. 

У колах постійного струму ємнісний НЕ являє собою об-

рив кола, а індуктивний НЕ - коротке замикання, а тому мова 

йде тільки про резистивні нелінійні елементи. 
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Графічний метод 

Графічний метод ґрунтується на графічних побудовах із 

використанням ВАХ НЕ, поданих у вигляді графіка або таблиці, 

а також пов'язаних із цими побудовами розрахунках з викорис-

танням законів Кірхгофа. 

 
Рисунок 9.13 

 

1. ВАХ двополюсника 

Важливе місце при цьому займає побудова ВАХ пасивних 

та активних двополюсників, що містять лінійні та нелінійні еле-

менти. 

ВАХ двополюсників будують відповідно до рівнянь, скла-

дених за законами Кірхгофа, шляхом графічного додавання 

ВАХ елементів, що входять у двополюсник. Це графічний ана-

лог методу еквівалентних перетворень (рис. 9.13 та 9.14) . 
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Рисунок 9.14 

 

2. Схеми зі змішаним з’єднанням  
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Знаючи ВАХ активних і пасивних двополюсників, будь-

яке коло можна звести до одноконтурної схеми або схеми із 

двома вузлами. 

 
Рисунок 9.15 

 

Для цього, записавши рівняння на підставі I закону Кірх-

гофа для схеми із двома вузлами, та II закону Кірхгофа для од-

ноконтурного кола, розв’язавши його графічним шляхом знахо-

дження точки перетинання еквівалентних ВАХ, що відповіда-

ють лівій і правій частинам рівняння (рис. 9.15 та рис. 9.16). 

 
Рисунок 9.16 

 

3. Складнорозгалужені кола  
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Метод еквівалентного генератора ефективний при розга-

луженому колі будь-якої складності, що містить один НРЕ. У 

цьому випадку лінійну частину заміщають еквівалентним гене-

ратором, а потім визначають режим у НЕ шляхом графічного 

розв’язання рівняння, складеного за II законом Кірхгофа. 

 

Метод активного чотириполюсника 

Метод активного чотириполюсника ефективний при 2-х 

НРЕ. Тоді лінійну частину подаємо як Т-подібну еквівалентну 

схему, а на вході та виході ЕРС з нелінійними елементами. Роз-

раховуємо як коло із двома вузлами шляхом графічного 

розв’язання рівняння, складеного за I законом Кірхгофа. 

Алгоритм 

1) Розглядати схему як лінійний активний чотириполюс-

ник з підключенням до його затискачів НЕ. 

А НЕ2 НЕ
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1 

1
/ 
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2
/ 

 
Рисунок 9.17 

 

2) Відключити НЕ (рис. 9.18) та розрахувати напруги хо-

лостого ходу на затискачах чотириполюсника одним із відомих 

методів (МВН). 
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Рисунок 9.18 
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3) У теорії кіл доведене, що якщо у дві гілки одночасно 

ввести дві ЕРС, рівні і протилежно спрямовані напругам хо-

лостого ходу на цих гілках (E1 = U1x; E2 = U2x), то струми в 

цих гілках знаходяться зі схеми, тобто заданий активний чо-

тириполюсник заміняється пасивним і двома ЕРС, рівними і 

протилежно спрямованими напругами холостого ходу на за-

тискачах цього чотириполюсника (рис. 9.19). 

П НЕ2 НЕ
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1
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2
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U1x U2x 

 
Рисунок 9.19 

 

4) Замінивши пасивний чотириполюсник Т-подібною схе-

мою заміщення, одержуємо нелінійне коло із двома вузлами, 

розв’язання якої можна здійснити (рис. 9.20): 

а) графічним методом; 

б) методом аналітичної апроксимації: 

 складання рівнянь, підстановка апроксимуючої функ-

ції, розв’язання трансцендентного або алгебраїчного рівняння; 

 складання рівнянь, розв’язання числовими (ітерацій-

ним) методом. 
Z11-

Z12 

Z22-Z12 U2x U1x 
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Рисунок 9.20 
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Аналітичний метод 

1. Метод аналітичної апроксимації. 

ВАХ НРЕ заміняють аналітичною функцією, що приблиз-

но описує ВАХ (поліном, тригонометричний вираз і т.д.). Потім 

застосовують один з відомих методів розрахунку з теорії ліній-

них кіл. У результаті одержують алгебраїчні або трансцендентні 

рівняння, які розв’язують  аналітично щодо шуканої величини. 

2. Методи лінеаризації. 

При малих відхиленнях режиму від вихідного невелику ді-

лянку ВАХ приблизно можна замінити відрізком прямої, дотич-

ної до характеристики. При цьому ВАХ заміняється на ламану, 

яку можна подати як ЕРС і лінійний опір, що дорівнює дифере-

нціальному (рис. 9.21). 

 
Рисунок 9.21 

 

3. Кусково-лінійна апроксимація (рис. 9.22): 

 джерело струму, шунтоване діодом; 

 напруга на діоді Uд; 

 діод відкритий постійно. 

 

Ea Rдиф Ia 

Ua 

 

a 

U Ua 

I 

Ia 

Ea 

a

aa

I

EU
tg  

i

u

диф
m

m
tgR  



88 

 

E 

I 

U12 

1 

2 E 

I 

U1

2 
 

E1 E2 

1 

2 

3 

4 

U1

2 

U3

4 
E2 

E2 E1 

E1 

U12<E1  
 
 

E 
U34 U1

2 

1 

2 

3 

4 

U34 

U12 

E 

E 

U34=E  при  U12 E 

U34=U12  при U12<E 

 
 

E I 

U12 

Uд 

Iд 

R 

J 

1 

2 

I 

U 

ВАХ - діода 

 
Рисунок 9.22 
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4. Числові методи (ітерації). 

Розрахунок ведеться в табличній формі. 

Задаємося Uab      U1(I1)= Uab-E1, I1(за ВАХ) , 

         U2(I2)= Uab-E2, I2(за ВАХ), ΣI 

         U3(I3)= Uab-E3, I3(за ВАХ). 
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I2 
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Рисунок 9.33 

 

Задаючись іншими значеннями Uab, продовжують цю опе-

рацію доти, поки ΣI не змінить знак. Потім у великому масштабі 

будують ділянку ΣI=f(Uab) поблизу нуля. Шукане значення Uab 

відповідає ΣI=0. 

 

Звести до рівнянь із невідомими струмами через НЕ       

(рис. 9.34). Для цього: 

1) 2-ге рівняння за участю нелінійних елементів (I11, I22); 

2) 1-ше рівняння лінійне (I33); 

3) виразити за допомогою лінійного рівняння через I33     

I1= I11 та I2= I22 і підставити в рівняння. 
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Рисунок 9.34 

 

Розв’язання 

1. Метод контурних струмів. Контурні струми вибрати 

так, щоб хоча б частина з них була шуканими струмами через 

нелінійні елементи. 

2. За другим законом Кірхгофа  

3;0

2;

1;

336543254165

22334524515

11336525165

IRRRRIRRIRR

IUIRRIRRIR

IUEIRRIRIRR

 

3. Одне з рівнянь (3) лінійне, й отриманий з нього вираз 

для I33 підставляється в рівняння (1) і (2): 

2221

1121

IUDICI

IUEBIAI
 

4. Ітерація:  

 задаємося I1 і I2; 

 визначаємо U1 і U2 за ВАХ НЕ1 і НЕ2; 

 одержуємо перше наближення I1
1
 і I2

1
 з рівнянь; 

R4 R3 

R5 R6 

НЕ2 

НЕ1 I1 

I2 

E 

U1(I1) 

U2(I2) 

I33 

I22 

I11 
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 визначаємо U1
1

 і U2
1
 за ВАХ НЕ1 і НЕ2; 

 одержуємо друге наближення I1
2
 і I2

2
. 

Закінчення KK II 1

1

1
; KK II 2

1

2
. 

 

9.3 Магнітні кола при постійних магнітних потоках 
Магнітні кола – частина електротехнічного пристрою, що 

складається із джерел, які збуджують магнітне поле (постійні 

магніти, котушки), і магнітопроводів, що використовуються для 

концентрації (зосередження) магнітного поля у певній частині 

простору та надання йому бажаної конфігурації. 

Магнітопроводи виробляють з феромагнітних матеріалів із 

високою магнітною проникністю. Оскільки µ=f(H), то магнітні 

кола нелінійні.  

 

S l 

lв 
ω ω I 

Ф 

Rв 

Rм 
I 

а) б) 
 

 Рисунок 9.34 

 

На рис. 9.34 а зображене магнітне коло, а на рис. 9.34 б – 

еквівалентне коло.  

Характеристики котушки з феромагнітного матеріалу по-

дані на рис. 9.35. 
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Рисунок 9.35 
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За аналогією з електричними колами наведемо вирази для 

законів Кірхгофа та закона Ома для магнітних кіл: 

0
1

n

i

iФ  - I закон Кірхгофа для магнітних кіл; 

IUU MbМ  - II закон Кірхгофа для магнітних кіл; 

MbM RR

I
Ф  - закон Ома для магнітних кіл. 

сОмS

R
RM

1

0

. 

Отже, існує аналогія між електричними та магнітними ве-

личинами: 

I, А – Ф, Вб; Е, В – ωI, А; R, Ом – Rм 

сОм

1
; U=RI, В – 

Uм=Rм Ф, А. 

Вольт-амперними характеристикам НРЕ є аналогічні ве-

бер-амперні характеристики ділянок феромагнітних магнітопро-

водів. ВАХ будується на підставі кривої намагнічування матері-

алу магнітопровода. Якщо дано криву намагнічування матеріа-

лу, то для одержання вебер-амперної характеристики множать 

B S та H l. 

Аналогія між електричними та магнітними колами при по-

стійних струмах і потоках дозволяє поширити всі методи й тех-

ніку розрахунку нелінійних електричних кіл із НРЕ на магнітні 

кола. 

Розглянемо розгалужене магнітне коло (рис. 9.36). 
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Рисунок 9.36 

 

На рис. 9.37 наведемо еквівалентну схему магнітного кола, 

що зображене на рис. 9.37. 

 
Рисунок 9.37 

 

Запишемо для кола, що зображене на рис.  9.37, закони Кі-

рхгофа: 

321 ФФФ , 

1122211 IRRR aMМ , 

2222233 IRRR aMМ . 

Для розрахунку розгалужених магнітних кіл використову-

ють такі ж самі методи, як і для електричних кіл. 

 

 

ω1 ω2 

I1 I2 

I1ω1 I2ω2 

RM1 RM2 RM3 

Rв 

Ф1 Ф3 

Ф2 
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9.4 Нелінійні кола змінного струму 

 

9.4.1 Основні поняття 

Особливістю нелінійних кіл змінного струму є залежність 

параметрів нелінійного елемента від частоти прикладеної напру-

ги та струму, що проходить (на додаток до залежності від їх ве-

личини та напрямку). 

Приклад:   

 крива перемагнічування дроселя (рис. 9.38); 

 поверхневий ефект у резистивних колах. 

 
Рисунок 9.38 

 

Однак у колах змінного струму, на відміну від кіл постій-

ного струму, нелінійний елемент може бути описаний трьома 

видами характеристик: 

 вольт - амперні характеристики  для миттєвих значень; 

 вебер - амперні характеристики за першими гармоніка-

ми; 

 кулон - вольтні характеристики для діючих значень. 

Якщо напруга, що впливає на нелінійний елемент (струм), 

містить постійну складову, то вольт - амперні, вебер- амперні 

при підвищенні 

частоти 

втрати на ви-

хрьові струми 

втрати на перемаг-

нічування 
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або кулон - вольтні характеристики зображують сімействами 

кривих, на яких постійна складова величини, що впливає, є па-

раметром (рис. 9.39). 

 
Рисунок 9.39 

 

Характеристики для миттєвих значень зв'язують миттєві 

значення основних визначальних величин – U й i, Ψ і i, q й U. 

ВАХ за першими гармоніками - зв'язок між амплітудними 

(діючими) значеннями перших гармонік струму і напруга на не-

лінійному елементі. 

ВАХ для діючих значень - залежність між діючими зна-

ченнями струму та напруги на нелінійному елементі. 

ВАХ за першими гармоніками і діючими значеннями оде-

ржують графічним або аналітичним шляхом з характеристик для 

миттєвих значень або знімають досвідченим шляхом, експери-

ментально. 

 

IБ1 

IБ2 

IБ3 

IБ4 

IБ5 

IБ 

IК 

UК 
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9.4.2 Кола з інерційними нелінійними елементами 

 

Будемо вважати інерційними нелінійними елементи, сталі 

часу яких, що характеризує їх інерційні властивості, набагато 

більші від періоду напруги та струму джерела живлення. 

Наприклад, нелінійність характеристик деяких нелінійних 

опорів обумовлена зміною температури в результаті нагрівання 

їхнім струмом (електричні лампи накалювання, баретери, напів-

провідникові термоопори – термістори й ін.) 

Оскільки теплові процеси (нагрівання, охолодження) є іне-

рційними процесами, то навіть при порівняно низькій частоті 

(наприклад, 50 Гц.) температура таких НЕ та відповідно їх опір 

протягом періоду практично не змінюються. 

Це означає, що при сталому періодичному режимі параме-

три інерційного елемента залишаються незмінними протягом 

періоду зміни струмів і напруг, тобто інерційний нелінійний 

елемент дієя як лінійний. 

Аналіз кіл із інерційним нелінійним елементом 
Отже, при сталих періодичних режимах інерційніи нелі-

нійні елементи діють як лінійні. 

Отже, при синусоїдальній напрузі струми та напруги у всіх 

галузях також синусоїдальні та для опису сталого режиму мож-

на скористатися комплексною формою запису і векторних діаг-

рам. 

Однак при різних діючих значеннях струму (напруги) ста-

лого режиму параметри НЕ різні, тобто залежність між діючими 

значеннями струму та напруги буде лінійною. 

Таким чином, для кіл з інерційними НЕ не можна користу-

ватися методом накладення та всіма методами розрахунку кіл, 

що грунтуються на принципі накладання. 

Розрахунок однорідних нелінійних кіл з інерційними еле-

ментами одного типу (L, R, C) за діючим значенням синусоїда-

льних струмів і напруг нічим не відрізняється від розрахунку 

нелінійних кіл при постійних струмах (магнітних потоках, заря-

дах). 
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У загальному випадку неоднорідних кіл доводиться врахо-

вувати нелінійність активної та реактивної частин опору елеме-

нта, а також складати струми та напруги, що перебувають у ква-

дратурі. 

 

9.4.3 Кола з безінерційними елементами 

Елементи, у яких залежність між миттєвими значеннями 

напруги та струму (Ψ і i, q і U) нелінійна, називаються  безінер-

ційними. Практично ця переважна більшість всіх НЕ (діодів, 

тріоди, дроселі і т.д.), за винятком НЕ. Завдяки нелінійності ха-

рактеристик безінерційні нелінійні елементи здатні перетворю-

вати спектр коливань, що впливають на них. У результаті в 

струмі з'являються гармонічні складові, які в прикладеній на-

прузі відсутні. 

Наприклад, при подачі синусоїдальної напруги струм через 

НЕ буде несинусоїдальним. 

 

Аналіз кіл із безінерційними НЕ 

Для аналізу нелінійних електричних кіл змінного струму з 

безінерційними елементами застосовують: 

1. Графоаналітичний (графічний) метод. 

2. Аналітичний. 

Графічний метод 

Графоаналітичний метод грунтуєтьсяй на використанні ха-

рактеристик нелінійних елементів для миттєвих значень і рів-

нянь Кірхгофа. 

1. Записують рівняння Кірхгофа для миттєвих значень. 

2. Користуючись вольт-амперною характеристикою (ве-

бер-амперною, кулон-вольтною), НЕ будують графічні залежно-

сті u(t) і i(t),тобто графічні залежності зміни шуканих величин у 

часі. 

Розглянемо практично НЕ - дросель (котушка з феромагні-

тним осердям), що живить від мережі синусоїдальної напруги 

(рис. 9.40). 
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Рисунок 9.40 

 

Вважатимемо для полегшення аналізу, що: 

 опір обмотки дорівнює нулю; 

 потік розсіювання дорівнює нулю. 

Згідно з II законом Кірхгофа  

dt

d
tUuu mLL sin0  , 

tU
dt

dФ
W m

t sin , 

2
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2

2
cossin t

fw

U
Ct
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U
tdt

W

U
Ф mm

t , 

2
sin

44.4
t

Wf

U
Фt . 

С=0, тому що напруга синусоїдальна. 

Висновки:  

1. Магнітний потік у осерді повністю визначається напру-

гою на обвитці і не залежить від параметрів магнітного кола. 

2. При синусоїдальній напрузі живлення потік у осерді та-

кож синусоїдальний. 

3. Потік відстає від прикладеної напруги на 2 . 

4. Амплітуда потоку в осерді дроселя залежить тільки від 

величини прикладеної напруги (при мережі=const та                    

W дроселя =const). 

Фt 
i 

eL u 
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З'ясуємо тепер характер зміни струму. Скористаємося ве-

бер-амперною характеристикою. 

У результаті графічних побудов одержуємо криву струму i 

(рис. 9.41). 

1 

1 1 

2 
3 

6 
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4 
t (Фt) 

imax -

imax 

i 

i 
u1Фt1 

u Фt 

i 

t  

 
Рисунок 9.41 

 

Висновки: 

1. Струм несинусоїдальний. Причому внаслідок симетри-

чності кривої струму щодо осі абсцис при розрізненні будуть 

відсутні парні гармоніки (присутні 3-тя, 5-та, 7-ма). Крива стру-

му i має загострену форму. 

2. Струм досягає max одночасно з потоком. Причому чим 

більше насичене осердя, тим більше max струму. 

3. Струм відстає від напруги на 090 , де  - кут 

втрат магнітних, обумовлений явищем гістерезису й пропорцій-

ний втратам енергії в одиниці об'єму осердяа за 1 цикл перемаг-

нічування. 

Одним з прикладів нелінійного елемента є діод. Діод про-

пускає струм в одному з напрямків, а в іншому – не пропускає. 

Схема підключення діода до навантаження подана на рис. 9.42. 

Діоди використовуються для випрямлення, посилення, обме-

ження. 
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Uвх 

 
Рисунок 9.42 

 

На рис. 9.43 проілюстрований процес обмеження 

від’ємних напівперіодів змінної напруги. 

 
Рисунок 9.43 

 

На рис. 9.44 подана схема включення діода обмеження на-

пруги змінної (рис. 9.43). 

 
Рисунок 9.44 
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На рис. 9.45 поданий обмежувач струму. 

Uвх 

Rн 
E 

Uвх 

E 

t 

t 
i 

 
Рисунок 9.45 

 

Переваги методу: простота, наочність, легкість врахування 

особливостей ВАХ. 

Недолік методу: графічна побудова не дозволяє проводити 

аналіз у загальному вигляді, а дає розв’язання тільки для влас-

них значень параметрів. 

Якщо tIi m sin , то крива потоку відмінна від синусоїди 

та має спрощену форму. Крива ж напруги (ЕРС 
dt

d
e t ) 

dt

d
u t  при цьому має досить загострену форму. Побудова 

кривої потоку за вебер-амперною характеристикою та заданій 

кривої струму виконується графічно. Криву u(t) одержують ди-

ференціюванням кривої ψ(t).  

Отримані періодичні несинусоїдальні криві зміни шуканих 

величин можуть бути розкладені у ряд Фур'є (аналітично або 

графічно), що дозволить визначити їх діюче значення. 

Неврахування вищих гармонік та розрахунок діючого зна-

чення першої гармоніки приводить до погіршення в кілька від-

сотків. 

Приклад. Нехай у колі діє струм tItIi mm 3sinsin 31 ,  

I3m=0,4I1m. 
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Визначимо діюче значення струму 

1

2

3

2

1 075,1 IIII . 

Отже, наявність 3-і гармоніки становить 40% від 1-ї, збі-

льшує діюче значення на 7,5%. 

Аналітичний метод 

Метод апроксимації грунтується на розв’язанні рівнянь 

стану кіл при наближеній заміні (апроксимації) характеристик 

нелінійних елементів у межах робочої ділянки аналітичними ви-

разами. 

При використанні методу лінеаризації апроксимація здійс-

нюється прямою лінією. 

При використанні методу кусково-лінійної апроксимації 

апроксимація здійснюється відрізками прямої лінії. 

При використанні числових методів користується метод 

ітерації, Ньютона, а апроксимація здійснюється сплайнами. 

 
9.5 Метод еквівалентних синусоїд 

 

При багаторазовому повторенні розрахунків за характери-

стиками для миттєвих значень при різних значеннях струму (на-

пруги) на нелінійному елементі можна одержати ВАХ НЕ для 

діючих значень струмів і напруг або діючих значень їх перших 

гармонік (переважніше перше).  

У результаті для кожного конкретного режиму можна ви-

користати заміну несинусоїдальних струмів і напруг еквівалент-

ними їм у змісті діючого значення синусоїдальними величинами  

(еквівалентними синусоїдами) і подальшими застосуванням для 

розрахунку комплексних чисел, векторних діаграм і т.п. 

 

Графічний метод 

При використанні графічного методу ВАХ для діючих зна-

чень НЕ задана у вигляді графіка. 
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Розрахунок графічним методом ведеться аналогічно до 

графічного розрахунку нелінійних кіл постійного струму (роз-

рахунку нелінійних кіл з інерційними елементами). 

Якщо коло містить активні та реактивні елементи, то стру-

ми і напруги складаються у квадратурі. 

  

Аналітичний метод 

У цьому випадку ВАХ апроксимується аналітичною функ-

цією кусково-лінійною або лінійною апроксимацією, сплайнами. 

Розрахунок ведеться аналогічно до кіл постійного струму з 

урахуванням квадратури співвідношень струмів і напруг. 

У тих випадках, коли питання про форму несинусоїдаль-

них кривих струмів і напруг не становить особливого інтересу (з 

погляду експлуатації, можливості ушкодження, небезпечних пе-

ренапруг і т.д.) можна скористатися наближеним аналітичним 

методом, що грунтується на заміні дійсних несинусоїдальних 

кривих струмів та напруг еквівалентними синусоїдами. Метод 

аналізу, що грунтується на такій заміні, називається  методом 

еквівалентних синусоїд. 

Зміст цього методу полягає у можливості запису рівнянь у 

комплексній формі, а також у побудові векторних діаграм, хоча 

комплексні опори залишаються залежними від струму, а отже, 

алгебраїчні рівняння, записані в комплексній формі, залишають-

ся нелінійними. 

Вибір еквівалентних синусоїд струму і напруги, тобто їх-

ніх амплітуд і початкових фаз, може бути здійснений тим або 

іншим способом. Цікавлячись енергетичною стороною процесу, 

цей вибір доцільно здійснити так, щоб активна потужність у ко-

лі залишалася без зміни. 

У електричних провідниках 

мОммеді 1108,5 7
, мОмізоляції 110 3 , 

10108,5
ізоляція

М . 
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У магнітних колах 43

0

1010
фер

. 

Тому виникає потік розсіювання! Це лінії з розподіленими 

параметрами. 

Нехай струм у колі містить: 

,075,1

,4,04,0

,3sinsin

1

2

3

2

1

1313

31

IIII

IIII

tItIi

mm

mm

 

тобто наявність 3-ї гармоніки, що становить 40% від 1-й, збіль-

шує діюче значення несинусоїдального струму порівняно з дію-

чим значенням 1-ї гармоніки на 7,5%. 

Нехай u – синусоїдальна,  i – несинусоїдальний. 

Еквівалентною синусоїдою повинна бути перша гармоніка 

струму, тому що  

111122211 coscoscos UIIUIUIUP   

V 

W A 

* 
* 

 
Рисунок 9.46 

 

Нехай u – несинусоїдальна, i – синусоїдальний. 

Щоб активна потужність кола залишилася незмінною p=I
2
r 

необхідно, щоб діюче значення струму залишилося незмінним, 

тобто замінити несинусоїдальний струм синусоїдою, еквівален-

тноюйому за діючим значенням.  
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9.5.1 Рівняння стану котушки з феромагнітним осердям 

 

Замінюємо несинусоїдальний струм еквівалентним синусо-

їдальним, зрівнявши їх діючі значення. 

З теорії відомо, що 
T

екв dti
T

I
0

21
 або 2

5

2

3

2

1 IIIIекв . 

Виміряємо експериментально  діюче значення несинусої-

дального струму. 

Тоді еквівалентна синусоїда tIiекв sin2 . 

Виходячи з вибору умови еквівалентності за активною по-

тужністю, маємо, Pw=P=UvIcos . 

Звідки 
IU

P

v

warccos . Втрати визначаємо або теоретично, 

або шляхом вимірів. 

Можна також подати, що 

sin

cos

II

II

a

 

,cos

,sin

0

0

U

I
в

U

I
g

 де 
UI

P
arcsin . 

Це все для ідеальної котушки. 

Для реального дроселя необхідно врахувати опір міді об-

витки та потік розсіювання. 

Рівняння стану EIjxRIU L
  0UE  . 

Векторні діаграми подані нижче (рис. 9.47 та рис. 9.48). 
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U  

I  

aI  I  
g0 

в0 U  

aI  

I  

еквI  

екв 

 
Ф   

 Рисунок 9.47 

U  

I  

aI  I  
g0 

в0 

R 

0Е  

xL  U  

aI  

I  

 

Ф  

I  

LjxI  

RI  
E  

E  

 Рисунок 9.48 

 

9.6 Ферорезонанс у нелінійних колах 

У нелінійних колах явище резонансу може спостерігатися 

при послідовному та паралельному з’єднанні індуктивного і єм-

нісного елементів. 

При цьому нелінійним може бути індуктивний або ємніс-

ний елемент. Частіше на практиці спостерігається нелінійний 

індуктивний елемент, і резонанс називається ферорезонансом. 

При послідовному з’єднанні  L і С – ферорезонанс напруг 

(рис. 9.49). 

U  

R C 

L 

U UC(I

) UL(I

) 

U(I) 

I 

 
Рисунок 9.49 
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Вхідна ВАХ кола виходить шляхом послідовного додаван-

ня ВАХ елементів, якщо R=0 (рис. 9.50). 

U  

R C 

L 

U UC(I) 
UL(I) 

U(I) 

I  
Рисунок 9.50 

 

З ВАХ видно, що явище послідовного ферорезонансу ха-

рактеризується стрибкоподібною зміною вхідного струму при 

зміні Uвх і зміні фази струму.  

У колах, що містять лінійний елемент С та нелінійний еле-

мент L, має місце ферорезонанс напруги. 

У випадку, коли R набуває ненульових значень одержуємо 

N – подібну характеристику (рис. 9.51). 

U 

UC(I) 

UL(I) 

U(I) 

I  
Рисунок 9.51 

 

Тригерний ефект - явище різкої зміни струму при незнач-

ній зміні U. N – подібна характеристика зображена на рис. 9.52. 

Зв'язок між U та I визначається ВАХ, що подібна до кривої 

намагнічування. Це означає, що зі збільшенням струму в обвитці 

повний опір котушки Z зменшується. Активний опір R стано-
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вить значну частку повного опру Z, тому наближено можна вва-

жати, що повний опір має тільки індуктивний характер. 

U 

I 

a' 

d' 

f' 

a d f l 

l' 

0 
 

Рисунок 9.52 

 

З рис. 9.52 видно, що при постійному збільшенні прикла-

деної до кола напруги (починаючи з нуля) струм спочатку пос-

тупово збільшується до деякого значення 0а, а потім відбуваєть-

ся стрибок до нового значення 0f, після чого знову планово збі-

льшується. Якщо зменшити напругу на затискачах кола, почи-

наючи зі значення, що більше ff', то зміна вирівнюючого падіння 

напруги відбувається спочатку поступово на ділянці f'd', а потім 

відбувається стрибок до нового значення 0l, після чого напруга 

на ділянці l'0 зменшується. 

Точка d' відповідає режиму ферорезонансу, який досяга-

ється зміною напруги живлення. При цьому змінюється еквіва-

лентна індуктивність котушки 

L=U/ωI, 

за рахунок чого досягається настроювання кола у резонанс. 

Ділянка характеристики a'd' є неробочою. Спадаюча ділян-

ка a'd'  відповідає нестійкому режиму роботи кола. Цю ділянку 

не вдається експериментально зняти при живленні кола від дже-

рела напруги. Якщо ж живити коло від джерела струму, то мо-

жуть бути експериментально зняті всі точки характеристики, 

оскільки кожному заданому значенню струму буде відповідати 

тільки одне значення напруги. 

Ферорезонанс струмів виникає при паралельному 

з’єднанні нелінійної котушки та ємності (рис. 9.53). 
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C L 

U UC(I

) UL(I

) 

U(I) 

I 

 
Рисунок 9.53 

 

Вхідна ВАХ кола виходить шляхом послідовного додаван-

ня ВАХ елементів (рис. 9.54). 

C L 

U UC(I) 
UL(I) 

U(I) 

I  
Рисунок 9.54 

 

З урахуванням втрат та несинусоїдальності кривих U(I) 

графік зображений на рис. 9.55. 

 
Рисунок 9.55 
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Стрибки напруги виникають при живленні кола від джере-

ла регульованого струму. Зона 1-4 є нестійкою. 

При резонансі реактивна складова першої гармоніки стру-

му в індуктивності дорівнює струму у ємності. Загальний струм 

містить тільки активну складову першої гармоніки  струму в ін-

дуктивності та вищі гармоніки. Як правило, амплітуда активної 

складової значно менша від амплітуди третьої гармоніки. Тому 

при ферорезонансі струмів загальний струм змінюється з пот-

рійною частотою. 

Усю характеристику експериментально знімають, коли ко-

ло живиться від джерела регульованої напруги. 

 
9.7 Трансформатор з феромагнітним осердям 

 

Наявність феромагнітного осердя дає можливість значно 

збільшити магнітний потік і завдяки цьому збільшити потуж-

ність, передану з одного кола в інше. Однак при цьому трансфо-

рматор стає нелінійним елементом кола і у осерді виникають 

втрати. 

У більшості випадків прагнуть сконструювати трансфор-

матор таким чином, щоб нелінійність по можливості мало впли-

вала на його роботу. При аналізі роботи трансформатора часто 

нехтують його нелінійністю та подають напруги, струми і магні-

тний потік у вигляді еквівалентних синусоїд. 

Залежно від призначення трансформатори діляться на: а) 

силові; б) вимірювальні; в) спеціального призначення (розділові, 

пік-трансформатори тощо). Процеси, що визначають роботу 

трансформаторів різних типів, по суті, ті самі та можуть бути 

вивчені на прикладі роботи двохобвиткового силового трансфо-

рматора, схема включення якого показана на рис. 9.56. На схемі 

вибраний зустрічний напрямок струмів (точками позначені од-

нойменні затискачі обвитки). 
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A1 

V1 

W1 

1U  

1I
  

Ф 

ФS1 

Рисунок 2.22 -  Двохобвитковий трансформатор 

A2 

V2 

W2 

ФS2 

2I  

w1 w2 

2U  ZH 

  
Рисунок 9.56 

 

 Для вивчення роботи такого трансформатора користують-

ся схемою заміщення, що зображена на рис. 9.57. Основна від-

мінність цієї схеми від аналогічної схеми, розглянутої в першій 

частині курсу, полягає в наявності галузей втрат у сталі g0, 

включеної паралельно галузі намагнічування b0, як це було по-

казано для котушки зі сталевим осердям.  

 

 

Рисунок 2.23 -  Схема заміщення трансформатора 

ZH'=n
2
ZH 

R2'=n
2
R2 XS1 

g0 
b0 

XS2'=n
2
XS2 R1 

U  
1U  nI  

1I
  

I  

0I  

n
II

1
22
  

22 UnU   

  
Рисунок 9.56 

 

Цій схемі заміщення відповідає векторна діаграма, що зо-

бражена на рис. 2.24, а при опорі навантаження ZH=zh H, де 

Н>0. 

 Струм, що намагнічує IФ, створює магнітний потік Ф, що 

замикається за осердям. Цей потік наводить ЕРС 21 EE  , яка ві-

дстає на 90  від вектора m
 . 
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Напруга у гілці намагнічування, додатний напрямок якої 

збігається з дотаними напрямками струму I  та  ЕРС 
1E ,  дорі-

внює 
1EU  . Напруга 

1U  дорівнює геометричній сумі спа-

дання напруг у активних і індуктивних опорах обмоток і напру-

ги 2U  на навантаженні. У свою чергу, первинний струм дорів-

нює 021 III  , звідки МРС 221110 wIwIwI   (складову I2w2 

іноді називають розмагнічувальною). Тут штрихами позначені 

величини, наведені до первинної обвитки. 

Векторна діаграма, що зображена на рис. 2.24 а  відповідає 

зустрічному напрямку струмів 
1I  та 

2I . Якщо струми спрямо-

вані узгоджено, то векторна діаграма трансформатора може бути 

отримана поворотом на 180  векторів, у які входить струм 2I , у 

тому числі й вектора 2U , що дорівнює спаду напруги від струму 

2I  у опорі ZH' . Векторна діаграма, показана на рис. 9.57, б для 

узгодженого напрямку струмів, наведена не для зазначених ве-

личин. При цьому МРС 221110 wIwIwI  . 

Режим при ZH=0 називають режимом короткого замикан-

ня. Для силових трансформаторів цей режим при нормальній 

напрузі може існувати лише короткочасно, як аварійний: виді-

лення великої кількості тепла в опорах обмоток R1 і R2 може ви-

кликати руйнування трансформатора. 

На практиці здійснюють так званий режим короткого за-

микання трансформатора. При цьому режимі напругу U1=U1k 

підбирають таким чином, щоб струм I2=I2k дорівнював номіна-

льному (нормальному) вторинному струму. Як правило, при 

цьому U1k у кілька разів менша від номінальної напруги U1. Від-

повідно зменшуються Е1, Е2 та Фт. Струм I0 при цьому зменшу-

ється у значно більше разів внаслідок роботи осердя у ненасиче-

ному режимі. 
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Рисунок 2.24 - Векторні діаграми трансформатора для зустрічного (а) та  

незустрічного  (б) напрямку струмів 
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Рисунок 9.57 

 

За результатами режиму короткого замикання визначають 

опори R1, XS, R2', XS2', для чого вважають, що g0 0, b0 0, R1 R2' і 

XS1 XS2'. Одержувана при цьому точність цілком прийнятна для 

більшості практичних випадків. 

Режим при ZH=  називають режимом неробочого ходу, 

або просто неробочим ходом трансформатора. При цьому 02I  

та 01 II  . Тому струм I0 називають струмом неробочого ходу. 

У дійсності струм I0 при неробочому ході ненабагато більше від 

струму I0 при нормальному значенні ZH, тому що внаслідок зме-

ншення спадання напруги в первинній обмотці збільшується Е1, 

що, у свою чергу, викликає збільшення Фт, а отже, і I0. Виміри 

U1, I1 і Р1, зроблені при неробочому ході, який у цьому випадку 

називають режимом неробочого ходу, дозволяють легко визна-

чити g0 і b0, якщо відомі (з режиму короткого замикання) R1 і 

XS1. 
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9.8 Магнітний підсилювач 

 

 Найпростіший магнітний підсилювач (МП) називається 

також  дроселем  насичення, що показаний на рис. 9.58. Керую-

ча обвитка із числом витків wу підключена через регульований 

опір R до джерела постійної напруги; робоча котушка із числом 

витків wр і послідовно з'єднана з нею навантаження Zн підклю-

чені до допоміжного джерела живлення із синусоїдальною на-

пругою u.  

 Коло обмотки wу для стислості будемо називати вхідним 

колом, а коло обвитки wр та навантаження Zн – вихідним. 
 

Ф 

Рисунок 2.25  – Схема найпростішого магнітного підсилювача 

wу wр Up 

U 

ZH 

Uу 

Iу 

+ 

- 

Uн 

  
Рисунок 9.58 

 

 Магнітний потік, створюваний струмом Iу у обвитці wу, 

називають  потоком   підмагнічування. Параметри вихідного ко-

ла підібрані таким чином, що за відсутності струму у вхідному 

колі, тобто за відсутності підмагнічування, осердя не насичене; 

вихідне коло є, по суті, послідовною сполукою навантаження та 

котушки зі сталевим осердям. Індуктивність цієї котушки (тобто 

обвитки wр), пропорційна магнітній проникності, велика. За ная-

вності струму у вхідному колі, тобто при підмагнічуванні осер-

дя, магнітна проникність зменшується та індуктивність обвитки 

wр знижується, у результаті цього зменшується напруга UК, збі-

льшуються струм у вихідному колі IВ та напруга у навантаженні 

UН. 
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Спрощена схема, що зображена на рис 9.58, наведена тут 

тільки для з'ясування принципу роботи підсилювача. Практич-

ному її застосуванню перешкоджають такі недоліки: 

 змінний магнітний потік, створений струмом у обвитці wр, 

наводить змінну ЕРС у обвитці wу, внаслідок чого у колі ке-

рування виникає змінний струм, що викликає додаткові 

втрати потужності та погіршення роботи підсилювача;  

 через те що змінна складова магнітного потоку у осерді не-

синусоїдальна, причому друга гармоніка, що міститься у 

ній, відносно великі (рис. 9.58), у кривих напруги uн та 

струму iн з'являються небажані другі гармоніки. 

Зазначені недоліки усуваються в підсилювачах із двома 

однаковими осердями (рис. 9.59), робочі обвитки яких із числа-

ми витків wр/2 намотані в протилежних напрямках при однако-

вому напрямку намотування керуючих обвиток із числами вит-

ків wу/2. При такій схемі з’єднання перші гармоніки ЕРС, інду-

ковані у керуючих обвитках, взаємно компенсуються, другі ж 

гармоніки – додаються. Поява парних гармонік у струмі керую-

чої обвитки не викликає істотної втрати потужності (через знач-

ну індуктивність вхідного кола). Створювана струмом парних 

гармонік у обвитці wу, внаслідок закону Ленца зменшує амплі-

туди парних гармонік  змінної складової  магнітного потоку.  

Що стосується парних гармонік ЕРС, що наводяться у ро-

бочих обвитках, то вони взаємно компенсуються. 

Важливими характеристиками магнітного підсилювача є 

коефіцієнти підсилення за напругою, струмом та потужністю. 

 Коефіцієнт підсилення за напругою КU – відношення збі-

льшення вихідної напруги до збільшення напруги на вході: 

.
у

н
U

U

U
K  

 Коефіцієнт підсилення за струмом KI – відношення збі-

льшення вихідного струму до збільшення вхідного струму: 

.
у

н
I

I

I
K  
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 Коефіцієнт підсилення за потужністю KP – відношення 

збільшення вихідної потужності до відповідного до збільшення 

потужності на вході, відповідно: 

.
у

н
р

P

P
K  

 
 

UР 

UН 

ZН 

UУ 

wр/2 

wр/2 

wУ/2 

wУ/2 

U 

Рисунок 2.26  – Схема магнітного підсилювача 

+ 

- 

 
Рисунок 9.59 

 

9.9 Феромагнітні стабілізатори напруги 

 

Феромагнітні стабілізатори напруги використовуються для 

живлення багатьох пристроїв автоматики та вимірювальних 

приладів та характеризуються коефіцієнтом стабілізації 

2

2

1

1

U
U

U
U

kC , 

де 1U   – напруга на вході стабілізатора;  2U   – напруга на виході 

стабілізатора;  1U  та 2U   – зміна напруги на вході та виході. 

Чим більший коефіцієнт стабілізації Ck
, тим вищі стабілі-

зуючі властивості кола. Стабілізація можлива тільки у неліній-

них колах, оскільки у лінійних колах між напругами на вході та 

виході завжди існує пряма пропорційність ( 1Ck ). 
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Фізичний зміст явища стабілізації полягає у такій зміні па-

раметрів послідовно ввімкнених елементів нелінійного кола зі 

зміною напруги живлення, за якої відносна зміна напруги на од-

ній із ділянок кола виявляється значно нижчою, ніж на вихідних 

клемах. 

Стабілізатори, основною частиною яких є нелінійні коту-

шки зі сталлю та конденсатор, називаються ферорезонансними. 

Найпростіший стабілізатор може бути побудований всього з 

двох елементів (рис. 9.60). 

 

С 

1 

1′ 

2 

2′ 

U1 

U2 LЕК 

 
Рисунок 9.60 

 

Побудуємо характеристики кола у координатах  )( 12 UU  на 

основі графіків ферорезонансу напруг (рис. 9.61). 

 
Рисунок 9.61 

 

Котушка у схемі працює при досить глибокому насиченні. 

При збільшенні напруги 1U  струм зростає, що приводить до 
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зменшення еквівалентної індуктивності. Тому напруга на коту-

шці змінюється меншою мірою. Ввімкнення навантаження погі-

ршує стабілізацію, оскільки робить ділянку 2 – 2′ меншою смі-

рою нелінійною. 

Замість конденсатора С у коло можна ввімкнути лінійний 

резистор чи котушку з лінійною характеристикою, але ефект 

стабілізації буде меншим, оскільки зміна струму у котушці зі 

стальним магнітопроводом, а відповідно і в її еквівалентній ін-

дуктивності при зміні напруги живлення у цих випадках, менше. 

Існують і складніші схеми, що забезпечують більш високі 

стабілізуючі властивості та меншу залежність від навантаження 

(рис. 9.62).   

 

С 

1 

1′ 

2 

2′ 

U1 
U2 L2ЕК 

L1 

 
Рисунок 9.62 

 

На рис. 9.62 1L  - лінійна індуктивність з ненасиченим ста-

льним осердям, "2L  - нелінійна індуктивність. 

На характеристиках схеми (рис. 9.62) до ферорезонансної 

характеристики )( 12 IU  додано 1LU , що дає )( 11 IU . При зміні 1U  

на 1U  напруга змінюється значно менше  2U  (рис. 9.63). 
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Рисунок 9.63 

 

Якість стабілізації може бути більш покращена, якщо на 

виході ввімкнути 1L , що індуктивно пов’язана з 1L  (рис. 9.64). 

При цьому з напруги на контурі 2.2 CL  віднімається напруга 

1LU , що є частиною напруги 1LU  на 1L . 

Необхідно зазначити, що за рахунок нелінійності кола 

криві струму та напруги виявляються несинусоїдальними та міс-

тять вищі гармоніки. 

 

С 

1 

1′ 

2 

2′ 

U1 
U2 L2ЕК 

L1 
L′1 М 

 
Рисунок 9.64 
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РОЗДІЛ 10 СТІЙКІСТЬ ТА СИНТЕЗ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 

 

10.1 Частотні характеристики схемних функцій 

 

10.1.1 Поняття про схемні функції 

 

Схемна функція – відношення зображення реакції кола до 

зображення дії, що викликала цю реакцію (дія тільки одна – 

струм або напруга). Схемні функції застосовуються для лінійних 

кіл. 

 Оскільки схема може містити реактивні елементи, опори 

яких залежать від частоти, значення струмів та напруг у гілках 

теж у загальному випадку будуть залежати від частоти. Якщо 

дія є гармонічною функцією,  зручно користуватися поданням 

дії та реакції у комплексному вигляді. При цьому залежність 

амплітуди реакції від частоти називається амплітудно-

частотною характеристикою (АЧХ), а залежність аргумента – 

фазо-частотною характеристикою (ФЧХ). Наприклад: АЧХ 

(ФЧХ) вхідного опору, коефіцієнта передачі (рис. 10.1) та інше. 

Схемні функції використовуються, щоб не прив’язуватися  до 

вхідного рівня сигналу. Якщо відоме значення схемної функції 

на будь-якій частоті: jFF , то реакція знаходиться так: 

FQX  )( , де Q – зображення дії. Наведемо приклад. 

Нехай вхідний сигнал  визначається виразом 
oo

BXBXBXBX ttuuuu 30cos4260cos510 21 . 

 

2 

ω1 ω2 ω 

|K(jω)| 

3 

1.5 

60 

-180 

ω ω2 ω1 

φK(ω) 

 
Рисунок 10.1 – АЧХ та ФЧХ коефіцієнта передачі 
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У загальному випадку для кожної комплексної амплітуди 

BXBИ UKU  . На основі принципу суперпозиції можна знайти 

реакцію на кожний доданок Uвх та одержати Uвих, що дорівнює 

сумі цих реакцій. 

Запишемо реакцію для кожної складової окремо: 

ВХ

ВИХj

BXBИ
U

U
KдеeKuu

o




 ,15105.10 180 , 

ooo jjj

ВИХ eeKeu 060

1

60 355  

oj te
o

60cos1515 1

60 , 

.90cos8484

24242

2

90

6030

2

30

oj

jjj

ВИХ

te

eeKeu
o

ooo


. 

Запишемо загальний вираз вихідного сигналу 
oo

BИ tttu 90cos8460cos1515 21 . 

 У загальному випадку, якщо вхідна напруга – періодична 

(але не гармонічна) функція,  її можна подати рядом Фур’є 

1

0 cos)(
n

nnBX tnUUtu , где 
T

f
2

2 . 

Якщо дано K , то 

1

0 cos0
n

knnBИ ntnUnKKUtu  . 

Зазначимо, що при ω=0 маємо справу з постійним струмом 

та ФЧХ 0 чи 180 градусів просто визначить знак доданка. Якщо 

вхідний сигнал – неперіодична функція (рис. 10.2), то для неї 

використовують поняття спектральної густини, і тоді спектраль-

на густина на виході буде дорівнювати спектральній густині на 

вході, помноженій на коефіцієнт передачі. На основі частотної 

характеристики можна оцінити, які зміни відбудуться у спектра-

льних складових вхідного сигналу.  Наприклад, якщо АЧХ на 

верхніх частотах має завал, то амплітуди з верхніми частотами 

на виході будуть зменшуватися. Якщо подати на вхід імпульс із 
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крутим фронтом, то на виході такого різкого фронту не буде 

(очевидно, що різкій зміні функції відповідають високі частоти). 

 

t 

Uвих(t) 

 

t 

Uвх(t) 

 

ω 

|K| 

 
Рисунок 10.2 

 

На основі спектрального підходу можна визначитись, яким 

повинен бути коефіцієнт передачі, щоб схема не спотворювала 

вхідний сигнал. З точки зору ряду Фур’є необхідно, щоб амплі-

туди всіх спектральних складових змінилися в одній пропорції. 

При цьому АЧХ буде мати вигляд прямої, але одного тільки 

цього мало. Кожна спектральна складова повинна одержати од-

наковий зсув у часі (затримка). 33 tntnttn . У 

цьому виразі другий доданок (зі знаком «мінус») – доданок до 

початковій фазі. При цьому ФЧХ має вигляд прямої з від’ємним 

нахилом. Причому чим більший цей нахил, тим більше час за-

тримки.  

 

10.1.2 Частотні характеристики 

1 Чисельний підхід 

Вмикаємо джерело дії конкретної частоти. На цій частоті 

знаходимо всі опори (провідності) реактивних елементів. Потім 

будь-яким відомим способом знаходимо потрібну реакцію. Піс-

ля цього ділимо комплексну амплітуду реакції на комплексну 

амплітуду дії та одержуємо одну точку. Аналогічно здійснюємо 

розрахунки на конкретних частотах та будуємо за точками криву 

АЧХ чи ФЧХ. 
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2 Аналітичний підхід  

Частоту ω задаємо символом (літерою) та одержуємо ана-

літичний вираз для схемної функції у вигляді відношення полі-

номів  (зручніше користуватися цим способом для простих 

схем). Тут слід зазначити, що оскільки мова йде у загальному 

випадку про схемну функцію jpдеpF , , то можемо 

прийняти 0  та перейти до jF . У свою чергу, схемна 

функція подається у вигляді відношення поліномів, тому її мож-

на обчислити за допомогою визначників матриці еквівалентних 

параметрів 
j

ipF , а оскільки елементами матриці є доданки 

вигляду 
p

d
pba , то визначники у наведеному вище дробі 

будуть поліномами змінної р: 

0

1

1

0

1

1

...

...

bpbpb

apapa
pF

m

m

m

m

n

n

n

n .  
 

(2.1) 

Якщо jp , то 

.

......

......

Im2Re2

Im1Re1

2

1

3

31

4

4

2

20

3

31

4

4

2

20

FjF

FjF

jF

jF

bbjbbb

aajaaa
jFpF

 

 Якщо необхідно обчислити це за допомогою комп’ютера, 

то рекомендується для конкретної частоти i  зробити таке: 

2

1

2

1

Im2Re2

Im1Re1

j

j

ii

ii
i

eF

eF

DjC

BjA

FjF

FjF
jF , 

21

2

1
;

F

F
F , 

де A,B,C,D – числа.  
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Отже,  

1

2

1

1
21j

e
F

F
jF . 

Зазвичай при формуванні схемної функції застосовується 

нормування елементів (наприклад, усі ємності – в нФ, індуктив-

ності – в мГн, опір – в кОм, а час – в мкс), що дозволяє значно 

зменшити розкид значень коефіцієнтів поліномів та підвищити 

точність обчислень. При розрахунках на ПК поліноми зручно 

подати у вигляді масиву: адрес комірки масиву відповідає зазна-

ченій степені змінної р, а її вміст – коефіцієнту при цій степені. 

Обчислення значення полінома для кожної частоти, як правило, 

здійснюються за схемою Горнера. Наприклад, для полінома 

п’ятого порядку: 

a0+a1p+a2p
2
+a3p

3
+a4p

4
+a5p

5
=a0+p(a1+p(a2+p(a3+p(a4+a5p)))). 

Обчислювальний процес за схемою Горнера починають з 

останнього доданка останнього виразу та розкривають від кінця 

до початку. 

Побудова частотних характеристик за аналітичними вира-

зами зручна в тих випадках, коли необхідно одержувати велику 

кількість точок ЧХ чи будувати графіки с «плаваючим» кроком 

(за частотою). Якщо  є аналітичний запис, то за похідною можна 

визначити швидкість зміни функції та на основі цього змінюва-

ти крок за частотою. 

 

10.2 Карта  нулів  та  полюсів схемних  функцій 

 

Відомо, що будь-яка схемна функція є дробово-

раціональною функцією комплексної змінної  p:           

0

1

1

0

1

1

.........

.........
)(

bpbpb

apapa
pF

m

m

m

m

n

n

n

n . 

Нулями  називаються   корені  полінома  чисельника, а по-

люсами називаються  корені  полінома  знаменника. 

На основі теореми Вієта схемну  функцію  можна подати у 

такому вигляді: 
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(10.2) 

Якщо корені полінома чисельника та знаменника зобрази-

ти на комплексній площині,  то одержимо так звану, карту нулів 

та полюсів.  На  карті нулі  зображуються  колами,  а  полюси  

хрестиками. Коефіцієнт  K0=an / bn  зазначається з краю площи-

ни. 

Наприклад, нулі та полюси (рис. 10.3)  можуть  бути  ком-

плексні  jpk . На рис. 10.3 колом позначені нулі, а хре-

стиком – полюси.  

Re 

Im

e 

0 

K0 

 
Рисунок 10.3 

 

При побудові  частотної  характеристики вважають, що  

jp . 

Одержимо, що 

)).....((

))......((
)(

1

001

0

nmn

n

pjpj

pjpj
KjF  

=К0 nj

n

j

nj

n

j

eBeB

eAeA

.......

......

1

1

1

1

. 

У  кожному  доданку  необхідно  поставити значення ,  

для  якого потрібно знайти функцію F. У останньому виразі 

множники подані в алгебраїчній та показниковій формі. 

Останнє співвідношення можна подати в іншому вигляді: 
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(10.3) 

Дамо  геометричну  інтерпретацію виразу 10.3 (рис. 10.4). 

Спочатку покажемо, що  являє  собою кожний доданок на  конк-

ретній  частоті.  Значення кожного  кореня чисельника чи зна-

менника на комплексній площині  можуть бути зображені век-

торами (показникова форма запису комплексних чисел). Для  

конкретної  i-ї точки частотної характеристики змінна ω -  конк-

ретне  число ωi . Величина jωi – чисто уявне число і на комплек-

сній площині зображується вектором, що йде з початку коорди-

нат перпендикулярно до дійсної осі. Тоді різниця кореня p0i (чи 

pпk) та конкретної  jωi  теж може бути зображена вектором, що 

виходить з координати кореня p0i (чи pпk) та спрямований в точ-

ку jωi   

 

Re 

Im 

jωi 

φi 

φk 

Ai 

Bk 

 
Рисунок 10.4 

 

Якщо змінювати частоту від нуля  до нескінченості, то  кі-

нці  векторів, які відповідають кожному доданку чисельника та 

знаменника,  будуть  ”рухатися” за  уявною віссю. І від того, як 

швидко будуть змінюватися довжини векторів та їх кути,  можна 

буде судити про хід АЧХ та ФЧХ. Відповідно до останнього ви-

разу АЧХ знаходится як добуток довжин векторів чисельника, 

що поділені на добуток довжин векторів знаменника. ФЧХ дорі-
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внює сумі кутів векторів чисельника мінус суму кутів векторів 

знаменника. 

Приклад 10.1 Побудувати карту нулів та полюсів для кола 

(рис. 10.5). 

 

R1 

C 

R2 

2 1 

 
Рисунок 10.5 

 

Скористаємося методом вузлових напруг, щоб записати 

матрицю провідностей: 

211

11

gpCgpCg-

pCg-pCg
Y .  

Використовуючи матрицю провідностей, запишемо коефі-

цієнт передачі за напругою: 

p

p

C
gg

p

C
g

p

pCgg

gpC
KU )( 21

1

21

1

11

12 , 

, 
01P , 2nP . 

 Побудуємо карту нулів та полюсів (рис. 10.6). 

 
Рисунок 10.6 
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При постійному струмі ω=0. При цьому вектори чисельни-

ка та знаменника я (А1 і В1 відповідно) спрямовані до початку 

координат (рис.1). Тому  

0

1

1
)( je

B

A
oK ,  1)(

21

1

gg

g
oK . 

При невеликих частотах зі збільшенням частоти ω швид-

кість збільшення довжини та величини кута вектора А1 більше, 

ніж  В1. Тому АЧХ та ФЧХ спочатку збільшуються (рис. 10.7 а). 

Потім ці швидкості вирівнюються (рис. 10.7 б): відношення до-

вжини А1 до В1 прямує до константи, різниця їх кутів прямує до 

нуля.  

 
Рисунок 10.7 

 

У результаті для АЧХ та ФЧХ можна одержати графіки, 

що зображені на рис. 10.8. Наведений спосіб побудови зручний 

для якісної побудови ЧХ (для оцінки).  

 

ω 

K

 

ω 

K  

ω  
Рисунок 10.8  

а б 
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10.3 Критерії стійкості схемних функцій 

 

10.3.1 Загальні положення 

Під стійкістю системи будемо розуміти її здатність пряму-

вати від яких-небудь початкових умов до стану рівноваги або 

стаціонарного стану. Про стійкість кола можна говорити у ши-

рокому та вузькому розумінні. Можна говорити про стійкість 

кожної схемної функції або про стійкість системи в цілому. Різні 

схемні функції одного й того ж кола можуть бути стійкими чи 

нестійкими. Стійкість кола визначається коренями характерис-

тичного полінома диференціального рівняння або коренями по-

лінома знаменника схемної функції. Для стійких систем дійсні 

частини коренів повинні бути від’ємними, щоб доданки виразів 

вигляду  були загасаючими 
tp

i
ieAtf . (10.4) 

Якщо корені дійсні та від’ємні, то система швидше за все 

стійка. Надалі будемо розглядати питання щодо стійкості конк-

ретної схемної функції. Але якщо будемо говорити про стійкість 

кола щодо якого-небудь із входів, то необхідно мати на увазі  

стійкість вхідної провідності та опору одночасно. 

Таким чином, питання про стійкість схемної функції  мож-

на звести до питання  про визначення  місця розміщення коренів 

її знаменника - полюсів. Через те, що у більшості випадків зна-

ходження коренів полінома більше 2-го степеня складне, то для 

дослідження стійкості використовують так звані критерії стійко-

сті. 

Критерій стійкості - це метод, що дозволяє сказати, чи має 

поліном корінь  у правій напівплощині чи ні, без безпосередньо-

го  обчислення цих коренів. 

 Поліном, у  якого всі корені знаходяться у лівій напівпло-

щині,  називається поліномом Гурвіца.  

Поліном Гурвіца має такі ознаки : 

 усі коефіцієнти дійсні та одного знака; 
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 присутні всі степені (хоча можуть бути або тільки парні 

або тільки непарні степені). 

До критеріїв стійкості схемних функцій відносять 

 частотний критерій Михайлова; 

 критерій Рауса-Гурвіца; 

 критерій Гурвіца; 

 критерій Рауса. 

Далі розглянемо ці критерії детальніше. 

 
10.3.2 Частотний критерій Михайлова 

 

Схемна функція  
n

n papaapF 10  (10.5) 

є стійкою (тобто не має коренів у правій напівплощині), якщо 

годограф jF  послідовно пройде n квадрантів проти годинни-

кової стрілки, починаючи з позитивної дійсної осі при зміні час-

тоти від нуля до нескінченності. Цей прохід повинен бути моно-

тонним, без  перетворення F(jω) у нуль. 

 3
31

4
4

2
2 aajaaajF o . (10.6) 

Цей метод можна довести, якщо знати, як будується АЧХ і 

ФЧХ за картою нулів і полюсів.   

Розглянемо, що таке годограф. Припустимо, що при часто-

ті 1  схемна функція дорівнює  

1

11
j

eAF , 

а при частоті 2   

2

22
j

eAF . 

 Крива, що описує рух кінця вектора F при зміні ω,  нази-

вається годографом (рис. 10.9).  
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Рисунок 10.9 – Зображення годографа 

 

Припустимо, що всі корені полінома знаходяться у лівій 

напівплощині, і розташовані, як вказано на рис. 10.10. 

 
Рисунок 10.10 – Зображення векторів на комплексній площині 

 

Нехай вектори описуються виразом 

nn ppppppapF 21 , (10.7) 

де jp . 

Кожен доданок можна подати у вигляді вектора 
ij

eFjF , (10.8) 

де ii . 

Якщо всі корені знаходяться у лівій напівплощині, то, як 

видно з рис. 2.10, зі збільшенням частоти сума кутів 

А1 

А2 

А3 

Re 

Im 

0 

Годограф 

А1 

А2 

А3 

Re 

Im 

0 
Аn 

ω = ω1 
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iw буде монотонно зростати до n
2

, де n – кількість 

векторів (коренів полінома). Тобто вектор буде монотонно по-

вертатися проти годинникової стрілки, проходячи n квадрантів 

при зміні ω від нуля до нескінченності. 

 

10.3.3  Метод Рауса-Гурвіца 

Даний критерій полягає у тому, що необхідною і достат-

ньою умовою наявності коренів у лівій напівплощині є той факт, 

що всі головні мінори матриці Рауса-Гурвіца повинні бути одно-

го знака.  

Для полінома 
n

n papaapF 10  

матриця Рауса-Гурвіца складається  таким чином: 

 по діагоналі виписуються всі коефіцієнти ai (у лівому 

верхньому куті – коефіцієнт при  першому степені р , у правому 

нижньому – при найстаршому); 

 праворуч від діагонального елемента записуються кое-

фіцієнти при молодших степенях, аж до вільного члена; 

 ліворуч записуються коефіцієнти при старших степенях. 

Для полінома п'ятого степеня матриця Рауса-Гурвіца буде 

мати вигляд: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Приклади головних мінорів: 

11 aM , 30212 aaaaM . 

a1 a0 0 0 0 

a3 a2 a1 a0 0 

a5 a4 a3 a2 a1 

0 0 a5 a4 a3 

0 0 0 0 a5 
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Усі мінори для даного прикладу знаходимо як визначники 

виділеної частини матриці щодо головної діагоналі. Коефіцієнти 

ia  виражаються через елементи схеми, тому і мінори можна ви-

разити через елементи схеми , тобто  судити про вплив  останніх 

на стійкість. 

 

10.3.4 Критерій  Гурвіца 

Критерій Гурвіца ще по-іншому називають критерієм лан-

цюгового дробу. Припустимо, що нам відомий поліном  знамен-

ника схемної функції   

)()()( 222 pFpFpF HП , (10.9) 

де  )(2 pF П   складається з парних степенів, а )(2 pF H  - непарних 

степенів . 

Критерій  полягає  у  тому,  що якщо  у  процесі  ділення з   

перетворенням  полінома  парної  частини  на  непарну  або,  на-

впаки,  всі  коефіцієнти розкладання будуть одного знака, то  

поліном  стійкий. Розглянемо приклад. 

 

Приклад 10.2 Перевірити на стійкість такий поліном: 

1510161212)( 2345 ppppppF . 

Розв’язання 

Розіб’ємо наш поліном на парні та непарні поліноми 

11012)( 24
2 pppF П , ppppF H 51612)( 35

2 . 

Розділимо поліном старшого степеня на молодший 
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Оскільки всі поліноми чисельника одного знака, то полі-

ном стійкий. 

 

10.3.5 Критерій  Рауса 

Розглянемо суть критерію Рауса. Виписуємо  у  два  рядки  

парні  та  непарні  коефіцієнти полінома. Рядки коефіцієнтів  c, 

d, f  та іншіі  формуються  за  нижчеподаним  правилом (анало-

гічно до комбінації при розкритті визначника). 

Таблиця коефіцієнтів 

n

n

n

nnn

nnn

ffff

dddd

cccc

aaaa

aaaa

...

...

...

...

...

321

321

321

1531

042

, 

де коефіцієнти визначаються таким чином: 

1

321
1

n

nnnn

a

aaaa
c , 

1

541
2

n

nnnn

c

aaaa
c ,… 
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1

1231
1

c

acac
d nn , 

1

1351
2

c

acac
d nn , … 

  
1

1231
1

d

cdcd
f nn , 

1

1351
2

d

cdcd
f nn , …                          (10.10) 

         Відповідно до цього критерію  поліном  буде  стійкий,   

якщо  елементи 1-го  стовпця наведеної таблиці коефіцієнтів  

одного  знака. 

       У правій напівплощині    коренів  буде  стільки, скільки  ра-

зів  змінюється  знак  у  першому  стовпчику. 

 

Приклад 10.3 Перевірити на стійкість заданий поліном 

306116 234 pppp . 

Розв’язання 

Складемо таблицю коефіцієнтів для заданого полінома 

n

n

n

n

n

n

nnn

nnn

f

d

c

ffff

dddd

cccc

aaaa

aaaa

...0030

...0012

...03010

0...066

0...30111

...

...

...

...

...

321

321

321

1531

042

. 

Коефіцієнти таблиці визначимо таким чином: 

10
6

61116

1

321
1

n

nnnn

a

aaaa
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30
6

01306

1

541
2

n

nnnn

c
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d nn ,  

0
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d nn , 
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cdcd
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Отже, поліном нестійкий, оскільки два корені у правій 

площині і перший стовпець матриці два рази змінив знак. 

 

10.4 Синтез електричних кіл 

 

10.4.1 Основні положення 

При проектуванні різного роду пристроїв автоматичного 

керування, каналів радіозв’язку  та інших виникає необхідність 

підбору схем та параметрів електричних кіл, що відповідають 

зазначеним вимогам. Знаходження схеми та параметрів електри-

чних кіл, що задовольняють задані умови, є задачею синтезу 

електричного кола. 

Оскільки усталені та перехідні процеси у будь-якому лі-

нійному електричному колі залежать від частотних властивостей 

кола, задача синтезу, як правило, зводиться до знаходження 

схеми кола за заданою частотною характеристикою. Шуканим 

може бути двополюсник із заданою залежністю опору (чи прові-

дності) від частоти або чотириполюсник із заданою частотною 

залежністю. 

На відміну від задачі аналізу, де шукана величина, тобто 

реакція кола на прикладену дію одержується однозначно, задача 

синтезу може мати декілька розв’язків чи взагалі не мати їх. За-

дану частотну функцію можна синтезувати, якщо електричне 

коло, що, може, відповідно їй складене із опорів, індуктивностей 

та ємностей. 

При виборі оптимальної схеми необхідно вибирати схему з 

найменшим числом елементів, причому перевагу слід віддавати 

схемам, що мають найпростіші елементи – опори та ємності. Ін-

дуктивність – менш бажаний елемент кола. Якщо у схемі послі-

довно ввімкнені індуктивність та опір, то вони можуть бути 

практично виконані у вигляді індуктивної котушки. Але при 

цьому необхідно враховувати міжгілкову ємність, яка може вне-

сти у роботу схеми спотворення на високих частотах. Ще менш 

бажаним елементом схеми є трансформатор, практична реаліза-
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ція якого ускладнюється з появою теплових втрат та міжгілко-

вих ємностей. 

У задачах синтезу частотні характеристики опорів, провід-

ностей чи передавальних функцій можуть бути задані графічно 

або аналітично. Якщо характеристика задана графічно чи не є 

раціональною функцією, то вона наближено апроксимується ра-

ціональною функцією, тобто відношенням двох поліномів, яке 

реалізується у вигляді двополюсника чи чотириполюсника. 

 

10.4.2 Синтез пасивних двополюсників 

Двополюсник – це електричне коло, що розглядається від-

носно будь-яких двох затискачів. Його зображують у вигляді 

прямокутника. Класифікацію двополюсників можна здійснюва-

ти за різними ознаками. За ознакою лінійності елементів, що 

входять у двополюсник, розрізняють лінійні та нелінійні двопо-

люсники. За присутністю елементів без втрат (ємності, індукти-

вності, трансформатори) та з втратами (опори) двополюсники 

класифікують на реактивні та дисипативні відповідно. За наяв-

ності джерел енергії - на активні та пасивні (при цьому вважа-

ється, що джерела всередині двополюсника не компенсують од-

не одного). Два двополюсника з різною структурою можна вва-

жати еквівалентними, якщо їх опори (провідності) рівні у всьо-

му діапазоні частот. Схемні функції краще записувати через 

операторну змінну jp . 

Властивості пасивних двополюсників 

1. Пасивні двополюсники не містять джерел (незалежних 

та керованих). 

2. Вхідний опір та провідність двополюсника можуть бути 

подані у вигляді відношення двох поліномів комплексної змін-

ної р:  

0

1

1

0

1

1

2

1

bpbpb

apapa

pF

pF

b

a
pF

m

m

m

m

n

n

n

n




. 

Це пояснюється способом знаходження схемної функції F(p) че-

рез алгебраїчні доповнення матриці еквівалентними параметра-
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ми. У клітинках матриці в загальному випадку можуть знаходи-

тися вирази вигляду q
p

b
ap .  

3. Коефіцієнти ia  та ib  дійсні та додатні. Вони дійсні, 

оскільки комплексних коефіцієнтів при р у матриці немає. Вони 

більші нуля, тому що визначник пасивної схеми дорівнює сумі 

вагових коефіцієнтів дерев графу. Вага дерева – це добуток еле-

ментів цього дерева. Елементами дерева можуть бути опори, ін-

дуктивності та ємності. 

4. Степені полінома чисельника та знаменника можуть ві-

дрізнятися не більше ніж на одиницю: 1mn . Це стає очеви-

дним при побудові ФЧХ за картою нулів та полюсів. Якщо 

1mn , то ФЧХ вийде за межі 
2

, а дійсна частина вхідного 

опору буде менше нуля, а це неможливо. 

5. Нулі та полюси (тобто корені полінома чисельника та 

знаменника) Z(p) чи Y(p) не повинні знаходитися в правій напі-

вплощині - випливає із необхідності стійкості цих схемних фун-

кцій. 

6. У реактивного двополюсника корні полінома чисельни-

ка та знаменника знаходяться на уявній осі: ini jwp , 

koi jwp .  Це пояснюється тим, що у реактивного двополюсни-

ка немає втрат та відповідно експоненти у зворотному перетво-

ренні Лапласа повинні бути без загасання. 

7. У реактивного двополюсника степені полінома чисель-

ника та знаменника повинні бути чи тільки парними, чи тільки 

непарними (у чисельника – парні, у знаменника – непарні чи на-

впаки). 

8. У реактивного двополюсника нулі та полюси на уявній 

осі повинні чергуватися. У реактивного двополюсника нулі та 

полюси не можуть бути кратними. Якщо полюс кратний 
n

ipp , то він дає у теоремі розкладання величину - 
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WJn

i etA 1 . Якщо полюс чисто уявний, то експонента – без за-

гасання та 
1nt  прямує до нескінченності, а такого бути не мо-

же, оскільки джерел енергії у схемі немає. 

9.  Похідна вхідного опору ВХZ  реактивного двополюсни-

ка за частотою більше нуля:  

0;0
dw

wdY
чи

dw

wdZ
. 

Вхідну функцію можна подати так: 

i i

i

wp

D

p

A
pApZ

22

0 , 

i i

i

ww

D

jw

A
jwAwZ

22

0 . 

Візьмемо похідну від цієї функції за частотою 

0
2

222

22

2

0 j
ww

wwwwD

w

A
Aj

dw

wdZ

i i

ii . 

Тут вважалося, що у розкладанні 0A  та 00A . 

Будуємо графік, де похідна всюди більше нуля (рис. 10.11). 

 

ZВХ 

ω 

 
Рисунок 10.11 

 

Графік доводить, що нулі та полюси чергуються, оскільки 

інакше похідна не буде всюди додатною. Аналогічно все вико-

нується і  для вхідної провідності. 
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10. Для двополюсника, що містить RC-елементи, нулі та 

полюси дійсні, менше нуля та повинні чергуватися (рис. 10.12). 

Якщо вхідна функція має нулі та полюси, то для вхідного опору 

першим по порядку від початку координат буде полюс, оскільки 

ФЧХ Z  RC-кола повинна прямувати до мінуса. Якщо б нулі та 

полюси не чергувалися, то ФЧХ вхідного опора могла би перей-

ти за 
2

. Це випливає з способу побудови ФЧХ  за картою ну-

лів та полюсів. 

 

 

jω 

Рисунок 2.12 - Приклад карти нулів та полюсів 

двополюсника з RC-елементів 

 
Рисунок 10.12 - Приклад карти нулів та полюсів 

двополюсника з RC-елементів 

 

Для вхідного опору степінь полінома чисельника не може 

бути більше степені полінома знаменника (оскільки за матрицею 

провідностей /11Z ,  у клітинах матриці може бути тільки 

чи g, чи pc, чи g+pc, а порядки визначників відрізняються на 

одиницю). 

 

11. Для двополюсника, що складається з RL – елементів, 

нулі та полюси дійсні, менші нуля та повинні чергуватися. Якщо 

вхідна функція має нулі та полюси, то для вхідного опору пер-

шим по порядку від початку координат буде нуль, оскільки ФЧХ 

Z  RL- кола повинна прямувати до плюса. Якщо б нулі та полю-

си не чергувалися, то ФЧХ вхідного опору міг би перейти за 

2
. Для вхідного опору степінь полінома чисельника не може 

бути менше степені полінома знаменника (оскільки за матрицею 
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опорів 11/Z , у клітинках матриці може бути тільки чи R, 

чи pL, чи R+pL, а порядки визначників відрізняються на одини-

цю). 

 

Введемо означення полінома Гурвіца і додатної дійсної 

функції (ДДФ). Поліном Гурвіца – це поліном, у якого корені 

знаходяться у лівій напівплощині (в деяких підручниках полі-

ном Гурвіца називається строгим, якщо його корені тільки зліва 

від уявної осі, але не на ній). Ознаки полінома Гурвіца: у нього 

всі коефіцієнти дійсні та мають один знак; у поліномі повинні 

бути або всі степені, або тільки парні або непарні. 

ДДФ (функція Бруне) – це така функція, для якої: 

 при 0Re p  0Re pF  (властивість додатності); 

 при alp Re   alpF Re  (властивість дійсності). 

Покажемо, що вхідний опір пасивного двополюсника – це 

ДДФ. 

Вхідний опір можна подати як  

0

1

1

0

1

1

bpbpb

apapa
pF

m

m

m

m

n

n

n

n




. (10.11) 

Звідси видно, що якщо alp Re , то pF  може бути тільки дій-

сною внаслідок дійсності коефіцієнтів поліномів чисельника та 

знаменника. 

Доведемо тепер додатність. Для цього зобразимо карту ну-

лів та полюсів пасивного двополюсника (рис. 10.13). Для пасив-

ного двополюсника нулі та полюси лежать у лівій напівплощині. 

Дійсна частина вхідного опору пасивного двополюсника більше 

нуля, оскільки схема не містить джерел. 
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jω 

 
Рисунок 10.13 – Карта нулів та полюсів  

 

Чим далі нулі та полюси лежать від початку координат, 

тим більший запас стійкості має схема. Якщо уявну вісь зсунути 

на деяку величину   праворуч, то запас стійкості збільшиться. 

Це означає, що дійсна частина вхідного опору при 0 також 

буде більше нуля. 

Одна із важливих властивостей ДДФ полягає в тому, що у 

ДДФ лишки в полюсах, що розміщені на уявній осі, більше ну-

ля. Таким чином, необхідною та достатньою умовою можливос-

ті реалізації двополюсника по заданій вхідній функції є те, що 

його вхідний опір (провідність) повинен бути додатною дійсною 

функцією. Іноді напряму перевірити це буває важко, тому кори-

стуються опосередкованими методами. 

Як приклад наведемо схему послідовного коливального 

контуру (рис. 10.14) та покажемо,  що його вхідний опір є ДДФ. 

 

R 

C 

L 

 
Рисунок 10.14 – Послідовний коливальний контур 

 

Запишемо вхідний опір кола у операторній формі 
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pC
pLRpZВХ

1
)( . 

При p  (дійсне число) одержуємо  

                                                                           
C

LRZ
1

 

Отже, Z – дійсне число. 

Доведемо  додатність. Припустимо, що jwp , тоді  

jwC
LjwRZ

1
. 

Дійсна частина вхідного опору має вигляд 

22

1
Re

wC
LRZ . 

При 0   0Re Z . Додатність дійсної  частини доведена. 

 

10.4.3 Синтез пасивних двополюсників за Фостером 

 

Метод грунтується на розкладанні вхідної функції на суму 

простих дробів (дивись теорему розкладання). Кожному доданку 

ставиться у відповідність схемотехнічний аналог. Розглянемо 

детально таке розкладення для вхідного опора. 

Оскільки степінь полінома чисельника може на одиницю 

перевищувати степінь полінома знаменника, то у загальному 

випадку для вхідного опору розкладення має вигляд  

i i

i

pp

A
RpApZ . (10.12) 

Наведемо  схемотехнічні аналоги. 

1. Перший доданок pA відповідає індуктивності L та буде 

присутнім у тому випадку, коли степінь полінома чисельника на 

одиницю більше степені полінома знаменника:  

1mn
b

a
ALpA

m

n . 
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Оскільки an и  bn 0, то і L 0. Символ нескінченності у нижньому 

індексі показує, що полюс знаходиться у нескінченності. 

2. Другим  доданком (без р) є опір R (тому так його і позначи-

ли). 

3. Доданки вигляду 

i

i

pp

A
 можуть бути подані різними схемо-

технічними аналогами залежно від вигляду коренів рi  . Розгля-

немо деякі з них. 

Корені чисто уявні:   (два кореня спряжені): 

.

,

11 iiii

iii

AAjwp

Ajwp
. 

При цьому Ai- Real, оскільки залишки ДДФ в уявних коре-

нях дійсні уявні та додатні. 

Два додатки з такими коренями можна об’єднати в один. 

Його схемотехнічний аналог – паралельний коливальний контур 

без утрат (рис. 10.15). 

Запишемо два комплексно спряжені корені 

.
22
ii

i

i

i

wp

pD

jwp

A

jwp

A
 

 

 

C L 

 
Рисунок 10.15 

 

Запишемо вхідний опір 
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22
2

2 1

1
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1

i
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i

i
wp

pD

CL
p

p
C

CLp

pL

pC
pL

pC
pL

Z . 

Очевидно, що величини елементів цієї схеми знаходяться з 

таких співвідношень: 

22

2 1
,

1
,

1

iii

i

ii

ii
w

D

Cw
L

CL
w

D
C  . 

Корені дійсні від’ємні  iip . 

У такому випадку запишемо 

-
i

i

pp

A
= 

i

i

p

A
. (10.13) 

У загальному випадку коефіцієнт iA  може бути додатною 

або від’ємною величиною. Розглянемо випадок, коли 0iA . 

Співвідношенню (10.13) відповідає вхідний опір паралельного 

RC-кола. Знайдемо його та порівняємо з виразом (10.13). 

Запишемо вхідий опір кола, що зображений на рис. 10.16 

i

i

ii

i

ii

i

i

i

i

i

p

A

CR
p

C

pCR

R

pC
R

pC
R

pZ
1

1

11

1

)( . 

З цього співвідношення видно, що параметри наведеної 

схеми заміщення можуть бути визначені через відомі нам вели-

чини Аі і  і   таким чином: 

i

i

ii

i

i

ii

i

i

A

C
RCR

A
C

11
,

1
. 
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R C 

 
Рисунок 10.16 

 

Якщо 0i , то схемотехнічним аналогом буде просто 

ємність зі значенням ємності, що дорівнює 

iA

1
. 

Оскільки у даному випадку йде мова про опір, то всі наве-

дені схемотехнічні аналоги розглянутих складових необхідно 

з’єднати послідовно (рис. 10.17). 

 

AL  

R 

p

A

Cp

01
 

 
Рисунок 10.17 

 

Очевидно, що кількість LC- складових визначається кіль-

кістю уявних коренів, а RC-складових – кількістю дійсних коре-

нів.   

Якщо Аі виявилося від’ємним, то можна записати таким 

чином: 

i

i

ii

i

i p

AiR

p

pR

p

AiRpR
R

p

Ai )()(
, 
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тоді першому доданку буде відповідати LR-коло, а другому, як-

що чисельник більше нуля, – RC-коло. 

Але краще R розписати як суму R1+R2, причому  R1 таке, 

що 01 AiR i , тоді на один елемент у схемі буде менше 

i

Ai
R1 ,   22 RRR . 

Крім розглянутої послідовності дій, є метод Бруне, який 

полягає в тому, що спочатку реалізується тільки реактивна час-

тина схеми Zp, потім шукається опір Z1=Z-Zp, після цього бе-

реться Re(Z1(w)) та досліджується на екстремум. Це екстремаль-

не значення R віднімається від Z1, після чого продовжують зви-

чайне розкладання за Фостером. 

Розглянемо приклад розкладання за Фостером: 

)5)()((

1042166
)(

2345

pjpjpp

ppppp
pZ . 

Розкладемо Z(p) на прості дроби, перевіряючи, щоб поря-

док степеня полінома чисельника був більше, ніж порядок сте-

пеня знаменника. У протилежному випадку необхідно поділити 

чисельник на знаменник, а після цього розкладати. Одержимо, 

що 

5

3

1

2
11)(

2 pp

p

p
ppZ . 

Розкладемо перший та останній доданки останнього виразу 

.
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35
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Кожному з доданків розкладеного виразу для вхідного 

опору відповідає свій схемотехнічний аналог схеми, що зобра-

жена на рис. 10.18. Перший доданок виразу p1  відповідає коту-
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шці індуктивності. У нашому випадку 1L . Другий доданок 
5

2
 

відповідає значенню опору резистора з цим номіналом. Третій 

доданок виразу 
p

2
 відповідає ємності. У нашому випадку 

2

1
C .  

Четвертий доданок 
12p

p
 відповідає паралельному коливаль-

ному контуру без втрат, оскільки опір паралельного коливально-

го контуру у операторній формі визначається співвідношенням  

111

1

)(
22 CLp

pL

pC

CLp

C

L

pC
pL

pC
pL

pZ . 

У нашому випадку 1L  та 1C . П’ятий доданок виразу  

5

5/3

p

p
 відповідає у операторній формі паралельному з’єднанню 

опору та індуктивності, оскільки їх опір у операторній формі 

визначається 
pLR

pR

pLR

pLR
pZ

/
)( . У нашому випадку 

5

3
R , 

25

3
L . Потім усі ці елементи необхідно з’єднати послідовно 

(рис. 10.18). 
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Рисунок 10.18 
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10.4.4 Синтез пасивних двополюсників за Кауером 

 

Відповідно до методу Кауера реактивний двополюсник 

можна подати у вигляді сходинкової схеми (рис. 10.19). 

 

Z1 Z2 Z3 Zn 

Y1 Y2 Y3 Yn 

 
Рисунок 10.19 – Сходинкова схема 

 

Перша канонічна схема Кауера містить індуктивності у 

повздовжніх та ємності у поперечних гілках, друга канонічна 

схема містить ємність у повздовжніх гілках та індуктивність – у 

поперечних.  

Вхідний опір схеми можна записати у вигляді ланцюгового 

дробу: 

Zn
Y

Y
Z

Y

ZZ

n

BX

1

1
...

11

1

1

4
3

2

1 . 

Для реалізації першої канонічної схеми Кауера вибирають 

ту із вхідних функцій (операторний опір чи провідність), яка має 

полюс на нескінченності, причому члени поліномів чисельника 

та знаменника розміщуються у порядку зменшення степеня р. 

Для реалізації другої канонічної схеми Кауера використовують 

ту із вхідних функцій, яка має полюс при р = 0, а поліноми чисе-

льника та знаменника розміщуються у порядку збільшення сте-

пеня р. При виконанні ділення необхідно, щоб коефіцієнти були 

додатними. Якщо у процесі ділення будь-який із коефіцієнтів 

виявиться меншим нуля, то необхідно перейти від розміщення 

поліномів за зменшенням степеня р  до розміщення за збільшен-
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ням степеня р.  Навпаки, якщо будь-який із коефіцієнтів ви-

явиться меншим нуля, то необхідно перейти від розміщення по-

ліномів за збільшенням степеня р до розташування за зменшен-

ням степеня.  

Нехай схемна функція у загальному випадку має вигляд 

полінома 

0...

...
)(

bpb

apa
pF

m

m

o

n

n . 

Для розкладання поділимо чисельник на знаменник 

  

 

 

 

 

 

Запишемо результат розкладання 

)(

1

1
)()(

3

3

pF

p
b

a
pFp

b

a
pF mn

m

nmn

m

n  

і т. д.,  доки не дійдемо до одного елемента. 

Можна скласти стільки схем, скільки способів ділення по-

лінома на поліном. 

Розглянемо приклад. Необхідно синтезувати схему, що має 

таку схемну функцію для вхідного опору: 

11012

51612
)(

24

35

pp

ppp
pZ . 

Поділимо чисельник на знаменник 

m

nn

n

o

n

n

b

a
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Запишемо результат розкладання та подамо його у вигляді 

схеми: 

 

p
p

p

p

ppZ

1
2

1
3

1
2

1
1)(

Z1 

Z3 

Z5 

Y2 

Y4 

 
Розкладеному виразу відповідає схема, що зображена на 

рис. 10.20. 
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Рисунок 10.20 

 

Якщо  задана функція була б провідністю, то одержана 

схема мала б наступний вигляд, що зображений на рис. 10.21. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 10.21 

 

Коефіцієнти при ділені можуть виходити від’ємними, тоді 

необхідно ділити поліноми за іншими степенями. Розглянемо 

приклад. 

Необхідно синтезувати схему, що має схемну функцію 

вхідного опору 

122

1232
)(

2

23

pp

ppp
pZ . 

Поділимо чисельник на знаменник: 

 

L=1 

C=2 

L=3 

C=2 

L=1 

L=2 

C=3 

L=2 

C=1 C=1 
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Запишемо результат розкладання: 

2

2

1

221

1
1)(

pp

pp
ppZ . 

Поділимо чисельник на знаменник виразу, що стоїть у знамен-

нику: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Результат розкладання поданий нижче:  

 

1

11

11

1
1

1
1)(

p

p

ppZ

Z1 

Y2 

Z3 

Y4 Z5  
Розкладеному виразу відповідає схема, що зображена на 

рис. 10.22. 
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Рисунок 10.22 

 

У розглянутих прикладах ми використовували елементи 

без розмірностей. При синтезі вважають, що використовують 

нормовані величини. 

Як і метод Фостера, розглянутий метод може бути викори-

станий для синтезу RC-, RL-, RLC-кіл, нулі та полюси оператор-

них вхідних характеристик яких розміщені на уявній осі та 

від’ємній дійсній напівосі. Слід мати на увазі, що сфера застосу-

вання методу Кауера вужча, ніж методу Фостера, оскільки ряд 

операторних вхідних функцій, що реалізуються за допомогою 

методу Фостера, не може бути представлений як операторний 

вхідний опір чи операторна вхідна провідність будь-якого схо-

динкового кола.   
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