Лекція. Розрахунок балок при складному опорі
1. Загальні положення
Опір балки називають складним, якщо його можна представити  як суму декількох простих видів деформацій (розтяг, стиск, прямий згин, зсув, кручення).
Суворо кажучи, в силу деяких конструктивних особливостей, а також наявності недосконалості виготовлення та монтажу, опір балок в реальних конструкціях завжди є складним, при якому є присутніми всі види простих деформацій. Але в ряді випадків, нехтуючи впливом деяких видів деформацій, можна спростити істинну картину опору балки без суттєвого збитку надійності конструкції. Такими спрощеними формами опору є, власно, самі прості види деформацій балки, а також їх неповні комбінації.
Іншим важним моментом, який тут необхідно відмітити, є характер поєднання простих видів деформації при складному опорі балки. В тій постановці, що прийнята в випадках складного опору, що розглядаються, в силу малості деформацій рахують приємливим принцип незалежності дії сил (принцип суперпозиції). Це дозволяє нехтувати взаємним впливом різних видів деформацій балки і визначати її напружено-деформований стан (НДС) як лінійну суму НДС, що пов’язані окремо з кожним із складових видів деформації.
1. Косий згин
Косим згином називають опір прямої балки діям поперечних навантажень, що проходять через центр згину перерізів, але розміщуються не тільки в одній головній площині інерції стержня. Перерізами розуміють точки, що мають наступні властивості: поперечне навантаження, що проходить через центр згину, не викликає закручування балки. В тому випадку, коли переріз має вісь симетрії, центр згину лежить на цій вісі. При наявності двох і більше вісей симетрії центр згину співпадає з центром ваги перерізу. В подальшому будемо рахувати, що переріз або має дві вісі симетрії, або різниця в положенні центра згину і центра ваги перерізу є несуттєвою і нею можна знехтувати (що буде справедливим для так званих масивних (не тонкостінних) балок). Таким чином, в прийнятій постановці будемо рахувати, що поперечні навантаження проходять через центри ваги перерізів, але розміщуються не тільки в одній головній центральній площині інерції. Якщо всі сили розміщені в одній центральній (але не головній) площині інерції перерізу, то має місце плоский косий згин (рис.1.а), в противному випадку – просторовий (рис. 1.б).
Розклавши навантаження по головних напрямках та використавши принцип суперпозиції, можемо представити НДС при косому згині як суму НДС при двох прямих згинах.
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Рис. 1
Тоді нормальні напруження в точках поперечного перерізу (рис.2) визначаються співвідношенням:
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Рис. 2
,			(1)
де  ;
М – загальний згинальний момент в перерізі.
α – кут нахилу загальної згинальної пари до площини YOX.
y, z – координати точки, в якій визначають напруження.
Формулу (1) можливо записати в наступному вигляді:
				(2)
З умови  , де  і  - координати точок, що лежать на нейтральній лінії, із (2) отримуємо лінійне рівняння нейтральної лінії:
	.
	(3)


Звідси:
					(3ʹ)
Оскільки ,  задовільняють (3′), нейтральна лінія є пряма, що проходить через центр ваги перерізу. Кут нахилу φ нейтральної лінії до вісі Z (рис. 2) знайдемо із співвідношення:
					(4)
Перевірку міцності при косому згині проводять, як правило, за нормальними напруженнями. Для визначення найбільших нормальних напружень на розтяг і на стиск вибирають небезпечний переріз (або переріз, що підозрюється як небезпечний). Якщо модулі згинальних моментів ,  мають найбільші значення в одному перерізі, то цей переріз і є небезпечним: , . До підозрілих на небезпечні відносяться перерізи де один із моментів -  або  досягають найбільшого значення або близького до максимального, а другий може бути і меншим
При косому згині, як і при прямому, нейтральна вісь ділить переріз на дві зони – зону розтягу і зону стиску. Для прямокутного перерізу ці зони показані на рис. 3. На цьому рисунку  - слід площини дії загальної згинальної пари М.
Для визначення екстремальних напружень розтягу та стиску необхідно провести дотичні до перерізу в зонах розтягу та стиску паралельно до нейтральної лінії (рис. 10.3). Найбільш віддалені від нейтральної лінії точки і  є небезпечними в зонах розтягу та стиску відповідно. Якщо матеріал балки пластичний () , то в небезпечному перерізі визначають і умова міцності має наступний вигляд:
 			(5)
Для перерізів, що мають явні небезпечні точки в кутах, коли ,  (прямокутний переріз, двотавровий переріз і т.п.) умову міцності (5) можна представити у вигляді:
 			(6)
або:
. 		(6ʹ)
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Рис. 3
Якщо  (крихкі матеріали), то складають дві умови:
 ;		(7)
У виразах (5), (7),  ,  - нормальні напруження в небезпечних точках  і . Для їх визначення необхідно знайти координати точок  , і скористатись формулою (1).
Тоді умова міцності набуде наступного вигляду:
	(8)
Переміщення перерізів при косому згині визначають як геометричну суму переміщень, що відповідають складовим прямимого згину. Наприклад, загальний прогин (рис.4.4) буде дорівнювати:
.					(9)
Аналогічно загальний поворот перерізу:
.					(10)
Умови жорсткості записуються в наступному вигляді:
.				(11)
Одержані співвідношення (1) – (11) дозволяють розв’язувати 2 різновидності задач розрахунку – перевірочну і проектну (призначення розмірів перерізів або допустимі величини навантажень). При цьому для однозначного розв’язку проектних задач підбору перерізів досить часто необхідно попередньо задаватись співвідношенням розмірів перерізів (наприклад, величиною  для прямокутного перерізу (рис. 3)), відношенням моментів інерції  або моментів опору перерізу , що є характерно для перерізів прокату. В якості додаткової вимоги при підборі перерізів може також виступати вимога мінімуму витрат матеріалу.
Приклад 1. Для балки, зображеної на рис. П1, визначити розміри прямокутного поперечного перерізу виходячи з умов міцності за нормальними напруженнями. При розрахунках прийняти .
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Рис. П1
Розв’язок
1. Будуємо епюри згинальних моментів.
При цьому, зручнішим буде побудувати епюри М в кожній площині окремо ( і ) і загальну епюру зобразити в аксонометрії (рис.5б). На цій епюрі видно, що небезпечний переріз  знаходиться в защемлені, на лівому кінці балки. Отримуємо:
 ;  .
В нашому випадку (поперечний переріз в вигляді прямокутника), умову міцності напишемо в вигляді (6) :
 
Звідси знаходимо при  :
 
Для прямокутного перерізу будемо мати - 
 ;
;
Тоді відношення 
Визначаємо  використовши формулу (4.13) при ;
.
Де  - необхідне значення осьового моменту опору перерізу.
Із умови: , знаходимо розмір перерізу .
.
Звідси:  .
Перевіряємо міцність підібраного перерізу.
;
;

Умова міцності виконується.
Приклад 2. Для балки, зображеної на рис.П.2, підібрати номер двотавра. При розрахунках прийняти ;   .
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Рис. П.2
Розв’язок
1. Будуємо епюру М і визначаємо згинальний момент в небезпечному перерізі. З епюри М (рис.4.6) видно, небезпечний переріз знаходиться на середині балки і .
2. Запишемо умову міцності для косого згину при наявності двох вісей симетрії поперечного перерізу за формулою (4.6):
.
Але,  ;  .
Після підстановки цих виразів в умову міцності і винесенням за дужки виразу , одержимо умову міцності в наступному вигляді:
.
Звідси отримуємо при .
.
Таким чином, для визначення необхідного моменту опору перерізу при косому згині, потрібно знати відношення вісьових моментів опору перерізу .
Згідно таблиці сортаментів для прокатних двотаврів ця величина коливається в межах від 6 до 15.
Спробуємо підібрати двотавр при .
Попердньо знаходимо 

По сортаменту (ГОСТ 8239 – 89) знаходимо найближчий двотавр - №18, який має .
Підберемо двотавр при .
.
По сортаменту знаходимо двотавр №24, .
Таким чином, необхідний нам двотавр знаходиться серед наступних номерів:  18, 20, 22, 24.
Перевіримо міцність двотавра №20:
Для цього двотавра за допомогою таблиць сортаменту знаходимо: ; .
Тоді 
Визначимо максимальне напруження:
.
В нашому випадку має місце недовантаження, визначимо його в відсотках:
.
Перевіримо міцність меншого двотавра №18:
Для цього двотавра за таблицями сортаменту знаходимо:
; .
Тоді 
.
Визначимо відсоток перенавантаження:
.
В нашому випадку має місце недопустиме перевантаження, тому кінцево приймаємо двотавр №20, міцність якого була перевірена вище (недонапруження – 12,84%).
Приклад 3.Для, зображеної на рис. П.3, визначити розмір перерізу δ виходячи з умов міцності при косому згині і побудувати епюру нормальних напружень в поперечному перерізі. При розрахунках прийняти .
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Рис. П.3
Розв’язок
1. Побудуємо епюру згинальних моментів і визначимо положення небезпечного перерізу – воно будезнаходитись в перерізі в заробці:
;    .
(Епюри зганальних моментів будуємо в кожній площині в окремості та зображуємо на одній вісі в аксонометрії, рис. П.3, в)
2. Будуємо нейтральну лінію (рис. П.3.1):
a) Визначаємо положення центру ваги перерізу та величину головних центральних моментів інерції перерізу - , .
.
Де   ;  , оскільки  співпадає з довільною віссю .
b) Визначаємо осьові моменти інерції перерізу відносно головних центральних вісей Z і Y. Ці вісі є головними, оскільки вісь Y є віссю симетрії.
;
;
;  
= ;  ;
;  ;
;    .
;
.
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Рис. П.3.1
a) Визначимо тангенс кута нахилу нейтральної лінії в небезпечному перерізі до центральної вісі Z:
	
	


.
Тут  - кут між віссю Y і слідом площини рівнодіючого моменту в небезпечному перерізі (рис. 4.8).
b) Відкладаємо кут від вісі Z в тому ж напрямку, що і  та проводимо нейтральну лінію (рис.4.8).
Із рис. Видно,що від нейтральної лінії є найбільш віддаленою точка «А». Вона і буде в нашому випадку небезпечною точкою.
Виписуємо координати цієї точки:
 ; .
Запишемо умову міцності для небезпечної точки «А» в наступному вигляді:
	
	(12)


Підставляємо в це рівняння відомі числові значення і, виходячи з умови , визначимо потрібну величину δ.
200⋅.
Звідси знаходимо –=1,095⋅м = 1,095 см.
Після округлювання приймаємо – δ = 1,1 см.
Визначимо напруження в характерних точках поперечного перерізу – точках А, В, D.
Для цього виписуємо координати цих точок:
,


.
.
.
Для визначення напружень у вказаних точках скористаємось формулою (1):

Попереньо знайдемо значення головних центральних моментів інерції:


Визначаємо напруження в найбільш віддалених від нейтральної лінії точках «А», «D», при   і (згинальні моменти будемо брати додатніми, оскільки вони викликають деформації розтягу в точках перерізу з додатніми координатами).
кПа;
кПа;
Визначимо напруження ще в одній характерній точці «В»:
кПа;
Рядом з поперечним перерізом будуємо епюру нормальних напружень  в наступній послідовності:
· проводимо дотичні до контура перерізу паралельно до нейтральної лінії;
· проводимо перпендикуляр до цих ліній і на цьому перпендикулярі відкладаємо значення отриманих напружень та будуємо епюру  (рис.4.8);
Найбільше по модулю за значенням напруження отримали в точці «А» і воно менше від допустимого опору :
 (Умова міцності виконується).

2. ПОЗАЦЕНТРОВИЙ РОЗТЯГ – СТИСК ЖОРСТКИХ ПРЯМИХ БРУСІВ
Позацентровим розтягом (або стиском) називають опір прямого бруса дії  сил, паралельних поздовжній осі бруса, що не проходять через центри ваги перерізів.
В тому випадку, коли вплив додаткових згинальних моментів, пов’язаних з викривленням поздовжньої вісі бруса, можна знехтувати, брус рахують жорстким. Наприклад, до таких брусів відносять колони нижніх поверхів в каркасах багатоповерхових будинків, стовпчасті фундаменти, опори мостів і т.п. В цьому розділі будемо розглядати випадок позацентрового розтягу – стиску жорстких брусів, при якому рахують справедливим принцип суперпозиції.
Виділим дільницю бруса, що піддається позацентровому розтягу силами F вздовж лінії КК1, (рис.4.9). В заданій постановці при розрахунках по недеформованій схемі напружено – деформований стан бруса є сумою напружено – деформованих станів осьового розтягу і чистого косого згину. В заданому випадку в поперечних перерізах бруса виникають відмінні від нуля 3 внутрішні силові фактори: поздовжня сила N = F та згинальні моменти відносно головних осей Y і Z :  ,  .
Загальні нормальні напруження в точках поперечного перерізу бруса з координатами  (y, z) визначаються як сума напружень від вказаних силових факторів за допомогою наступного виразу:
	.
	(13)


Де   ;  – головні радіуси інерції перерізу.
Рівняння нейтральної лінії  з урахуванням (13) можна записати в наступному вигляді:
	,
	(14)


тобто нейтральна лінія – пряма, що не проходить через початок координат.
Тут ,  - координати точок нейтральної лінії.
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Рис. 4
Для практичного використання буде зручним представити рівняння нейтральної лінії в відрізках , , що відсікаються нею на координатних вісях Y,Z. Нехай , тоді з (4.14) отрмаємо:
	
	(15)


аналогічно:		;
Оскільки залежність (13) для нормальних напружень – лінійна, то лінії рівнів (лінії в точках яких нормальні напруження мають однакові значення) – прямі, паралельні  до нейтральної вісі. Для визначення напружень в точках поперечного перерізу досить побудувати епюру σ в напрямку, перпендикулярному нейтральній лінії (рис.4, б).  Екстремальні значення в зонах розтягу і стиску досягаються в точках , в точках найбільш віддалених від нейтральної лінії.
В заданому випадку в елементах об’єму реалізується лінійний напружений стан. Тому умови міцності будуть зводитись до перевірки по максимальних нормальних напруженнях. Якщо розрахункові граничні стани , (матеріал пластичний) і , то умови міцності будуть мати наступний вигляд:
	
	(16)


При  (матеріал крихкий) складають дві умови міцності:
	

	(17)


Умови (16), (17) слугують для розв»язку різних видів задач: 
· перевірочна (перевірка міцності);
· проектна (підбір перерізу);
· проектна (підбір навантажень);
· виначення граничних навантажень.

Приклад 4.  В точці В поперечного перерізу жорскої стійки прикладена сила F, що стискає (рис. П.4). Необхідно : побудувати нейтральну лінію; визначити допустиме значення сили  ; побудувати епюру нормальних напружень. При розрахунках прийняти  .
Розв’язок
1. Знайдемо центр ваги перерізу. Спочатку переріз розіб»ємо на три фігури: 1, 2, 3.
Як відомо, якщо фігура має вісь симетрії, то центр ваги знаходиться на цій осі.
Проводемо вісь симетрії Y, яка є однією з центральних осей інерції перерізу. Положення іншої центральної вісі Z визначим за допомогою відстані  від довільно взятої вісі ., визначається за формулою:
.

[image: ]
Рис. П.4
Де :  - площі простих фігур;  відстань від довільно взятої вісі  до центральних осей простих фігур. Нехай в в даному прикладі довільна вісь  проходить по дотичній до перерізу знизу (див. рис. П.4).
; ; 
=
; ; .

2. Визначим головні центральні моменти інерції перерізу.
Оскільки вісь  є віссю симетрії всього перерізу, вісі Z і  є головними центральними осями заданого перерізу.
.
.
Де :  і  - власні моменти інерції простих фігур відносно своїх центральних осей;
 і  - відстані від центральних осей всієї фігури до відповідних осей простих фігур.
Визначим ці величини:
;		 
;			  320000
;			  .
;
;
;
.
Підставимо всі знайдені величини в рівняння для визначення  і  :
.
.
3. Визначаємо квадрати головних центральних радіусів інерції перерізу:
;
.
4. Побудуємо нейтральну лінію, для цього визначаємо відрізки, що вісікаються нейтральною лінією на координатних осях, прийнявши координати точки «В» за координати точки прикладання сили - ;  .
;
.
Відкладемо відрізки  і  на відповідних координатних осях і через одержані точки проведем нейтральну лінію (див. рис. 4.11). Ця нейтральна лінія ділить площу поперечного перерізу на дві зони – розтягнуту і стиснуту.
5. Проведемо дотичні до перерізу, що є паралельними до нейтральної лінії. Точки дотику цих ліній і будуть визначати положення небезпечних точок з координатами:
В зоні розтягу – це точка «А»
;			 .
В зоні стиску – це точка «В»
;			 .
6. З умови міцності (4.18) і (4.19) знайдемо значення допустимої сили :
;
.
Де: ,  - координати точки прикладання сили F ;
 ,  - координати небезпечної точки в зоні розтягу;
 ,  - координати небезпечної точки в зоні стиску.
Прийнявши праві частини цих умов зі знаком рівності, обчислимо значення допустимої сили два раз – з умови міцності в зоні розтягу та з умови міцності в зоні стиску:


З двох знайдених значень  в кінцевому варіанті приймаємо меншу силу - .
7. Знайдемо нормальні напруження в небезпечних точках «А» і «В» від допустимої сили .
;
;
Використавши одержані значення напружень, побудуємо епюру σ (див. рис. П.4).
3. Ядро перерізу
Для матеріалів, що погано чинять опір деформаціям розтягу (чавун, камінь, цегла, скло, інструментальні сталі і т.п.), бажано прикладати поздовжнє навантаження, що стискає таким чином, щоб зона розтягу була відсутньою. Ця умова може бути виконаною у випадку, коли поздовжня сила  прикладається в границях ядра перерізу.
Таким чином, ядром перерізу називають область навколо центру ваги перерізу, що має наступні властивості: поздовжнє навантаження, що прикладене в межах цієї області, викликає в усіх точках поперечного перерізу напруження одного знаку.
При постійності знаку напружень по всьому перерізу нейтральна лінія не перетинає переріз (в граничному випадку лише дотикається). Ця обставина і визначає алгоритм побудови ядра перерізу.
Нехай нейтральна лінія дотикається поперечного перерізу, а величини  – відрізки, що вісікаються такою нейтральною лінією на координатних вісях. Тоді, з (15) витікає вираз для відповідних координат  прикладання навантаження  (ці точки повинні лежати на межі ядра перерізу):
	
	(18)


Алгоритм побудови ядра перерізу полягає в наступному:
1. Переріз описується сімейством  дотичних; для кожної  - тої дотичної,  визначаються величини  відрізків, що відсікаються нею на координатних вісях.
2. За формулами (4.18) визначаються координати   точок межі ядра перерізу.
3. Отримані точки з»єднують, замикаючи межі ядра перерізу. 
Аналізуючи приведений алгоритм і співвідношення (14), (18), неважко показати, що:
1) ядро перерізу – випукла фігура;
2) при обертанні нейтральної лінії навколо точки (полюсу), границя ядра перерізу – пряма;
3) ядро перерізу випуклого  - кутника також є випуклий  – кутник.
Опускаючи обчислення, наведемо дані для деяких простих фігур:
1) ядро перерізу прямокутника зі сторонами  - ромб з розмірами по діагоналях   (рис.5, а); ромб є також ядром перерізу двотавра (рис.5, в);
2) ядро перерізу круга з діаметром  - круг з діаметром  (рис.5, б).
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Рис. 5
Приклад 5. Для перерізу, що розглядався в попередньому прикладі (приклад 4) побудувати ядро перерізу.
Розв’язок
1. Проведемо нейтральні лінії, що є дотичними до заданого перерізу – 1 – 1, 2 – 2, 3 – 3, 4 – 4, 5 – 5.
2. Для кожної із цих нейтральних ліній по кресленню знайдемо відрізки, які вони відсікають на координатних вісях.
Нейтральна лінія 1 – 1.
 
Із подібності трикутників «abc» і «dae», (рис4.15) знаходимо:
; звідси знаходимо .
.
.
Нейтральна лінія 2 – 2.
 
 
Нейтральна лінія 3 – 3.
;
 .
Нейтральна лінія 4 – 4.
;
.
Нейтральна лінія 5 – 5.
;
.
Використовуючи ці відрізки, знайдемо координати точок прикладання сил, тобто координати точок контура ядра перерізу. Квадрати головних радіусів інерції перерізу нами були знайдені в попередньому прикладі 4.
; 				 .
Т.1  .;	 .
Т.2.  ; 		 .
Т.3.  ;		 .
Т.4.  ; 			 .
Т.5.  ;		  .
За цими координатами знайдемо точки 1, 2, 3, 4, 5 контуру ядра перерізу. Знайдені точки з»єднаємо прямими лініями, оскільки нейтральні лінії – дотичні при переході з однієї грані до іншої повертались навколо точки на контурі перерізу.
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Рис. П.5

Запитання самоконтролю
1. Назвіть види складного опору. На які 2 групи їх можна розділити по виду  напруженого стану в небезпечній точці?
2. Який випадок згину називається косим?
3. Як знаходять небезпечні точки при косому згині?
4. Як будується нейтральная лінія при косому згині?
5. Напишіть формулу для визначення нормальних напружень в довільній точці поперечного перерізу при косому згині
6. Напишіть умови міцності при косому згині балки.
7. Як пібирається переріз балки при косому згині?
8. Який вид деформацій називають позацентровим розтягом – стиском?
9. Які внтрішні сили виникають в поперечних перерізах брусу при позацентровій дії сил?
10. Напишіть формулу для визначення нормальних напружень при позацентровій дії сил.
11. Наведіть умови міцності при позацентровій дії сил.
12. Як визначають положення небезпечної точки поперечного перерізу при позацентровій дії сил?
13. Як будують нейтральну лінію при позацентровій дії сил?
14. Що таке ядро перерізу? Наведіть приклади ядер перерізу.
15. [bookmark: _GoBack]Покажіть порядок побудови ядра перерізу.
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