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Тема: Дослідження та розрахунок бруса на міцність та жорсткість при крученні
Мета роботи: 
· дослідити напружений стан бруса при крученні; 
· визначити значення невідомого врівноважувального моменту Т0; 
· визначити крутні моменти в перерізах бруса, побудувати епюру крутних моментів в перерізах бруса; 
· з умови міцності визначити необхідні діаметри бруса на всіх його ділянках; 
· підібрати діаметри бруса з умови жорсткості; 
· виконати аналіз раціонального підбору діаметрів бруса; 
· визначити кути повороту поперечних перерізів ділянок бруса, побудувати епюру абсолютних та відносних кутів закручення перерізів бруса. 

Методичні рекомендації до виконання роботи 
 
Відомо, якщо в поперечних перерізах бруса, під дією зовнішнього моменту виникає тільки один силовий фактор – крутний момент сил пружності Мк, то брус отримує деформацію кручення. Момент сил пружності та його напрям визначають в залежності від дії зовнішніх моментів за допомогою методу перерізів:  
· крутний момент в довільному поперечному перерізі бруса чисельно дорівнює алгебраїчній сумі зовнішніх обертових моментів, які прикладені до бруса по один бік від дослідного перерізу; 
· крутний момент перерізу вважається додатним, якщо при погляді на відсічену частину з боку зовнішньої нормалі до перерізу, рівнодійний момент зовнішніх обертових моментів направлений проти годинникової стрілки. 
Для розрахунку бруса (вала) на міцність та жорсткість при крученні необхідно знати закон зміни крутних моментів по всій його довжині. 
Графічне зображення зміни крутних моментів вздовж осі бруса називають епюра крутних моментів.  
Умова міцності при крученні має вид: 


де Мк – крутний момент в небезпечному перерізі вала, Нм;        
    [τ], τтах – розрахункові та допустимі дотичні напруження при крученні, Па; 
    Wp – полярний момент опору перерізу, м3; 
Знак дотичного напруження визначається знаком крутного моменту пружних сил Мк. 
Жорсткість бруса (вала) визначається кутом закручення перерізу. Кут повороту одного перерізу відносно іншого називається абсолютним кутом закручення. Абсолютний кут закручення довільної ділянки вала визначається по формулі: 


де Мкі – крутний момент на довільній ділянці, Нм; 
lі – довжина цієї ділянки, м; 
Gi – модуль пружності другого роду (модуль зсуву), Па; 
Jpi – полярний момент інерції перерізу на ділянці вала, м4. 
Відносний кут закручення довільної ділянки вала визначається по формулі:


Знаки абсолютних та відносних кутів закручення визначаються знаком крутного моменту. 
По значенням відносних кутів закручення будується епюра кутів Θі. Тоді умова жорсткості при крученні буде мати вид: 


де [Θ] – допустимий відносний кут закручення. 
При визначенні необхідного діаметра вала круглого перерізу на кожній ділянці з обчислених двох значень приймається більше і приводиться у відповідність з СТ СЭВ 514-77 (додаток Б). 
Знаючи обчислені кути закручення перерізі, які знаходяться на границях кожної з ділянок, можна побудувати епюру кутів закручення, яка представляє собою графічне зображення зміни кутів повороту перерізу вздовж осі відносно нерухомого (закріпленого) перерізу. 
Приклад дослідження та розрахунку суцільного однорідного валу круглого перерізу на міцність та жорсткість при крученні. 
Надано: Суцільний однорідний вал круглого перерізу з конструктивними розмірами l1 = 0,9м, l2 = 1,4м, l3 = 0,6м, l4 = 0,7м, навантажений зовнішніми обертовими моментами Т1 =570Нм, Т2 =190Нм, Т3 = 640Нм, Т4 = 780Нм і врівноважу вальним моментом Т0. Матеріал бруса – вуглецева сталь; допустиме дотичне напруження [τ] =80МПа, допустимий відносний кут закручення [Θ]=0,028рад/м. 
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1. Визначення врівноважувального моменту. 
Під дією зовнішніх обертових моментів вал знаходиться в рівновазі. 
Задамося напрямом дії врівноважу вального моменту Т0 (рис. 2.1).  
Тоді з умов рівноваги можна визначити значення врівноважувального моменту та напрям його дії. 
Σ МАz = 0,    Т1  – Т2 – Т0 + Т3 + Т4 = 0
Звідси         Т0 = Т1 – Т2 + Т3 + Т4 = 570 – 1900 + 640 + 780 = 1800Нм.  
Додатне значення моменту Т0 свідчить про те, що попередньо обраний його напрям співпадає з дійсним напрямом. 
2. Визначення крутних моментів, та побудова їх епюри. 
Вал, який розглядається, має чотири ділянки. Для визначення внутрішніх силових факторів – крутних моментів скористуємось методом перерізів. Для цього подумки розсічемо вал на чотири ділянки. В місцях розрізу вкажемо крутні моменті, що виникають в перерізах (рис.2,2).  
Для обчислення значенні крутних моментів будемо складати рівняння рівноваги. 
Ділянка І:         0 ≤  z1 ≤  l1  	 	або   	0 ≤  z1 ≤  0,9м 
Σ МАz = 0,       Т1 – М кІ  = 0,       МкІ = Т1 = 570Нм;
 Ділянка ІІ: 	0 ≤  z2 ≤  l1 + l2	або   	0 ≤  z2 ≤  2,3м 
Σ МАz = 0,       Т1 – Т2 – М кІI  = 0,   МкIІ = Т1 – Т2 = 570 – 190 = 380Нм; 
 Ділянка ІІІ:  	0 ≤  z3 ≤  l1 + l2 + l3	або   	0 ≤  z3 ≤  2,9 м 
Σ МАz = 0,       Т1 – Т2 – Т0 – М кІII  = 0,  
                           МкIІІ  = Т1 – Т2 – Т0 = 570 – 190 – 1800 =  –1420Нм; 
Ділянка ІV: 	0 ≤  z4 ≤  l1 + l2 + l3 + l 4 	або   0 ≤  z4 ≤  3,6 м 
Σ МАz = 0,       Т1 – Т2 – Т0 + Т3 – М кIV  = 0,
                           М кIV = Т1 – Т2 – Т0 + Т3 = 570 – 190 – 1800 + 640 =  –780 Нм 
За отриманими значеннями крутильних моментів Мк будуємо їх епюру (рисунок 2,3). 
3. Визначення діаметрів вала на кожній ділянці з умови міцності. 

Умова міцності при крученні має вид: 

Для суцільного однорідного вала круглого перерізу полярний момент опору перерізу визначається по формулі: 
Для заданого матеріалу вала – вуглецева сталь, допустиме дотичне напруження становить [τ] = 80ГПа = 80·109Па (додаток Б, табл.2). 

Тоді з врахуванням останнього, з умови міцності діаметр вала обчислюємо по формулі: 
Визначаємо потрібні діаметри вала на всіх ділянках. 

Ділянка І:         

Ділянка ІI:       

Ділянка IIІ:      

Ділянка ІV:       
4. Визначення діаметрів вала на кожній ділянці з умови жорсткості. 

Умова жорсткості при крученні має вид: 

Полярний момент інерції перерізу Jpi на ділянці суцільного однорідного вала круглого перерізу визначається по формулі: 

Тоді з врахуванням останнього з умови жорсткості діаметр вала обчислюємо по формулі: 
Визначимо потрібні діаметри вала на всіх ділянках. 


Ділянка І:         

Ділянка ІI:       

Ділянка IIІ:      

Ділянка ІV:       
Потрібні діаметри вала на кожній ділянці, знайдені з умови жорсткості більші, ніж відповідні, що визначені з умови міцності при крученні. Приймаємо більші значення діаметрів вала.  
Відповідно до СТ СЭВ 514-77 (ряд Ra40) необхідно прийняти стандартні значення діаметрів вала на ділянках: 
d1= 0,042м = 42мм; d2 = 0,038м = 38мм; d3 = 0,05м = 50мм; d4 = 0,045м = 45мм. 
5. Визначення абсолютних та відносних кутів повороту поперечних перерізів ділянок валу. 
При дослідженні вала на жорсткість при крученні визначають куті закручення перерізів вала. По формулам обчислимо абсолютні та відносні кути закручення перерізів на кожній ділянці вала.
Ділянка І:         




Ділянка ІI:       




Ділянка IIІ:      




Ділянка ІV:       




Аналізуючи отримані значення відносних кутів закручення встановлюємо, що умова жорсткості вала виконується: Θ max ≤ [Θ] тобто 0,024рад/м ≤ 0,028рад/м. 
Визначимо абсолютні кути повороту перерізів в граничних точках В, С, D, Е відносно умовно нерухомого перерізу А: 
φВ–А = φ1 = 0,021 рад; 
φС–А = φ1 + φ2 = 0,021 + 0,033 = 0,054 рад; 
φD–А = φ1 + φ2 + φ3 = 0,021 + 0,033 – 0,014 = 0,040 рад;  
φЕ–А = φ1 + φ2 + φ3 + φ4 = 0,021 + 0,033 – 0,014 – 0,017 = 0,023 рад. 
Отримані значення ординат відкладаються в обраному масштабі відповідно перерізів і їх кінцівки послідовно з’єднуються прямими лініями. Отримані графічні зображення є епюрами кутових переміщень (рис. 2.4) і відносних кутів закручення (рис. 2.5). 
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Рисунок 2 – Дослідження валу на міцність та жорсткість при крученні

Завдання до виконання роботи
 
Виконати дослідження та розрахунок суцільного валу круглого перерізу на міцність та жорсткість при крученні. 
Вихідні дані до дослідження надані в таблицях 2.1 і 2.2. 
 
Зміст звіту 
1. Аналіз схеми навантаження вала. 
2. Визначення чисельного значення та напряму невідомого врівноважувального моменту Т0. 
3. Визначення крутних моментів в перерізах вала та побудування епюри крутних моментів Мк. 
4. Визначення необхідних діаметрів вала на кожній ділянці з умови міцності при крученні.
5. Визначення необхідних діаметрів вала на кожній ділянці.з умови жорсткості. Остаточний висновок про розміри діаметрів на ділянках валу. 
6. Розрахунок абсолютних та відносних кутів закручення валу та побудова їх епюри.
7. Визначення переміщення перерізів валу. 
8. 
Вихідні дані до розрахунку валу при крученні
	Букви прізвища
	Номер схеми
	Зовнішні моменти, Нм
	Розміри вала, м
	[τ],
МПа
	[Θ],
рад/м

	
	
	Т1
	Т2
	Т3
	Т4
	l1
	l2
	l3
	l4
	
	

	А, Б, В
	1
	100
	100
	110
	210
	0,4
	0,5
	0,1
	0,7
	10
	0,02

	Г, Ґ, Д
	2
	200
	200
	120
	220
	0,5
	0,6
	0,2
	0,8
	20
	0,022

	Е, Ж, З,
	3
	300
	300
	130
	230
	0,6
	0,7
	0,3
	0,9
	30
	0,024

	І, Ї, К
	4
	400
	400
	140
	240
	0,7
	0,8
	0,4
	1,0
	40
	0,025

	Л, М, Н
	5
	500
	500
	150
	250
	0,8
	0,9
	0,5
	0,4
	50
	0,028

	О, П, Р
	6
	600
	600
	160
	260
	0,9
	1,0
	0,6
	0,5
	60
	0,03

	С, Т, У
	7
	700
	700
	170
	270
	1,0
	1,1
	0,7
	0,6
	70
	0,032

	Ф, Х, Ц
	8
	800
	800
	180
	280
	0,9
	1,2
	0,8
	0,7
	80
	0,034

	Ч, Ш, Щ,
	9
	900
	900
	190
	290
	0,8
	1,3
	0,9
	0,8
	90
	0,035

	Є, Ю, Я
	0
	1000
	1000
	200
	300
	0,7
	1,4
	1,0
	0,9
	100
	0,025

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	0
	1

	Примітка: При виборі варіанту слід пронумерувати букви прізвища і відповідно до номеру букви обирати дані з таблиці. Для всіх варіантів матеріал вала – вуглецева сталь.
Наприклад: І В А Н Ч Е Н К О В
                    1 2  3  4  5 6  7  8  9  0
З таблиці обираємо: схема 4, Т1=100Нм, Т2=100Нм, Т3=150Нм, Т4 =290Нм,
l1=0,6м, l2=0,9м, l3=0,4м, l4=0,5м, [τ]=10МПа, [Θ]=0,02рад/м.
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Питання до захисту практичної роботи 
 
1. При якому навантаженні прямий брус отримує деформацію кручення? 
2. Який випадок плоского напруженого стану називають чистим зсувом? 
3. Що називають кутом зсуву? Що таке відносний зсув і чому він дорівнює? 
4. Як записується закон Гука при зсуві? 
5. Що розуміють під модулем зсуву? 
6. Як визначають чисельне значення, напрям і знак крутильного моменту в довільному поперечному перерізі бруса? 
7. Що представляє собою епюра крутильних моментів і як вона будується? Для чого вона потрібна? 
8. Які напруження виникають в поперечних перерізах круглого бруса при крученні і як вони розподіляються по перерізу? 
9. Як записується умова міцності при крученні? 
10. Що називають полярним моментом інерції переріза? Чому дорівнює полярний момент інерції круглого переріза? 
11. Що називають полярним моментом опору переріза? Чому дорівнює полярний момент опору круглого переріза? 
12. Що представляє собою епюра напружень при крученні вала? 
13. Чому вал кільцевого поперечного перерізу більш економічний ніж суцільний? 
14. Що розуміють під жорсткістю вала при крученні? 
15. Що розуміють під абсолютним та відносним кутом закручення вала? 
16. Як записується умова жорсткості при крученні? 
17. Що представляє собою епюра кутів закручення і як вона будується? 
18. Що таке відносний кут закручення? Чи має сенс поняття сумарного відносного кутів закручення для ступінчатого вала? 
 


[bookmark: _Toc216994] Додаток А 
Таблиця 1
 Значення допустимих напружень деяких конструкційних матеріалів 
 
	Матеріал 
	Твердість, НВ 
	Допустимі напруження, МПа 

	
	
	розтяг 
	стиск 

	Чавун 
	170 – 240  
	14 
	50 

	Низьковуглецева сталь марки Ст3 
	150 – 170  
	160 
	160 

	 Вуглецева якісна марки сталь 45 
	160 – 190  
	200 
	200 

	Конструкційна легована сталь марки 40Х 
	265 – 315  
	300 
	300 

	Мідь 
	3,5 
	80 
	80 

	Латунь 
	55 – 150  
	100 
	100 

	Бронза 
	66 – 200  
	80 
	100 

	Дюралюміній 
	45 – 113  
	125 
	125 


 
 
 
Таблиця 2 
 
Значення модуля пружності деяких конструкційних матеріалів 
 
	Матеріал 
	Модуль пружності Е, МПа
	Модуль зсува G, МПа 

	Сталь  
	2·105 – 2,2∙105 
	0,81·105 

	Чавун 
	1,15·105 – 1,6·105 
	0,45·105 

	Мідь та її сплави (латунь, бронза) 
	1,0 ·105 
	0,25·105 

	Дюралюміній 
	0,7·105 – 0,99∙105 
	0,27·105 

	Склопластик  
	1∙104 
	0,22·105 

	Деревина: вздовж волокон  
	0,11∙105 
	0,006·105 

	                 поперек волокон 
	0,05∙105 – 0,14∙105 
	- 

	Бетон 
	0,03 
	- 
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 Таблиця 1 
Нормальні лінійні розміри по СТ СЭВ 514-77 (витяг лінійних розмірів з стандарту в інтервалі від 10 до 950мм)
	Ряд

	Ra5
	Ra10
	Ra20
	Ra40
	Ra5
	Ra10
	Ra20
	Ra40
	Ra5
	Ra10
	Ra20
	Ra40
	Ra5
	Ra10
	Ra20
	Ra40

	10
	10
	10
	10
	25
	25
	25
	25
	63
	63
	63
	63
	160
	160
	160
	160

	
	
	
	10.5
	
	
	
	26
	
	
	
	67
	
	
	
	170

	
	
	11
	11
	
	
	28
	28
	
	
	71
	71
	
	
	180
	180

	
	
	
	11.5
	
	
	
	30
	
	
	
	75
	
	
	
	190

	
	12
	12
	12
	
	32
	32
	32
	
	80
	80
	80
	
	200
	200
	200

	
	
	
	13
	
	
	
	34
	
	
	
	85
	
	
	
	210

	
	
	14
	14
	
	
	36
	36
	
	
	90
	90
	
	
	220
	220

	
	
	
	15
	
	
	
	38
	
	
	
	95
	
	
	
	240

	16
	16
	16
	16
	40
	40
	40
	40
	100
	100
	100
	100
	250
	250
	250
	250

	
	
	
	17
	
	
	
	42
	
	
	
	105
	
	
	
	260

	
	
	18
	18
	
	
	45
	45
	
	
	110
	110
	
	
	280
	280

	
	
	
	19
	
	
	
	48
	
	
	
	120
	
	
	
	300

	
	20
	20
	20
	
	50
	50
	50
	
	125
	125
	125
	
	320
	320
	320

	
	
	
	21
	
	
	56
	56
	
	
	
	130
	
	
	
	340

	
	
	22
	22
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