ЛЕКЦІЯ №5
Тема «Розрахунок брусів на міцність і жорсткість при деформаціях кручення»
На кручення працюють багато елементів машин і механізмів: вали, рами автомобілів, окремі частини станин металорізальних верстатів, фрези, свердла тощо.
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ (ЗАГАЛЬНІ ПОНЯТТЯ)
При деформації кручення в поперечному перерізі бруса виникає одне з внутрішніх зусиль крутний момент Мкр.
Величина Мкр у довільному перерізі бруса дорівнює алгебраїчній сумі скручувальних моментів, прикладених по одну сторону перерізу. Скручувальний момент, що діє за ходом годинникової стрілки (якщо дивитись із горця бруса), записують зі знаком «+», проти — зі знаком «-».
Дільниця навантаження при крученні — частина бруса, на якій Мкр змінюється за одним і тим же законом. Як правило, на дільниці величина Мкр постійна (Мкр = const). Границями дільниць є торцеві перерізи і перерізи, де прикладені скручувальні моменти.
При розрахунках часто використовують залежності між величиною cкручувального моменту Т, потужністю Р і кутовою швидкістю (ω або п):
,			(3.1)
де Р — число ват; ω— кутова швидкість в с-1;
		(3.2)
де Р — число кіловат; п — число обертів за хвилину;
		(3.3)
де Р — число кінських сил; п — число обертів за хвилину.
У більшості випадків бруси, що працюють на кручення, мають круглий переріз, суцільний або кільцевий.
ОСНОВНІ ЗАЛЕЖНОСТІ ПРИ КРУЧЕННІ КРУГЛИХ БРУСІВ
У поперечних перерізах при крученні бруса круглого перерізу виникають тільки дотичні напруження.
Величина дотичного напруження прямо пропорційна віддалі р від центра ваги перерізу (рис. 3.1) і обчислюється за формулою:
			(3.4)
де — полярний момент інерції перерізу.
Для круглого суцільного перерізу[image: ]
.		(3.5)
Для кільцевого перерізу:
		(3.6)
Тут
,				(3.7)
Де  і , відповідно, зовнішній і внутрішній діаметри кільця.
Умова міцності:
			(3.8)
де  — найбільше дотичне напруження, що виникає в небезпечному перерізі бруса; Мкр — крутний момент у небезпечному перерізі бруса, ; — полярний момент опору перерізу; [т] — допустиме напруження при крученні.

Для суцільного перерізу:
.			(3.9)
Для кільцевого перерізу:
		(3.10)
Дільниця максимальних напружень — частина бруса, де величина  змінюється за одним і тим же законом. Як правило, на дільниці  = const. Границями дільниць є торцеві перерізи і перерізи, де прикладені скручупальні моменти або змінюються розміри чи форма перерізу.
Взаємний кут повороту торцевих перерізів дільниці деформації називається її кутом закручування. Дільниця деформації — це частина бруса, де величина  і розміри перерізу (полярний момент інерції перерізу ) змінюються за одними і тими ж законами, а матеріал бруса (модуль зсуву G) один і той же. Границями дільниць є торцеві перерізи і перерізи, де прикладені скручувальні моменти або змінюються розміри чи форма перерізу, а також межі різних матеріалів. Кут закручування дільниці визначають за формулою:
.			(3.11)
 — довжина дільниці.
Добуток GJp називається жорсткістю перерізу при крученні.
При Мкр= const і  = const кут закручування дільниці обчислюють за формулою:
.				(3.12)
Кут закручування частини бруса, що знаходиться між двома перерізами, дорівнює алгебраїчній сумі кутів закручування дільниць, що знаходяться між цими перерізами.
Відносний кут закручування .
Для дільниці з постійними крутним моментом і жорсткістю
			(3.13)
Умова жорсткості:
			(3.14)
де  — максимальна величина крутного моменту.
КРУЧЕННЯ БРУСІВ НЕКРУГЛОГО ПЕРЕРІЗУ
При крученні брусів некруглого перерізу максимальне дотичне напруження і відносний кут закручування обчислюють за формулами:
			(3.15)
			(3.16)
Тут  - момент опору перерізу при крученні, має розмірність [L3];
 - момент інерції перерізу при крученні, має розмірність [L4].
Нижче наведено значення  і  для деяких перерізів.
1. Еліптичний переріз (рис. 3.2):
			(3.17)
				(3.18)
Вподовж довільного радіуса напруження розподіляються за лінійним законом і паралельні дотичній до контуру в точці перетину радіуса з контуром. Максимальні дотичні напруження  діють на кінцях малої осі.
Напруження на кінцях великої осі:
			(3.19)
2. Прямокутний переріз (рис. 3.3):
			(3.20)
			(3.21)
Тут  — розмір більшої, а b — меншої сторони прямокутника. Максимальні напруження  діють посередині більших сторін. Дотичні напруження посередині меншої сторони прямокутника:
			(3.22)
[image: ]
Коефіцієнти 𝛂, β і γ залежать від співвідношення сторін  і  і наведені в табл.. 3.1.
При  приймають  і  
Таблиця 3.1
	
	1,0
	1,5
	1,75
	2,0
	2,5
	3,0
	4,0
	6,0
	8,0
	10,0
	∞

	𝛂
	0,208
	0,231
	0,239
	0,246
	0,256
	0,267
	0,282
	0,299
	0,307
	0,313
	0,333

	
	0,141
	0,196
	0,214
	0,229
	0,249
	0,263
	0,281
	0,299
	0,307
	0,313
	0,333

	
	1,000
	0,859
	0,795
	0,766
	0,753
	0,745
	0,743
	0,742
	0,742
	0,742
	0,742


3. Рівносторонній трикутник (а – його сторона)
			(3.23)
			(3.24)
Найбільші дотичні напруження виникають посередині сторін.
Аналогічні формули отримані для інших правильних багатокутників. Вони наведені в довідниках.
КРУЧЕННЯ ТОНКОСТІННИХ ПРОФІЛІВ
У практиці знаходять широке застосування тонкостінні профілі: прокатні профілі (кутик, двотавр, швелер), тонкостінні труби, гнуті та зварні профілі різної форми. Вони можуть бути замкненими і відкритими.
А. Замкнені профілі (рис. 3.4). Напруження в довільній точці тонкостінного замкненого профілю обчислюють за формулою Бредта:[image: ]
	(3.25)
де  — площа, обмежена середньою лінією профілю;  — товщиі н місці визначення .
Максимальні дотичні напруження виникають в місцях, де стінка профілю має мінімальну товщину:
,				(3.26)
Де  - найменша товщина стінки.
				(3.27)
Відносний кут закручування обчислюють за формулою:
			(3.28)
де  — елемент середньої лінії профілю. Інтегрування виконується по довжині  середньої лінії профілю:
.			(3.29)
Якщо δ = const, то
			(3.30)
.			(3.31)
Для тонкостінного круглого кільця (при відношенні товщини стінки до середнього діаметра Dс кільця   < 0,1):
,			(3.32)
			(3.33)

ВІДКРИТІ ТОВСТОСТІННІ ПРОФІЛІ
Довільний відкритий профіль можна представити як суму вузьких прямокутників (рис. 3.5).
Відповідно:
		(3.34)
де  і і більша і менша сторони прямокутника;  - коефіцієнт, що визначається за табл. 4.1.
			(3.35)
де  і  – коефіцієнти визначені за табл.. 4.1.
Якщо  і , то  і
[image: ];  		(3.36)
			(3.37)
де  – товщина середньої лінії відкритого профілю.
Для профільного прокату:
			(3.38)
Коефіцієнт  дорівнює:
1,00 — для куткового перерізу;
1 20 — для двотаврового перерізу;
1,15 — для таврового перерізу;
1,12 — для швелерного перерізу.
				(3.39)
де  — найбільша з товщин прямокутників, що утворюють переріз.

РОЗРАХУНКИ НА КРУЧЕННЯ ПРЯМИХ БРУСІВ
Круглі бруси, що сприймають обертові або скручувальні моменти, завжди розраховують на міцність і часто — на жорсткість. Зустрічаються три типи задач.
I. Перевірний розрахунок. За відомими крутним моментом, розмірами перерізу бруса і механічними характеристиками матеріалу обчислюють максимальні дотичне напруження та відносний кут закручування і порівнюють їх з допустимими значеннями, ,  (приклад 3.1).
II. Визначення вантажопідйомності бруса. Переріз відомий. З умов  і  обчислюють допустиме значення крутного моменту  (приклад 3.4). Допустима величина скручувального моменту  і є вантажопідйомністю.
III. Проектувальний розрахунок. З умов міцності і жорсткості визначають необхідні розміри перерізу. Остаточно приймають більші розміри, що задовольняють обидві умови (приклад 3.2).
При крученні брусів некруглого і тонкостінного профілів зустрічаються, в основному, задачі типу І і II.




КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ
1. Як обчислити дотичні напруження в довільній точці перерізу? Який вигляд має епюра розподілу дотичних напружень по діаметру перерізу? 
2. Як обчислити полярні моменти інерції перерізу і полярні моменти опору круглих суцільного і кільцевого перерізів? 
3. Як записують умову міцності? 
4. Як обчислити абсолютний і відносний кути закручування? Які їх розмірності? 
5. Як записують умову жорсткості? 
6. Що таке дільниці навантаження, максимальних дотичних напружень і деформацій? Що є їх границями? 
7. Як обчислити кут повороту частини бруса між двома перерізами? 
8. Які перерізи є характерними?
9. Як обчислити максимальне дотичне напруження?
10.Як обчислити моменти опору при крученні еліптичного і прямокутного перерізів?
11.Як обчислити моменти інерції при крученні еліптичного перерізу?
12.Як обчислити момент опору і момент інерції при крученні перерізу у вигляді рівностороннього трикутника?
13.Як обчислити момент інерції перерізу при крученні тонкостінного відкритого профілю?
14.Як. обчислити момент інерції і момент опору перерізу тонкостінного відкритого профілю при крученні?

ПРИКЛАДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ЗАДАЧ
Приклад 3.1. До сталевого бруса, розрахункова схема якого показана на рис. 3.6, а, прикладено скручувальні моменти .
Побудувати епюри крутних моментів Mкр і кутів повороту φ перерізів, перевірити міцність і жорсткість бруса, якщо діаметр d = 70 мм, модуль зсуву G = 8×104 МПа, допустиме напруження [τ] = 70 МПа, допустимий відносний кут повороту [θ] = 1,5 град/м.
Розв'язання.
1. Побудова епюри крутних моментів.
а) Визначаємо дільниці. Їх три: 
І - ВС, II – СD, ІІІ - DE.
б) Обчислюємо величину крутного моменту для кожної дільниці:
 
 
.
в) Будуємо епюру Mкр (рис. 3.6, б).
2. Побудова епюри кутів закручування.
Обчислюємо кути повороту характерних перерізів D, С, В відносно нерухомого перерізу Е. 
[image: ]Кут закручування дільниці обчислюємо за формулою (3.12):
 .
Жорсткість  по всій довжині вала постійна. Тому дільниці деформацій збігаються з дільницями навантаження.
Полярний момент інерції .
Тоді
.
 
.
 .
Розмірність: G — Н/м2; Mкр— Нм; d, l — м.
За отриманими даними будуємо епюру φ (рис. 3.2, в).

3. Обчислюємо  і  за формулами (3.8), (3.14) і перевіряємо виконання умов міцності і жорсткості.
 
. Умова міцності виконується.
 
 Умова жорсткості виконується.
Розмірність:  — Нм; d — м;  — Нм2
Приклад 3.2. Сталевий вал передає потужність Р = 70 к. с. при кутовій швидкості п= 1000 об/хв. Визначити діаметр вала, якщо допустиме дотичне напруження для матеріалу вала [τ] = 80 МПа, а допустимий відносний кут закручування [θ] = 1 град/м, G = 8×104МПа.
Розв'язання. 1. Визначення діаметра вала з умови міцності (3.8):
 
Тоді

2. Визначення діаметра вала з умови жорсткості (3.14):
 
Тоді

Розмірність: [τ], θ — Н/м2.
Приймаємо: d = 44 мм.
Приклад 3.3. Порівняти вагу суцільного і пустотілого валів, спроектованих і.і умови, що вони сприймають однакові крутні моменти. Внутрішній діаметр пустотілого вала складає 0,8 від зовнішнього.
Розв'язання. Відношення ваг валів дорівнює відношенню площ їх перерізів.

Тоді
 
Співвідношення між діаметром  суцільного вала і зовнішнім діаметром  пустотілого вала визначимо з умови рівності максимальних дотичних напружень.
 
Тоді
 
Відповідь: 
Приклад 3.4. Як зміняться кут закручування і вантажопідйомність бруса, якщо круглий поперечний переріз замінити квадратним? Квадрат вписаний в круг (рис. 3.7).[image: ]
Розв'язання. 1. Обчислення відношення кутів закручування перерізів квадратної φкв і круглої φкр форм:
[bookmark: _GoBack]


2. Обчислення зміни вантажопідйомності бруса.
Вантажопідйомність бруса визначається допустимою величиною крутного моменту. Тому її зміна

Максимальні дотичні напруження в обох випадках однакові і дорівнюють допустимому:
.
Тоді 

 
 
Відповідь: кут закручування збільшиться в 2,785 рази, а вантажопідйомність зменшиться на 62,5%.
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