Поверхні другого порядку та їх канонічні рівняння

§1. Поверхні обертання. Поверхні обертання 
другого порядку

1.1. У шкільному курсі геометрії вивчались такі поверхні, як циліндр, конус, сфера. Всіх їх об’єднує одна спільна властивість, а саме, всі ці поверхні можна отримати обертанням деякої лінії навколо осі.

Дамо означення поверхні обертання у загальному випадку. Нехай у просторі задано пряму 
[image: image1.wmf]l

 і точку 
[image: image2.wmf]M

 поза нею (рис. 1). Проведемо через точку 
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 площину 
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 перпендикулярно до прямої 
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. Точку перетину площини 
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 і прямої 
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 позначимо 
[image: image8.wmf]P

. У площині 
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 розглянемо коло 
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 з центром у точці 
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 і радіусом 
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Рис. 1
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Рис. 2


Означення 1. Коло 
[image: image15.wmf]w

 називається колом обертання точки 
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 навколо прямої 
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, а сама пряма 
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 – віссю обертання.

Розглянемо деяку плоску лінію 
[image: image19.wmf]L

, що лежить у одній площині з прямою 
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 (рис. 2). Приймемо 
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 за вісь обертання і розглянемо множину всіх кіл обертання для всіх можливих точок 
[image: image22.wmf]N

 лінії 
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 (рис. 2).

Означення 2. Множина всіх кіл обертання точок лінії 
[image: image24.wmf]L

 навколо осі 
[image: image25.wmf]l

 називається поверхнею обертання. Ще кажуть, що поверхня обертання отримується обертанням плоскої лінії 
[image: image26.wmf]L

 навколо осі 
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, яка лежить у площині цієї лінії.

Знайдемо рівняння поверхні обертання. Для цього приймемо за вісь обертання вісь 
[image: image28.wmf]Oz

, криву 
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 розмістимо у тій півплощині 
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, де 
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. Рівняння кривої 
[image: image32.wmf]L

 запишемо у вигляді
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На рис. 2 крива 
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, обертаючись навколо осі 
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, утворює поверхню 
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Візьмемо на кривій 
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 довільну точку 
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. Ця точка при обертанні навколо осі 
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 описує коло 
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, що лежить у площині 
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, перпендикулярній осі 
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. Радіус цього кола 
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, а центр знаходиться на осі 
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 у точці 
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 (рис. 2).

Ще раз звертаємо увагу на те, що координати точки 
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 лінії 
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 ми позначаємо великими буквами 
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YZ

, а координати точки 
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 поверхні – малими буквами 
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Рівняннями кола, що проходить через точку 
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 поверхні (рис. 2), є рівняння 
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Зі свого боку, координати точки 
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 лінії 
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 задовольняють рівнянню 
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Якщо в рівняння (3) замість координат 
[image: image56.wmf]Y

 і 
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 точки 
[image: image58.wmf]N

 лінії 
[image: image59.wmf]L

 підставити згідно з (2) їх вирази через координати 
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 змінної точки 
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поверхні обертання, то отримаємо рівняння
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Це рівняння і буде шуканим рівнянням поверхні обертання, оскільки йому задовольняють координати будь-якої точки 
[image: image63.wmf]M

 цієї поверхні.

Отже, якщо точка лежить на поверхні обертання, то координати цієї точки задовольняють рівнянню (4).

Навпаки, нехай 
[image: image64.wmf](

)

***

;;

Mxyz

 – довільна точка простору, координати якої задовольняють рівнянню (4). Покажемо, що точка 
[image: image65.wmf]M

 лежить на поверхні обертання. Для цього розглянемо коло з центром у точці 
[image: image66.wmf]K

, яке описує точка 
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, обертаючись навколо осі 
[image: image68.wmf]Oz

. Радіус цього кола дорівнює 
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оскільки точка 
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 має координати 
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. Нехай 
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 – точка перетину цього кола з півплощиною 
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, якій відповідає додатна ордината. Ця точка має координати 
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. З (4) випливає, що координати точки 
[image: image75.wmf]N

 задовольняють рівнянню (1). Тому ця точка лежить на кривій 
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, а отже, точка 
[image: image77.wmf]M

 лежить на поверхні обертання.

Відмітимо, що зв’язок між рівняннями (1) лінії 
[image: image78.wmf]L

 і рівнянням (4) поверхні, що утворюється обертанням цієї лінії навколо осі 
[image: image79.wmf]Oz

, дуже простий: щоб отримати рівняння поверхні обертання (4), потрібно у рівнянні лінії (1) координату 
[image: image80.wmf]z

, тобто координату вздовж осі обертання, залишити без змін, а іншу координату (координату 
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) замінити на 
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Це правило носить загальний характер. Так, якщо задано криву, що лежить у площині 
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, тобто має рівняння 
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і потрібно знайти рівняння поверхні, яка утворюється обертаннями цієї кривої навколо осі 
[image: image85.wmf]Oy

, то у першому рівнянні (5) змінну 
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 слід замінити на 
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, а змінну 
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 залишити без змін. Рівняння поверхні обертання у цьому випадку буде таким 
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З викладеного вище випливає наступна ознака, яка дозволяє відрізнити за рівнянням будь-яку поверхню обертання з віссю, що співпадає з однією із координатних осей: дві з трьох координат входять до рівняння поверхні тільки у вигляді суми їх квадратів; віссю обертання є та вісь, координата якої входять до рівняння окремо. Наприклад, рівняння 
[image: image90.wmf]22
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 є рівняннями поверхні обертання, вісь якої співпадає з координатною віссю 
[image: image91.wmf]Ox
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1.2. Знайдемо для прикладу рівняння поверхонь, що утворюються обертаннями кривих другого порядку навколо їх осей симетрії.

Вісь обертання приймемо за вісь 
[image: image92.wmf]Oz

; криві будемо розміщувати у площині 
[image: image93.wmf]yOz

. Рівняння поверхонь знайдемо за рівнянням (4).

1º. Еліпсоїд обертання. Розглянемо еліпс
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Обертаючи його навколо осі 
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, отримаємо поверхню обертання, рівняння якої 
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Означення 3. Поверхня, яка визначається рівнянням (6), називається еліпсоїдом обертання.

Якщо еліпс обертається навколо малої осі 
[image: image97.wmf](
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, то еліпсоїд обертання називають стиснутим (рис. 3). Якщо ж віссю обертання є більша вісь 
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, то еліпсоїд обертання називають видовженим або витягнутим (рис. 4).
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Рис. 3
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Рис. 4


2º. Гіперболоїд обертання. Розглянемо у площині 
[image: image101.wmf]yOz

 дві спряжені гіперболи 
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Обертаючи ці гіперболи навколо осі 
[image: image104.wmf]Oz

, отримаємо дві наступні поверхні обертання:
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Означення 4. Поверхня, яку задано рівнянням (7), називається однопорожнинним гіперболоїдом обертання (рис. 5).

Означення 5. Поверхня, яку задано рівнянням (8), називається двопорожнинним гіперболоїдом обертання (рис. 6).
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Рис. 5
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Рис. 6


Розглянемо рівняння асимптот гіперболи 
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Оскільки рівнянням пари асимптот є рівняння 
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то обертаючи навколо осі 
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 ці асимптоти, отримаємо поверхню обертання з рівнянням
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Означення 6. Поверхня, яку задано рівнянням (10), називається конусом обертання (рис. 7). 

Оскільки прямі (9), які утворюють при обертанні конус, є асимптотами гіпербол, що у свою чергу при обертанні утворюють гіперболоїди, порожнини останніх, віддаляючись від площини 
[image: image113.wmf]xOy

, необмежено наближаються до порожнин конуса, намагаючись з ними злитися.

Означення 7. Конус (10) називається асимптотичним конусом гіперболоїдів (7) і (8).

3º. Параболоїд обертання. Розглянемо рівняння параболи, яка лежить у площині 
[image: image114.wmf]yOz

 і віссю якої є вісь 
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Обертаючи цю параболу навколо осі 
[image: image117.wmf]Oz

, отримаємо поверхню 

	
[image: image118.wmf]22

2

xypz

+=

.
	(11)


Означення 8. Поверхня, яка визначається рівнянням (11), називається параболоїдом обертання (рис. 8).
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Рис. 7
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Рис. 8


§2. Поверхні другого порядку. Еліпсоїд

2.1. Означення 1. Поверхнею другого порядку називається множина всіх точок простору, координати яких у деякій декартовій прямокутній системі координат задовольняють рівнянню
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де 
[image: image122.wmf],,,
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 – дійсні числа, причому хоча б один з коефіцієнтів 
[image: image123.wmf],,,,,
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 відмінний від нуля (див. §5 гл. XII).

Домовляємось не розглядати випадок циліндричних поверхонь другого порядку, тобто випадок, коли ліва частина рівняння (1) залежить лише від двох змінних, наприклад, залежить від 
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 і 
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 і не залежить від 
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. Циліндричні поверхні розглядались нами у §2 гл. XVI.

Для інших випадків рівняння поверхні (1) у відповідним чином вибраній системі координат (див. §5 гл. XII) зводиться до одного з двох типів
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З поверхонь, що визначаються рівняннями типу (2), найбільш цікавими є еліпсоїди і гіперболоїди. Рівняння типу (3) описують параболоїди.

При вивченні кривих другого порядку спочатку давалось геометричне означення кривої, а потім виводилось її рівняння. Поверхні другого порядку досить складно означити як геометричне місце точок. Тому за вихідні будемо брати різні рівняння типу (2) або (3) і досліджувати поверхні, що їм відповідають. Для цього будемо керуватись аналогіями з рівняннями кривих другого порядку. Так, рівняння типу (2) за умови, що 
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де 
[image: image137.wmf]222
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abc

 – додатні числа, геометричний зміст яких поки що не визначений. Вигляд поверхні залежить від комбінації знаків у лівій частині рівняння (4). Будемо розглядати всі можливі комбінації.

2.2. Означення 2. Еліпсоїдом називається множина всіх точок  простору, координати яких у деякій прямокутній декартовій системі координат задовольняють рівнянню
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Означення 3. Система координат, в якій еліпсоїд задано рівнянням (5), називається канонічною системою, а саме рівняння – канонічним рівнянням еліпсоїда.

Визначати форму і вивчати геометричні властивості еліпсоїда будемо за схемою, аналогічною тій, якою ми керувались при дослідженні еліпса (див. §2 гл. XIV).

Змінна 
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 входить до рівняння (5) з квадратом. Тому, якщо точка 
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 лежить на еліпсоїді, то на ньому буде лежати і точка 
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 (рис. 1). Це означає, що координатна площина 
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 є площиною симетрії еліпсоїда. Аналогічні міркування справедливі для змінних 
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 і 
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. Можна розглянути 
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Рис. 1
	всі інші можливі комбінації знаків змінних, наприклад, якщо одна з точок 
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 або 
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 лежить на еліпсоїді, то на ньому буде лежати і друга точка. Отже, оскільки змінні 
[image: image150.wmf],,

xyz

 входять до рівняння (5) тільки з квадратом, то еліпсоїд симетричний відносно координатних площин, координатних осей і початку координат.


Означення 4. Центр симетрії еліпсоїда називається центром еліпсоїда.

Покажемо, що будь-яка пряма, яка проходить через центр еліпсоїда, перетинає його у двох точках, симетричних відносно центра.

Нехай параметричні рівняння прямої 
[image: image151.wmf]l

, що проходить через початок координат, мають вигляд
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Знайдемо параметри точок перетину прямої 
[image: image155.wmf]l

 з еліпсоїдом (5), розв’язавши рівняння
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Отже, пряма 
[image: image159.wmf]l

 перетинає еліпсоїд у двох точках
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симетричних відносно початку координат.

Визначимо межі змінювання координат точок еліпсоїда. З рівняння (5) маємо:
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Рис. 2
	Звідси випливає, що точки еліпсоїда розміщуються всередині паралелепіпеда 
[image: image166.wmf]12341234
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, зображеного на рис. 2

Знайдемо точки перетину еліпсоїда (5) з осями координат. Звичайно, ці точки можна отримати безпосередньо з (6). Проте зручніше отримати координати точок перетину, наприклад, 


з віссю 
[image: image167.wmf]Ox

, розв’язавши спільно рівняння еліпсоїда і осі 
[image: image168.wmf]Ox

:
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В результаті отримуємо точки перетину 
[image: image172.wmf](
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. Аналогічно, приходимо до точок перетину еліпсоїда з віссю 
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 і віссю 
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 (рис. 2).

Отже, еліпсоїд з кожною віссю координат перетинається у двох точках, які симетричні відносно його центра.

Означення 5. Точки 
[image: image180.wmf]121212
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 називаються вершинами еліпсоїда, а відрізки 
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 – його осями. Числа 
[image: image184.wmf],,
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 називаються півосями еліпсоїда. Якщо всі ці числа попарно різні, то еліпсоїд називається тривісним. Якщо дві півосі дорівнюють одна одній, то еліпсоїд називається двовісним або еліпсоїдом обертання (див. формулу (6) §1).

Нижче будемо досліджувати форму еліпсоїда методом перерізів. Перетнемо еліпсоїд площиною, паралельною площині 
[image: image185.wmf]xOy

. У перерізі отримуємо криву, рівняннями якої є
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оскільки для всіх точок площини, паралельної площині 
[image: image187.wmf]xOy

, координата 
[image: image188.wmf]z

 має постійне значення. Це значення ми позначили через 
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Перетворимо рівняння (7) до вигляду 
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Можливі три випадки:

1º. 
[image: image191.wmf]hcchc
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. У цьому випадку у перерізах маємо еліпси, центри яких лежать на осі 
[image: image192.wmf]Oz

. Дійсно, рівняння (8) можна звести до вигляду
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Оскільки 
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, то рівняння (9) у площині 
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 визначають еліпс з півосями
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і центром у точці 
[image: image198.wmf](
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. Осі симетрії цього еліпса паралельні осям 
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Зі зменшенням 
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 півосі еліпса зростають і при 
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. Отже, найбільший еліпс маємо у перерізі еліпсоїда (5) площиною 
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. Рівняннями цього еліпса є 
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2º. 
[image: image207.wmf].
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. У цьому випадку рівняння (8) набувають вигляду
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Рівнянням (11) задовольняють дві дійсні точки 
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. Отже, площини 
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 перетинають еліпсоїд у його вершинах відповідно 
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 З рівнянь (8) випливає, що 
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Першій умові (12) не задовольняє жодна дійсна точка. Тому площини, які паралельні площині 
[image: image216.wmf]xOy

 і для яких 
[image: image217.wmf]zc

>

, не перетинають еліпсоїд.

Всі еліпси, які отримуються у перерізах еліпсоїда площинами, паралельними площині 
[image: image218.wmf]xOy

, подібні між собою. Дійсно, з формул (9′) випливає, що
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тобто відношення півосей не залежить від 
[image: image220.wmf]h

.

Аналогічно, перетинаючи еліпсоїд площинами, паралельними площині 
[image: image221.wmf]yOz

, будемо також отримувати еліпси, подібні між собою Найбільший еліпс лежить у перерізі еліпсоїда площиною 
[image: image222.wmf]yOz
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Рис. 3
	Те ж саме відноситься і до перерізів еліпсоїда площинами, паралельними площині 
[image: image225.wmf]xOz

. 

Проведені дослідження дають повну уяву про геометричну форму еліпсоїда (рис. 3).




§3. Конус другого порядку
Означення 1. Конусом другого порядку називається множина всіх точок простору, координати яких у деякій декартовій прямокутній системі координат задовольняють рівнянню
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Означення 2. Система координат, відносно якої конус другого порядку має рівняння (1), називається канонічною системою координат, а саме рівняння (1) – канонічним рівнянням конуса другого порядку.

Змінні 
[image: image227.wmf],
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 і 
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 входять до рівняння (1) з квадратом. Тому, якщо точка 
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 належить конусу другого порядку, то йому буде належати і точка 
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. Геометрично це означає, що початок координат є центром симетрії, осі координат – осями симетрії, а координатні площини – площинами симетрії конуса другого порядку.

Покажемо, що рівняння (1) визначає конічну поверхню з вершиною у початку координат, тобто поверхню, яка складається з прямих, що проходять через початок координат. Нехай 
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 – довільна, відмінна від початку координат, точка, координати якої задовольняють рівнянню (1), тобто
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Тоді точка 
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, де 
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 – довільне число, також задовольняє рівнянню (1):
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Точки 
[image: image236.wmf](
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 повністю заповнюють пряму і ця пряма належить конусу.

Зі сказаного випливає, що для уявлення про вигляд поверхні (1) достатньо розглянути її переріз якою-небудь площиною 
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, паралельною площині 
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. Таким перерізом є еліпс з рівнянням
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Центр цього еліпса лежить на осі 
[image: image240.wmf]Oz

 у точці 
[image: image241.wmf](
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, а півосі дорівнюють 
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Якщо 
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, то рівнянням
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задовольняє лише точка 
[image: image246.wmf](
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. Саме у цій єдиній точці конус (1) перетинається з площиною 
[image: image247.wmf]xOy
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Означення 3. Точка 
[image: image248.wmf](
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 називається вершиною конуса (1), а вісь 
[image: image249.wmf]Oz

 – його віссю.

Означення 4. Пряма, всі точки якої лежать на поверхні другого порядку, називається твірною цієї поверхні. 

Отже, конус (1) можна розглядати як множину всіх його твірних, що проходять через вершину 
[image: image250.wmf](
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 і точки еліпса (2). 

Якщо 
[image: image251.wmf]ab
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, то рівняння (1) визначає конус обертання (див. (10) §1).

Всі еліпси, які отримуються у перерізах конуса (1) площинами, паралельними площині 
[image: image252.wmf]xOy

, подібні між собою, оскільки з формул (2) випливає, що
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тобто відношення півосей не залежить від 
[image: image254.wmf]h

.

Загальний вигляд конуса другого порядку зображено на рис. 1. Конус складається з двох порожнин, розміщених по обидва боки від вершини, і необмежено простягається вздовж осі 
[image: image255.wmf]Oz

. 
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Рис. 1
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Рис. 2
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Рис. 3


Рівняння конуса другого порядку досліджено нами для випадку, коли від’ємним у правій частині цього рівняння є член, що містить координату 
[image: image259.wmf]z

 (рівняння (1)). Якщо від’ємним буде який-небудь інший член цього рівняння, то це призведе лише до зміни розміщення конуса відносно координатних осей.

Розміщення конусів другого порядку, які описуються рівняннями
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показано відповідно на рис. 2, 3.

§4. Однопорожнинний гіперболоїд

Означення 1. Однопорожнинним гіперболоїдом називається множина всіх точок простору, координати яких у деякій декартовій прямокутній системі координат задовольняють рівнянню

	
[image: image262.wmf]222

222

1

xyz

abc

+-=

.
	(1)


Означення 2. Система координат, в якій однопорожнинний гіперболоїд має рівняння (1), називається канонічною системою координат, а саме рівняння (1) – канонічним рівнянням однопорожнинного гіперболоїда.

Отримати уявлення про форму поверхні (1) можна за тією ж схемою, що й у випадку еліпсоїда. При цьому ряд властивостей однопорожнинного гіперболоїда залишаються аналогічними відповідним властивостям еліпсоїда. 

Як і у випадку еліпсоїда, змінні 
[image: image263.wmf],,
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 входять до рівняння (1) з квадратом. Тому однопорожнинний гіперболоїд симетричний відносно всіх координатних площин, координатних осей і початку координат. 

Аналогічно еліпсоїду знаходяться точки перетину однопорожнинного гіперболоїда з осями 
[image: image264.wmf]Ox

 і 
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. З віссю 
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 однопорожнинний гіперболоїд перетинається у точках 
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, а з віссю 
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 – у точках 
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. Щоб знайти точки перетину однопорожнинного гіперболоїда з віссю 
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, потрібно розв’язати систему
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Тут і – уявна одиниця, тобто 
[image: image274.wmf]2
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. Отже, з віссю 
[image: image275.wmf]Oz

 однопорожнинний гіперболоїд не перетинається в жодній точці простору.

Означення 3. Точки 
[image: image276.wmf]1212
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 називаються вершинами, відрізки 
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 і 
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 – дійсними осями, а вісь 
[image: image279.wmf]Oz

 – уявною віссю однопорожнинного гіперболоїда. Числа 
[image: image280.wmf],,
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 називаються його півосями.

Дослідимо перетин однопорожнинного гіперболоїда і прямої, що проходить через початок координат. Нехай через початок координат 
[image: image281.wmf](
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 проведено пряму 
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 паралельно вектору 
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. Довільна точка на цій прямій має координати 

	
[image: image284.wmf],,
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де 
[image: image285.wmf]t

 – відповідне дійсне число. Для знаходження точок перетину прямої (3) з поверхнею (1) підставимо співвідношення (3) у формулу (1):
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де 
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Можливі три випадки:

1о. 
[image: image288.wmf]222
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. У цьому випадку квадратне рівняння (4) відносно 
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 має два дійсних корені 
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 а тому пряма 
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 перетинає однопорожнинний гіперболоїд у двох точках 
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симетричних відносно початку координат. 

2о. 
[image: image294.wmf]0
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. У цьому випадку пряма 
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 не перетинає однопорожнинний гіперболоїд. 

3о. 
[image: image296.wmf]0
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. Розв’язками рівняння (4) у цьому випадку є комплексно-спряжені числа 
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. Тому дійсних точок перетину прямої 
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 і однопорожнинного гіперболоїда не існує.

Вияснимо геометричний зміст отриманих результатів. Для цього складемо рівняння конуса другого порядку 
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з тими ж величинами 
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, що й в (1). 

Нехай для прямої 
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 з напрямним вектором 
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 виконується умова 2о. 
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Тоді точка 
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 є точкою конуса (6) і цьому конусу належить вся пряма (див. §3)
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Отже, пряма, яка проходить через початок координат паралельно вектору 
[image: image306.wmf]0000
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, за умови 2о є твірною конуса (6).

Означення 4. Конус другого порядку (6) називається асимптотичним конусом однопорожнинного гіперболоїда (1). Твірні цього конуса називаються асимптотами однопорожнинного гіперболоїда.
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Рис. 1
	Якщо пряма 
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, яка проходить через початок координат, знаходиться всередині асимптотичного конуса (рис. 1), то для неї 
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 (рекомен-дується показати це самостійно) і згідно з пунктом 3о вона не має з поверхнею однопорожнинного гіперболоїда спільних дійсних точок. 


Якщо ж пряма 
[image: image310.wmf]l

 проходить зовні асимптотичного конуса, то 
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 і ми маємо випадок 1о, тобто пряма 
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 перетинає поверхню (1) у двох точках 
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 і 
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, симетричних відносно початку координат (рис. 1). 

У випадку 2о пряма 
[image: image315.wmf]l

 є твірною асимптотичного конуса і не перетинає однопорожнинний гіперболоїд.

Перейдемо до визначення області розміщення точок однопорожнинного гіперболоїда відносно канонічної системи координат. Ми вже вияснили, що ці точки знаходяться зовні асимптотичного конуса (6). Крім цього, з рівняння (1) випливає, що
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Рис. 2
	Тому точки однопорожнинного гіпер-болоїда розміщуються одночасно зовні асимптотичного конуса (6) і зовні циліндричної поверхні, яку задано у канонічній системі координат рівнянням
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На рис. 2 цю область заштриховано.


Дослідимо форму однопорожнинного гіперболоїда методом перерізів. Спочатку знайдемо лінію перерізу поверхні (1) площиною 
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паралельною площині 
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Шляхом таких же перетворень, що й у випадку еліпсоїда, отримуємо у перерізі для довільного 
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з півосями
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Всі еліпси (9) подібні між собою, оскільки відношення 
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не залежить від 
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Якщо 
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, тобто у перерізі однопорожнинного гіперболоїда площиною 
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, маємо еліпс
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який є найменшим зі всіх можливих еліпсів (9).

Означення 5. Еліпс (10) називається горловим еліпсом однопорожнинного гіперболоїда.

Зі збільшенням 
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 півосі 
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 і самі еліпси (9) необмежено збільшуються. Щоб отримати уяву про форму однопорожнинного гіперболоїда у віддалених точках, тобто при 
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, розглянемо одночасно з ним асимптотичний конус (6), який перетинається з площиною (8) по еліпсу
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з півосями
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Оскільки 
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, то цей еліпс повністю лежить всередині еліпса (9). Отже, ми ще раз довели, що асимптотичний конус (6) повністю міститься всередині однопорожнинного гіперболоїда (1).

Доведемо тепер, що при 
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 різниці 
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 прямують до нуля. Дійсно, 
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Аналогічно доводиться, що 
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Отже, еліпси перерізів однопорожнинного гіперболоїда (1) і асимптотичного конуса (6) площиною (8) при необмеженому зростанні 
[image: image341.wmf]||

h

 прагнуть злитися. При цьому гіперболоїд (1) як завгодно близько примикає до конуса (6), чим і пояснюється назва останнього як асимптотичного конуса.

Перетнемо поверхню (1) площиною 
[image: image342.wmf]yOz

. У перерізі матимемо гіперболу
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асимптотами
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якої є прямі перетину асимптотичного конуса (6) і площини 
[image: image345.wmf]yOz

, тобто твірні цього конуса, що лежать у площині 
[image: image346.wmf]yOz

 (рис. 3).
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Рис. 3
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Рис. 4


Якщо поверхню (1) перетнути площиною 
[image: image349.wmf]xOz

, то у перерізі будемо мати гіперболу
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Асимптоти цієї гіперболи 
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отримуються в результаті перетину асимптотичного конуса (6) площиною 
[image: image352.wmf]xOz

, тобто є твірними цього конуса, які лежать у площині 
[image: image353.wmf]xOz

 (рис. 4). 
Проведені дослідження дозволяють зобразити поверхню (1) (рис. 5).
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Рис. 5
	Всередині однопорожнинного гіпербо-лоїда на рис. 5 зображено його асимптотич-ний конус.

Ряд важливих властивостей однопорож-нинного гіперболоїда (1) можна виявити шляхом дослідження його перерізів площинами, паралельними координатним площинам 
[image: image355.wmf]yOz

 та 
[image: image356.wmf]xOz

. Проведемо ці дослідження.

У перерізі поверхні (1) площиною 
[image: image357.wmf]xh
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отримуємо криву
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Рівняння (16) визначають гіперболу. З’ясуємо в залежності від 
[image: image359.wmf]h

 питання про дійсну та уявну осі цієї гіперболи. Для цього нагадаємо, що у канонічному рівнянні гіперболи додатний член відповідає дійсній осі, а від’ємний – уявній осі (див. §7 гл. XIV).

Знак обох членів першого рівняння системи (16) залежить від величини 
[image: image360.wmf]h

. Нехай 
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Тоді у першому рівнянні (16) перший член додатний, а другий від’ємний. Маємо гіперболу, у якої дійсна вісь паралельна осі 
[image: image362.wmf]Oy

, а уявна – осі 
[image: image363.wmf]Oz

 (рис. 6).
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Рис. 6
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Рис. 7


На рис. 7 зображено переріз поверхні (1) площиною 
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, де 
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Дійсна піввісь гіперболи (16) за умови (17) дорівнює 
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а відстань між вершинами цієї гіперболи – 
[image: image369.wmf]2
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. Вершини гіперболи мають координати 
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. Підставимо ці координати у ліву частину рівняння горлового еліпса (10):
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Отже, вершини гіперболи (16) за умови (17) лежать на горловому еліпсі (10). Дослідимо, як змінюється переріз гіперболоїда площиною 
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 при віддаленні цієї площини від площини 
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, тобто при збільшенні 
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. Дійсна вісь (18) гіперболи буде зменшуватись, прямуючи до нуля, тобто вершини гіперболи будуть стягуватись до однієї точки. Це відбуватиметься до тих пір, поки 
[image: image375.wmf]h

 не досягне величини 
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. При 
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переріз перестає бути гіперболою, оскільки вершини співпадають. Рівняння перерізу не можна записати у вигляді (16), оскільки при 
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 ми не маємо права ділити на 
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. Тому слід звернутись до рівняння (1), яке при 
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Отже, площина 
[image: image382.wmf]xa
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 перетинає поверхню (1) по парі прямих, що мають рівняння 
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Ці прямі зображено на рис. 8, а переріз однопорожнинного гіперболоїда площиною 
[image: image385.wmf]xa
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 – на рис. 9.
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Рис. 8
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Рис. 9


Таким чином, виявляється, що існують прямі лінії, які повністю лежать на однопорожнинному гіперболоїді, тобто є його твірними, причому через точку однопорожнинного гіперболоїда проходять дві різні прямі, що лежать на ньому.

Нехай тепер
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Тоді у першому рівнянні системи (16) перший член від’ємний, а другий додатний. Отже, рівняння (16) є рівняннями гіперболи, дійсна вісь якої паралельна осі 
[image: image389.wmf]Oz

, а уявна – осі 
[image: image390.wmf]Oy

 (рис. 10). Дійсна піввісь цієї гіперболи дорівнює
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а відстань між вершинами гіперболи – 
[image: image392.wmf]2

m

. З (20) випливає, що зі збільшенням 
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вершини гіперболи віддаляються одна від одної. 
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Рис. 10
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Рис. 11


На рис. 11 зображено переріз однопорожнинного гіперболоїда (1) площиною 
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=

, де 
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. 

Аналогічні дослідження можна провести щодо перерізів однопорожнинного гіперболоїда (1) площинами, паралельними координатній площині 
[image: image398.wmf]xOz

. 

Рівняння однопорожнинного гіперболоїда досліджено нами для випадку, коли від’ємним у правій частині цього рівняння є член, що містить координату 
[image: image399.wmf]z

. Якщо від’ємним є який-небудь інший член цього рівняння, то це призведе лише до зміни розміщення однопорожнинного гіперболоїда відносно координатних осей. 

Однопорожнинний гіперболоїд з канонічним рівнянням
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зображено на рис. 12, а однопорожнинний гіперболоїд з канонічним рівнянням 
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– на рис. 13.
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Рис. 12
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Рис. 13


Якщо у рівнянні (1) 
[image: image404.wmf]ab
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, то отримаємо однопорожнинний гіперболоїд обертання (див. формулу (7) §1).

§5. Двопорожнинний гіперболоїд
Означення 1. Двопорожнинним гіперболоїдом називається множина всіх точок простору, координати яких у деякій декартовій прямокутній системі координат задовольняють рівнянню
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Означення 2. Система координат, в якій рівняння двопорожнинного гіперболоїда має вигляд (1), називається канонічною, а саме рівняння (1) – канонічним рівнянням двопорожнинного гіперболоїда. 

Метод дослідження форми та геометричних властивостей поверхні (1) нічим не відрізняється від методу дослідження форми та властивостей однопорожнинного гіперболоїда. Тому у деяких випадках просто наведемо огляд цих властивостей.

Двопорожнинний гіперболоїд симетричний відносно всіх координатних площин, координатних осей і початку координат. 

Вісь 
[image: image406.wmf]Oz

 перетинає двопорожнинний гіперболоїд у двох точках 
[image: image407.wmf]1
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 і 
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, а осі 
[image: image409.wmf]Ox

 та 
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 не перетинають його у дійсних точках. 

Означення 3. Точки 
[image: image411.wmf]1
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 і 
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 називаються вершинами двопорожнинного гіперболоїда, відрізок 
[image: image413.wmf]12

CC

 – його дійсною віссю, а числа 
[image: image414.wmf],,

abc

 – півосями двопорожнинного гіперболоїда. 

Якщо коефіцієнти у канонічних рівняннях однопорожнинного (1) §4 та двопорожнинного (1) гіперболоїдів одні і ті ж, то ці рівняння визначають один і той же асимптотичний конус
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В обох випадках поняття асимптотичного конуса дозволяє з’ясувати геометричний зміст питання про перетин прямої 
[image: image416.wmf]l

, що проходить через початок координат, з поверхнею гіперболоїда.

Нехай пряма 
[image: image417.wmf]l

 проходить через початок координат і має параметричні рівняння 
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де 
[image: image419.wmf](;;)
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 – напрямний вектор цієї прямої. Тоді значення параметра 
[image: image420.wmf]t

, які визначають точки перетину поверхні (1) з прямою (3), знаходяться з рівняння 
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де
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Можливі три випадки:

1о. 
[image: image423.wmf]0

Q
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. У цьому випадку квадратне рівняння (4) має два розв’язки 
[image: image424.wmf]12
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 Звідси випливає, що пряма (3) перетинає двопорожнинний гіперболоїд у двох точках 
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симетричних відносно початку координат. 

2о. 
[image: image427.wmf]0

Q
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. У цьому випадку пряма (3) не перетинає поверхню (1). Вона є асимптотою цієї поверхні. 

3о. 
[image: image428.wmf]0
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. Рівняння (4) має лише комплексно-спряжені корені. Тому дійсних точок перетину прямої (3) з поверхнею (1) не існує. 

Порівнюючи проведені дослідження з відповідними дослідженнями для однопорожнинного гіперболоїда, бачимо, що випадки 1о та 3о помінялися ролями. Це дозволяє перенести отримані раніше результати для однопорожнинного гіперболоїда на випадок двопорожнинного гіперболоїда: прямі, які проходять через початок координат і знаходяться всередині асимптотичного конуса (2), перетинають поверхню (1) у двох точках, симетричних відносно початку координат, а прямі, розміщені поза конусом (2), не мають з поверхнею (1) спільних дійсних точок. Твірні конуса (2) не перетинають поверхню (1). Вони є асимптотами цієї поверхні. 

Визначимо область розміщення точок двопорожнинного гіперболоїда відносно канонічної системи координат. 

З рівняння (1) випливає
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Рис. 1
	Геометрично це означає, що всі точки двопорожнинного гіперболоїда лежать зовні смуги, обмеженої двома паралельними площинами 
[image: image433.wmf]zc
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 і 
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 (рис. 1).

Як і раніше, досліджувати форму поверхні (1) будемо методом перерізів. 


Переріз двопорожнинного гіперболоїда площиною 
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 визначається рівняннями 
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Якщо 
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, то перше з рівнянь (7) не має дійсних розв’язків, тобто площина 
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 не перетинає поверхню. Це випливає також із (6). 

Якщо 
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, то у перерізі отримуємо 
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тобто дві точки 
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Якщо 
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, то рівняння (7) можна записати у вигляді 
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Рівняння (8) визначають еліпс з півосями 
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З формул (9) випливає, що зі збільшенням 
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 півосі 
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 і 
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 збільшуються, причому всі еліпси (8), які при цьому отримуються, подібні між собою, оскільки відношення 
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Дослідимо поведінку поверхні (1) при 
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 перетинає цей конус по еліпсу
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з півосями
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Із порівняння (9) і (11) випливає, що
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Геометрично це означає, що еліпс (8) лежить всередині еліпса (10), а двопорожнинний гіперболоїд (1) – всередині конуса (2). Доведемо тепер, що
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Дійсно, 
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Аналогічно доводиться друга рівність (12). 

Отже, гіперболоїд (1) необмежено наближається до поверхні конуса (2).

Перейдемо до перерізів двопорожнинного гіперболоїда площинами 
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Отже, для довільного 
[image: image464.wmf]h

 перерізом двопорожнинного гіперболоїда (1) площиною 
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 є гіпербола з півосями 
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і центром у точці 
[image: image467.wmf](;0;0)
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. Дійсна вісь цієї гіперболи паралельна осі 
[image: image468.wmf]Oz

, а уявна – осі 
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. З (14) випливає, що зі збільшенням 
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 півосі гіперболи збільшуються і її вершини віддаляються одна від одної. 

Якщо 
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, тобто у перерізі гіперболоїда (1) координатною площиною 
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, маємо гіперболу
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асимптоти якої
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є твірними асимптотичного конуса (2), що лежать у площині 
[image: image475.wmf]0
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Проведені дослідження дозволяють скласти уявлення про вигляд двопорожнинного гіперболоїда (1). Цей гіперболоїд зображено на рис. 2.
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Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4


При 
[image: image479.wmf]ab
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 отримуємо двопорожнинний гіперболоїд обертання (див. формулу (8) §1). 

Рівняння 
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визначає двопорожнинний гіперболоїд, зображений на рис. 3, а рівняння
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– двопорожнинний гіперболоїд, зображений на рис. 4.

Досліджуючи рівняння (4) §2, ми розглянули наступні комбінації знаків лівої частини цього рівняння:

1. Всі три члени додатні (еліпсоїд).

2. Один член від’ємний (однопорожнинний гіперболоїд).

3. Два члени від’ємні (двопорожнинний гіперболоїд). Дійсно, 
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і ми маємо два від’ємні члени. 

4. Якщо всі три члени у рівнянні (4) §2 від’ємні, то у просторі немає жодної точки, координати якої задовольняють цьому рівнянню. Кажуть, що рівняння 
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визначає уявний еліпсоїд.

Означення 4. Два гіперболоїди, рівняння яких відповідно
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називаються спряженими. 

Спряжені гіперболоїди мають один і той же асимптотичний конус
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Рис. 5
	Відносно цього конуса гіперболоїди (19), (20) розміщуються так: однопорожнинний гіперболоїд (19) знаходиться зовні асимптотич-ного конуса (21), а двопорожнинний гіперболоїд – всередині цього конуса (рис. 5). 




§6. Еліптичний параболоїд
Означення 1. Еліптичним параболоїдом називається множина всіх точок простору, координати яких у деякій декартовій прямокутній системі координат задовольняють рівнянню
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Означення 2. Система координат, у якій еліптичний параболоїд має рівняння (1), називається канонічною, а саме рівняння (1) – канонічним рівнянням еліптичного параболоїда. Додатні числа 
[image: image489.wmf]p

 і 
[image: image490.wmf]q

 називаються параметрами еліптичного параболоїда.

Оскільки змінні 
[image: image491.wmf]x

 та 
[image: image492.wmf]y

 входять до рівняння (1) з квадратом, то еліптичний параболоїд симетричний відносно координатних площин 
[image: image493.wmf]yOz

 і 
[image: image494.wmf]xOz

, а тому і відносно лінії їх перетину – осі 
[image: image495.wmf]Oz

. Разом з тим, поверхня (1) не є симетричною відносно координатних осей 
[image: image496.wmf]Ox

 та 
[image: image497.wmf]Oy

.

Означення 3. Точка перетину еліптичного параболоїда з його віссю симетрії називається вершиною еліптичного параболоїда.

Розглянемо пряму 
[image: image498.wmf]l

, яка проходить через початок канонічної системи координат, не лежить у площині 
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 і не співпадає з віссю 
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. Нехай 
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 – напрямний вектор цієї прямої. Тоді за умовою 
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Параметричні рівняння прямої 
[image: image503.wmf]l

 мають вигляд 
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Параметри точок перетину прямої (2) і поверхні (1) знаходимо з рівняння


[image: image505.wmf]
Отже, пряма 
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 перетинає поверхню (1) у двох точках : точці 
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 та точці 
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Зауваження 1. Якщо пряма 
[image: image509.wmf]l

 лежить у площині 
[image: image510.wmf]xOy

, то можна говорити, що вона перетинає поверхню (1) у двох точках, які співпадають з точкою 
[image: image511.wmf](0;0;0)
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. Якщо пряма 
[image: image512.wmf]l

 співпадає з віссю 
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, то вона перетинає поверхню (1) лише в одній точці 
[image: image514.wmf](0;0;0)
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Визначимо область розміщення точок еліптичного параболоїда відносно канонічної системи координат. З рівняння (1) випливає, що для всіх точок поверхні (1) 
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 виконується тоді і тільки тоді, коли одночасно 
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. Геометрично це означає, що всі точки еліптичного параболоїда, за виключенням початку координат, знаходяться з одного і того ж боку від координатної площини 
[image: image519.wmf]xOy

.

Дослідимо форму еліптичного параболоїда методом перерізів і почнемо з перерізів площинами 
[image: image520.wmf]zh
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, тобто площинами, паралельними площині 
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З попереднього дослідження випливає, що є сенс розглядати лише перерізи, для яких 
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. Для довільного 
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 у перерізі отримуємо еліпс
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з півосями
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і з вершиною у точці 
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Якщо 
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, то рівнянню (1) задовольняє тільки одна точка 
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 площини 
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. У цій точці площина 
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 дотикається до поверхні (1).

Якщо 
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 збільшується від нуля до нескінченності, то розміри еліпса (3) необмежено зростають. Всі еліпси (3) подібні, оскільки відношення
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не залежить від 
[image: image533.wmf]h

.

Якщо 
[image: image534.wmf]h

прямує до нуля, то еліпси (3) зменшуються в розмірах, прагнучи стиснутись у точку 
[image: image535.wmf](0;0;0)

O

, яка є вершиною еліптичного параболоїда.

Перерізами еліптичного параболоїда (1) площинами 
[image: image536.wmf]0
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 є відповідно параболи
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з віссю симетрії 
[image: image540.wmf]Oz

. Вітки цих парабол напрямлені “доверху” відносно осі 
[image: image541.wmf]Oz

.

Вся поверхня еліптичного параболоїда (1) має вигляд чаши, що лежить у півпросторі 
[image: image542.wmf]0
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, дотикається у точці 
[image: image543.wmf]O

 площини 
[image: image544.wmf]0
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 і сягає нескінченності (рис. 1).
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Рис. 1
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Рис. 2


На рис. 2 і рис. 3 зображено еліптичні параболоїди, рівняннями яких є відповідно рівняння
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Випадок, коли у лівій частині рівняння (1) обидва члени від’ємні
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не виражає собою нічого нового. Рівняння (6) також визначає еліптичний параболоїд, але розміщений так, як показано на рис. 4. 
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Рис. 3
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Рис. 4


Якщо в рівнянні (1) 
[image: image554.wmf]pq
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, то еліптичний параболоїд (1) – є параболоїдом обертання (див. формулу (11) §1).

На закінчення даного параграфа розглянемо питання про побудову еліптичного параболоїда шляхом ковзання однієї параболи вздовж іншої. 

Для цього розглянемо перерізи еліптичного параболоїда (1) площинами 
[image: image555.wmf]0
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, паралельними площині 
[image: image556.wmf]xOz

. У цих перерізах маємо криву, рівняннями якої є
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де 
[image: image558.wmf]2
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Рівняння (7) визначають параболу з вершиною 
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Вісь цієї параболи має рівняння 
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і однаково напрямлена з віссю 
[image: image561.wmf]Oz

.

Параметр 
[image: image562.wmf]p

 параболи (7) дорівнює параметру параболи (4), яка є перерізом еліптичного параболоїда (1) площиною 
[image: image563.wmf]xOz

. Отже, у всіх перерізах еліптичного параболоїда (1) площинами 
[image: image564.wmf]0
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 маємо параболи однакового розміру з одним і тим же параметром 
[image: image565.wmf]p

. Оскільки координати (8) зв’язані рівнянням 
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то вершини всіх цих парабол лежать на параболі (5).
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Рис. 5
	Таким чином, еліптичний параболоїд (1) можна отримати, рухаючи одну (рухому) параболу (4) вздовж іншої (нерухомої) параболи (5) так, що вершина рухомої параболи ковзає по нерухомій параболі, а вісь і площина рухомої параболи залишаються весь час паралельними самим собі, причому площини рухомої і нерухомої парабол взаємно перпендикулярні (рис. 5).




Аналогічна картина отримується і для перерізів еліптичного параболоїда (1) площинами, паралельними кооординатній площині 
[image: image568.wmf]yOz

.

§7. Гіперболічний параболоїд
Означення 1. Гіперболічним параболоїдом називається множина всіх точок простору, координати яких у деякій декартовій прямокутній системі координат задовольняють рівнянню
	
[image: image569.wmf]22
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Означення 2. Система координат, відносно якої гіперболічний параболоїд має рівняння (1), називається канонічною, а саме рівняння (1) – канонічним рівнянням гіперболічного параболоїда. Додатні числа 
[image: image570.wmf]p

 і 
[image: image571.wmf]q

 називаються параметрами гіперболічного параболоїда. 

Аналогічно випадку еліптичного параболоїда, з’ясовується, що гіперболічний параболоїд симетричний відносно координатних площин 
[image: image572.wmf]xOz

, 
[image: image573.wmf]yOz

 і осі 
[image: image574.wmf]Oz

, але не симетричний відносно координатної площини 
[image: image575.wmf]xOy

 і осей 
[image: image576.wmf]Ox

 і 
[image: image577.wmf]Oy

. Гіперболічний параболоїд перетинається з осями канонічної системи координат в єдиній точці – початку координат.

Означення 3. Точка перетину гіперболічного параболоїда з його віссю симетрії називається вершиною гіперболічного параболоїда.

Дослідимо перетин поверхні (1) з прямими, що проходять через початок координат.

Нехай пряму 
[image: image578.wmf]l

 задано параметричними рівняннями
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де 
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 – напрямний вектор цієї прямої. Параметр 
[image: image581.wmf]t

 точок перетину поверхні (1) з прямою (2) знайдемо з рівняння
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Розглянемо такі випадки:

1о. 
[image: image583.wmf]22
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. У цьому випадку рівняння (3) має два розв’язки


[image: image584.wmf]3

12

22

12

2

0,0

a

tt

aa

pq

==¹

-


і пряма 
[image: image585.wmf]l

 перетинає поверхню (1) у двох точках 
[image: image586.wmf](0;0;0)
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2о. 
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. Рівняння (3) має два корені, що співпадають: 
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. Пряма 
[image: image590.wmf]l

 дотикається до поверхні (1) у її вершині 
[image: image591.wmf](0;0;0)
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3о. 
[image: image592.wmf]22
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. У цьому випадку рівняння (3) має єдиний розв’язок 
[image: image593.wmf]0
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. Пряма 
[image: image594.wmf]l

 перетинає поверхню (1) лише у точці 
[image: image595.wmf](0;0;0)

O

, але на відміну від випадку 2, не дотикається до неї. Про таку пряму кажуть, що вона має асимптотичний напрямок.

4о. 
[image: image596.wmf]22
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. У цьому випадку всі точки прямої 
[image: image597.wmf]l

 лежать на поверхні (1), тобто пряма 
[image: image598.wmf]l

 є прямолінійною твірною гіперболічного параболоїда. Кажуть, що ця пряма також має асимптотичний напрямок.

З’ясуємо геометричний зміст розглянутих випадків. З цією метою запишемо рівняння 
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Легко перевірити, що у випадках 3о, 4о рівнянню (4) задовольняють всі точки прямої (2). 

Означення 4. Рівняння (4) називається рівнянням асимптотичного конуса гіперболічного параболоїда (1). 

Рівняння (4) визначає пару площин 
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які перетинаються по осі 
[image: image602.wmf]Oz

. Отже, асимптотичний конус (4) – це пара площин, що перетинаються. Позначимо площини (5) і (6) відповідно через 
[image: image603.wmf]1
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 та 
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a

 (рис. 1).
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Рис. 1
	Тоді розглянуті вище випадки 1о – 4о мають наступний геометричний зміст:

1о. Всі прямі, що проходять через початок координат 
[image: image606.wmf]O

 і не лежать у площинах 
[image: image607.wmf]1
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, 
[image: image608.wmf]2
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 і 
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, перетинають поверхню (1) у двох точках, однією з яких є вершина цієї поверхні – точка 
[image: image610.wmf](0;0;0)
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.


Позначимо через 
[image: image611.wmf]1
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 пряму перетину площини 
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 (5) з площиною 
[image: image613.wmf]xOy

 (рис. 1)

	
[image: image614.wmf]1

0

:

0,

xy

pq

l

z

ì

-=

ï

í

ï

=

î


	(7)


а через 
[image: image615.wmf]2
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 – пряму перетину площини 
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 (6)  з площиною 
[image: image617.wmf]xOy
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2о. Всі прямі, що проходять через початок координат і лежать у площині 
[image: image619.wmf]xOy

, крім прямих 
[image: image620.wmf]1

l

 і 
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, дотикаються до поверхні (1) у точці 
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.
3о. Всі прямі, що проходять через початок координат 
[image: image623.wmf]O

 і лежать у площинах 
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 або 
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, крім прямих 
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 і 
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, перетинають поверхню (1) лише у точці 
[image: image628.wmf]O

, але не дотикаються до цієї поверхні. 

4о. Прямі 
[image: image629.wmf]1

l

 і 
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 є прямолінійними твірними поверхні (1).

Отже, площина 
[image: image631.wmf]xOy

 дотикається до поверхні (1) у її вершині 
[image: image632.wmf](0;0;0)

O

.

Уявити собі область розміщення точок поверхні (1) відносно канонічної системи координат, а також форму цієї поверхні безпосередньо за рівнянням (1) досить складно. Найпростіше зробити це методом перерізів. 

Площина 
[image: image633.wmf]xOy

 перетинає поверхню (1) по лінії 
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Рівняння (9) визначають пару прямих (7) і (8), які перетинаються в точці 
[image: image635.wmf](0;0;0)

O

 і є прямолінійними твірними 
[image: image636.wmf]1
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 і 
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 поверхні (1). 

Паралельна до площини 
[image: image638.wmf]xOy

 площина 
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 перетинає гіперболічний параболоїд (1) по лінії
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Рівняння (10) визначають гіперболу, яка лежить у площині 
[image: image642.wmf]zh

=

 і центр якої знаходиться у точці 
[image: image643.wmf](0;0;)

h

. Дійсна вісь цієї гіперболи паралельна осі 
[image: image644.wmf]Ox

, а уявна – осі 
[image: image645.wmf]Oy

. Рівняння асимптот гіперболи (10) мають вигляд 
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Перше з рівнянь (11) співпадає з рівнянням асимптотичного конуса (4). Це означає, що прямі (11) належать асимптотичному конусу (4). Отже, асимптоти гіперболи (10) є прямими перетину площин 
[image: image647.wmf]1
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 і 
[image: image648.wmf]2
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 (рис. 1) з площиною 
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Півосі гіперболи (10) дорівнюють
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Рис. 2
	Зі збільшенням 
[image: image653.wmf]h

 ці півосі, а також відстань 
[image: image654.wmf]222
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 між вершинами гіперболи (10) необмежено зростають, тобто вітки гіперболи необмежено розширюються. При зменшенні 
[image: image655.wmf]h

 відстань між вершинами гіперболи (10) прямує до нуля і в граничному випадку ці вершини співпадають. Рівняння 


гіперболи (10) перетворюються у рівняння (9), а сама гіпербола – у пару прямих (7) і (8) на площині 
[image: image656.wmf]xOy

 (рис. 1).

Тепер проведемо площину 
[image: image657.wmf],0
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У перерізі з поверхнею (1) ця площина визначає лінію
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Рівняння (12) є рівняннями гіперболи, що лежить у площині 
[image: image659.wmf]zh
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. Центр цієї гіперболи знаходиться в точці 
[image: image660.wmf](0;0;)
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, а дійсна вісь паралельна осі 
[image: image661.wmf]Oy

, оскільки 
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 і другий член першого рівняння (12) додатний. Уявна вісь гіперболи (12) паралельна осі 
[image: image663.wmf]Ox

. Гіпербола (12) є спряженою до гіперболи (10) (рис. 2), якщо значення 
[image: image664.wmf]||
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 одне і те ж. 

Асимптоти всіх гіпербол (10) і (12), що отримуються при перетині гіперболічного параболоїда (1) площинами 
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), паралельні прямим (7) і (8), по яких цей параболоїд перетинається площиною 
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Перерізами гіперболічного параболоїда (1) координатними площинами 
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Підставимо координати вершин 
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 гіперболи (10) у рівняння (13). В обох випадках отримуємо тотожність
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Отже, вершини 
[image: image676.wmf]A

 і 
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 гіперболи (10) лежать на параболі (13). Аналогічно показується, що вершини 
[image: image678.wmf](
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 і 
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 гіперболи (12) лежать на параболі (14).

На рис. 3 у системі просторових координат одночасно зображено параболу (13) і гіперболу (10). Вершини гіперболи (точки 
[image: image680.wmf]A

 і 
[image: image681.wmf]B

) лежать на параболі. Коли січна площина 
[image: image682.wmf]zh

=

 піднімається доверху (
[image: image683.wmf]h

 зростає), вершини гіперболи (10) “розбігаються”, рухаючись по параболі (13).
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Рис. 3
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Рис. 4


На рис 4 зображено параболу (14) і гіперболу (12) у системі просторових координат. При опусканні січної площини 
[image: image686.wmf]zh
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 (
[image: image687.wmf]0
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) вершини гіперболи (12) “розбігаються”, рухаючись по параболі (14).

Проведені дослідження дозволяють зобразити гіперболічний параболоїд. Для цього, насамперед, нанесемо на рисунок дві параболи (рис. 3 і рис. 4). Потім накреслимо ряд гіпербол таких, як на рис. 3. Їх вершини лежать на верхній параболі. Далі креслимо ряд гіпербол таких, як на рис. 4. Вершини цих гіпербол лежать на нижній параболі. Накреслені перерізи дають уявлення про загальний вигляд гіперболічного параболоїда (рис. 5). Гіперболічний 

параболоїд схожий на сідло, що простягається до нескінченності. На рис. 5 зображено лише частину гіперболічного параболоїда.
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Рис. 5
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Рис. 6


Наведемо ще один спосіб, який дозволяє накреслити гіперболічний параболоїд і який ґрунтується на дослідженні перерізів площинами, паралельними площині 
[image: image690.wmf]yOz

, тобто площинами 
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Рівняння лінії перерізу мають вигляд
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Ці рівняння визначають параболу (рис. 6) з вершиною у точці 
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, вісь якої має рівняння 
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Якщо 
[image: image695.wmf]h

 змінюється, тобто січна площина 
[image: image696.wmf]xh
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 рухається, розміри параболи (15) не змінюються, оскільки ці розміри визначаються величиною коефіцієнта 
[image: image697.wmf]q

 в рівнянні (15). Отже, розміри параболи (15) точно такі ж, як і розміри параболи (14). Вершина 
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 параболи (15) лежить на параболі (13). Дійсно, підставляючи координати точки 
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 в рівняння (13), отримуємо тотожність
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Рис. 7


	Звідси випливає така побудова. Креслимо параболу (13). Потім креслимо ряд однакових парабол (15), вершини яких лежать на параболі (13) і площини яких перпендикулярні площині параболи (13). Параболи (15) “розкриваються” у протилежну сторону по відношенню до параболи (13). Можна говорити про сім’ю парабол, які навішені на одну і ту ж параболу (рис. 7).


Гіперболічний параболоїд не є поверхнею обертання, оскільки всі його перерізи є незамкненими лініями і тому не можуть бути колами. Якщо 
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, то рівняння (1) набуває вигляду 
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У цьому випадку гіперболи (10) і (12) (рис. 2) є рівносторонніми.

Рівняння (17) можна спростити поворотом системи координат навколо осі 
[image: image704.wmf]Oz

 на 135°. При цьому координата 
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 не зміниться, а координати 
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 і 
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 перетворяться за відомими нам формулами повороту осей на площині (див §7 гл. VI):
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Тоді рівняння (17) перепишеться так:
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Відкинувши штрихи, приходимо до висновку, що рівняння
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є рівнянням гіперболічного параболоїда.

§8. Прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда
Нагадаємо, що пряма, всі точки якої лежать на поверхні другого порядку, називається твірною цієї поверхні.

Відомо, що конічні і циліндричні поверхні другого порядку мають прямолінійні твірні, причому кожну з цих поверхонь можна утворити рухом прямої у просторі.

На еліпсоїді прямолінійних твірних немає, оскільки він є обмеженою поверхнею, тобто розміщений всередині деякого паралелепіпеда.

Немає прямолінійних твірних і на еліптичному параболоїді
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Дійсно, пряма 
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, яка паралельна площині 
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, лежить у деякій площині 
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. Якщо 
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, то пряма 
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 не має спільних точок з еліптичним параболоїдом. Якщо 
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, то така точка може бути тільки одною і то лише у випадку, коли пряма 
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 проходить через початок координат. Якщо 
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, то всі точки перетину прямої 
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 з еліптичним параболоїдом лежать на еліпсі, по якому площина 
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 перетинає цей параболоїд. Тому у прямої 
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 не більше двох спільних точок з еліптичним параболоїдом.

Якщо ж пряма 
[image: image723.wmf]l

 перетинає площину 
[image: image724.wmf]xOy

, то вся її півпряма лежить у півпросторі 
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, який не містить жодної точки еліптичного параболоїда.

Немає прямолінійних твірних і на двопорожнинному гіперболоїді
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Дійсно, в §5 було показано, що площина 
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 перетинає двопрожнинний гіперболоїд по еліпсу, а при 
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 точок перетину не існує. Тому твірних, паралельних площині 
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, немає. Якщо ж пряма 
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 перетинає площину 
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, то координата 
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 точок цієї прямої може приймати всі дійсні значення, тоді як для точок двопорожнинного гіперболоїда координата 
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 обмежена нерівністю 
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³

. Отже, пряма 
[image: image735.wmf]l

 не може бути прямолінійною твірною двопорожнинного гіперболоїда.

Досліджуючи форму однопорожнинного гіперболоїда, ми показали, що існують прямі, які повністю лежать на його поверхні (див. §4, формули (19)).

У даному параграфі ми розглянемо більш докладно питання про прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда, які можна знайти наступним чином.

Нехай,
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– канонічне рівняння поверхні однопорожнинного гіперболоїда. Рівняння (1) рівносильне рівнянню
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Це наводить на думку розглянути два рівняння першого степеня
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де 
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 – довільне дійсне число. Ранг матриці
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коефіцієнтів при змінних системи (3) дорівнює двом. Дійсно, наприклад
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Тому система (3) визначає пряму.

Для фіксованого 
[image: image742.wmf]k

 система (3) визначає фіксовану пряму. Різним значенням 
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 відповідають різні прямі. Зокрема, при 
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 отримуємо пряму 
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Пряма 
[image: image747.wmf]l
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відповідає рівнянням (3) при 
[image: image749.wmf]k
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Якщо координати деякої точки 
[image: image750.wmf](
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задовольняють системі (4), то вони задовольняють і рівнянню (2), тобто кожна точка прямої (4) лежить на поверхні (1). Те ж саме стосується і прямої (5). 

Нехай тепер координати точки 
[image: image751.wmf](
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 задовольняють системі (3), де 
[image: image752.wmf]k

 – довільне дійсне число, відмінне від нуля. Тоді ці координати будуть задовольняти і рівнянню (2). Дійсно, помноживши рівняння системи (3), отримуємо рівняння (2).

Отже, ми показали, що пряма (3) для будь-якого значення 
[image: image753.wmf]k

 повністю лежить на поверхні однопорожнинного гіперболоїда (1).

Доведемо тепер, що через кожну точку однопорожнинного гіперболоїда (1) проходить одна і тільки одна пряма з сім’ї прямих (3).

Нехай 
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 – довільна точка однопорожнинного гіперболоїда, тобто
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Точка 
[image: image756.wmf](
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 буде лежати на деякій прямій (3) тоді і тільки тоді, коли
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Якщо точка 
[image: image758.wmf](
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 лежить на прямій (4), то вона не лежить на прямій (5), оскільки, принаймні, другому з рівнянь (5) координати цієї точки не задовольняють. Тоді з першого рівняння (7) випливає, що такій точці відповідає єдине значення 
[image: image759.wmf]0

k

=

.

Навпаки, якщо точка 
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 лежить на прямій (5), то вона не лежить на прямій (4), оскільки координати цієї точки не задовольняють, принаймні, другому з рівнянь (4). Тоді з другого рівняння (7) для такої точки отримуємо єдине значення 
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Отже, якщо точка 
[image: image762.wmf](
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 лежить на прямій (4) або (5), то така пряма єдина, тобто інших прямих (3), які проходять через цю точку, не існує.

Розглянемо випадок, коли точка 
[image: image763.wmf](

)

0000

;;

Mxyz

 не лежить на жодній з прямих (4), (5). Тоді, принаймні, по одному рівнянню кожної з систем (4), (5) координати цієї точки не задовольняють. Нехай 
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. З першого рівняння (7) отримаємо
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Це значення 
[image: image766.wmf]k

 відмінне від нуля, оскільки протилежне суперечить припущенню, що точка 
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 не лежить на прямій (4). Підставивши (8) у друге рівняння (7), отримуємо тотожність (6), тобто друге рівняння (7) задовольняється автоматично.

Якщо 
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 не лежить на прямій (5). Крім цього, 
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 відповідає відмінне від нуля значення 
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яке знаходиться з другого рівняння системи (7). Перше рівняння системи (7) перетворюється у цьому випадку в тотожність 
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, оскільки у противному разі не буде виконуватись тотожність (6).

Система (3) однозначно визначається значенням 
[image: image780.wmf]k

. Число 
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 в свою чергу однозначно визначається заданням точки 
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, що лежить на поверхні однопорожнинного гіперболоїда. Тому маємо повністю визначену систему (3), якій відповідає єдина пряма, що проходить через точку 
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Отже, нами доведено, що при довільних значеннях 
[image: image784.wmf]k

 рівняння (3) визначають нескінченну множину прямолінійних твірних поверхні однопорожнинного гіперболоїда (1), причому через кожну точку поверхні проходить одна і тільки одна з цих твірних.

Поряд із системою (3), складемо за рівнянням (2) ще таку систему лінійних рівнянь
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Ранг матриці
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що містить коефіцієнти при змінних системи (10), дорівнює двом.

Дійсно, визначник
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Тому система (10) визначає пряму.

Запишемо системи рівнянь (3) і (10) у вигляді відповідно

	
[image: image788.wmf]1

1

11

11

1

1,

k

xyzk

abc

kk

xyz

abc

ì

++=

ï

ï

í

ï

--=

ï

î



[image: image789.wmf]2
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і доведемо, що прямі 
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 і 
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, які визначаються цими системами, різні. Доведення проведемо від супротивного, припустивши, що прямі 
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 і 
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 співпадають. У цьому випадку кожне з рівнянь системи (12) повинно бути наслідком рівнянь системи (11). Враховуючи те, що рівняння (11) лінійно незалежні, а друге з рівнянь (12) є їх наслідком, робимо висновок про існування таких чисел 
[image: image794.wmf]u

 і 
[image: image795.wmf]v

, не рівних одночасно нулю, для яких рівність 
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тотожно співпадає з рівністю
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Тому
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Порівнюючи (14) і (16), отримуємо 
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Аналогічно, порівнюючи (15) і (17), отримуємо
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Отже, з припущення про співпадання прямих 
[image: image804.wmf]1
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 і 
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 отримуємо 
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, тоді як хоча б одне з цих чисел за припущенням відмінне від нуля. Це протиріччя і доводить, що прямі 
[image: image808.wmf]1
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 і 
[image: image809.wmf]2
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 різні.

Якщо над системою рівнянь (10) провести ті ж міркування, що й над системою (3), то можна показати, що ця система також визначає нескінченну множину твірних поверхні однопорожнинного гіперболоїда (1), причому через кожну точку поверхні проходить одна і тільки одна твірна з цієї множини твірних.

Якщо 
[image: image810.wmf]0
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, то з системи (10) отримуємо пряму
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Пряма
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відповідає рівнянням (10) при 
[image: image813.wmf]k
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Розіб’ємо множину твірних однопорожнинного гіперболоїда (1) на два класи.

Означення 1. Твірні однопорожнинного гіперболоїда (1) належать до першого класу, якщо вони визначаються рівняннями (3), і до другого класу, якщо – рівняннями (10).

Одержані вище результати сформулюємо у вигляді наступної теореми.
	
[image: image814.wmf]
Рис. 1


	Теорема 1. Через кожну точку одно-порожнинного гіперболоїда проходить дві і тільки дві його твірні, одна з яких належить до першого класу, а інша – до другого класу.

Розміщення прямолінійних твірних одно-порожнинного гіперболоїда показано на рис. 1.




Зауваження 1. Твірні (3) однопорожнинного гіперболоїда першого класу іноді зручно записувати у вигляді
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де 
[image: image816.wmf]1

l

 і 
[image: image817.wmf]1
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 – деякі числа, що не дорівнюють одночасно нулю.

Тоді пряма (4) отримується з системи (22) при 
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, а пряма (5) – при 
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Аналогічно, для твірних (10) однопорожнинного гіперболоїда другого класу можна записати
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При 
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 отримуємо пряму (20), а при 
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 – пряму (21).

Приклад 1. Знайти прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда
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які проходять через точку 
[image: image828.wmf](

)

0

8

6;2;

M


Розв’язання. Рівняння (24) рівносильне рівнянню
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Звідси отримуємо рівняння прямолінійних твірних
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Твірна (26) проходить через точку 
[image: image832.wmf](
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Підставивши (28) у (26), отримуємо рівняння твірної першого класу
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З першого рівняння системи (27) знаходимо:
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Підставивши (30) у рівняння (27) і врахувавши, що 
[image: image837.wmf]2
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, отримуємо рівняння твірної другого класу:
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§9. Властивості прямолінійних твірних однопорожнинного гіперболоїда

У цьому параграфі розглянемо властивості прямолінійних твірних поверхні однопорожнинного гіперболоїда, заданого канонічним рівнянням
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9.1. Розглянемо множину твірних першого класу, яку задано системою рівнянь
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і доповнено двома прямими
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(див. (3), (4), (5) §8).

Нехай точка 
[image: image843.wmf](
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 – точка горлового еліпса поверхні (1), тобто 
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Через точку горлового еліпса з координатами 
[image: image845.wmf](
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 проходить перша твірна (2′), а через точку з координатами 
[image: image846.wmf](
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 – друга пряма (2′). Всім іншим точкам горлового еліпса відповідає твірна (2) з відмінним від нуля значенням 
[image: image847.wmf]k

. Число 
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 у системі (2) знайдемо за формулою (8) §8, в якій покладемо 
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Далі будемо шукати параметричні рівняння прямолінійної твірної 
[image: image851.wmf]1
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 поверхні (1), яка проходить через точку 
[image: image852.wmf](
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 горловго еліпса (3). Для цього підставимо (4) у систему (2):
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Маємо рівняння твірної 
[image: image855.wmf]1
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 як лінії перетину площин (5). З рівнянь (5) знайдемо координати напрямного вектора прямої 
[image: image856.wmf]1
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 (див. (2) §3 гл. XVIII), провівши обчислення відповідних визначників:
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Напрямним вектором прямої 
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 є вектор 
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паралельний вектору 
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Оскільки твірна 
[image: image863.wmf]1
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 першого класу проходить через точку 
[image: image864.wmf](
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 горлового еліпса (3) паралельно вектору 
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, то її параметричні рівняння мають вигляд
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Зокрема, параметричними рівняннями твірних (2′) будуть рівняння відповідно
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Перейдемо до множини твірних другого класу, яка визначається системою рівнянь
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і яку доповнено двома прямими
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(див. (10), (20), (21) §8).

Для твірної 
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 другого класу, що проходить через точку 
[image: image874.wmf](
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 горлового еліпса (3) отримуємо наступну систему рівнянь
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з якої знаходимо напрямний вектор твірної 
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Тоді параметричні рівняння твірної 
[image: image878.wmf]2
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 поверхні (1) запишуться так:
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9.2. Теорема 1. Будь-які дві прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда, що належать до різних класів, завжди лежать в одній площині. Зокрема, ці твірні паралельні тоді і тільки тоді, коли вони проходять через діаметрально протилежні точки горлового еліпса.

Доведення. Нехай твірна 
[image: image880.wmf]1
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 першого класу проходить через точку 
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 другого класу – через точку 
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. Тоді напрямними векторами цих твірних будуть відповідно вектори (6) і (10): 
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Відомо (див. §4 гл. XVIII), що прямі 
[image: image886.wmf]1
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 і 
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, які мають напрямні вектори відповідно 
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 і проходять через точки відповідно 
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, лежать в одній площині тоді і тільки тоді, коли визначник
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Отже, доведення першого твердження теореми 1 зводиться до перевірки рівності (12). Дійсно,
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Твірні 
[image: image895.wmf]1
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 і 
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 паралельні тоді і тільки тоді, коли паралельні їх напрямні вектори, тобто 
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З рівностей (13) випливає, що 
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Отже, для точок 
[image: image900.wmf]1
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 і 
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тобто ці точки симетричні відносно початку координат.

Теорему доведено.

Теорема 2. Будь-які дві твірні однопорожнинного гіперболоїда, які належать до одного класу – мимобіжні.

Доведення. Нехай 
[image: image904.wmf](
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 – точки горлового еліпса, через які проходять дані твірні. Ці точки різні, оскільки через довільну точку горлового еліпса проходить одна і тільки одна твірна кожного класу. Нехай для визначеності твірні належать до першого класу. Тоді їх напрямними векторами є вектори вигляду (6):
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Перевіримо, що твірні мимобіжні. Для цього необхідно і достатньо, щоб не дорівнював нулю визначник
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Для прямолінійних твірних другого класу доведення аналогічне.

Теорему доведено.

Теорема 3. Жодні три прямолінійні твірні одного класу не паралельні одній площині.

Доведення. Нехай 
[image: image910.wmf](
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 – точки горлового еліпса, через які проходять три твірні одного класу, наприклад, першого. Оскільки через довільну точку горлового еліпса проходить тільки одна твірна одного класу, то всі ці три точки попарно різні. Напрямними векторами трьох вибраних твірних будуть вектори
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Три прямі паралельні одній площині тоді і тільки тоді, коли їх напрямні вектори компланарні. Тому доведення теореми 3 зводиться до перевірки умови некомпланарності трьох векторів, тобто до перевірки того, що визначник, складений з координат цих векторів, не дорівнює нулю. Дійсно,
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оскільки точки 
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 не лежать на одній прямій. У справедливості останнього висновку рекомендується переконатися самостійно.

Аналогічно доводиться твердження теореми для трьох твірних другого класу.

Теорему доведено.

9.3. Доведені властивості прямолінійних твірних однопорожнинного гіперболоїда дозволяють описати його поверхню як поверхню, що утворюється рухом прямої.

Для цього розглянемо спочатку три довільні прямі 
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, 
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, кожні дві з яких є мимобіжними прямими (рис. 1).
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Рис. 1
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Рис. 2


Через кожну точку 
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прямої 
[image: image926.wmf]1

l

 можна провести одну і тільки одну пряму 
[image: image927.wmf]m

, яка лежить в одній площині як з прямою 
[image: image928.wmf]2
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, так і з прямою 
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. Ця пряма 
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 є прямою перетину двох площин, одна з яких визначається прямою 
[image: image931.wmf]2
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 і точкою 
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, а друга – прямою 
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 і точкою 
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. Дійсно, ці площини не можуть бути паралельними, оскільки мають спільну точку 
[image: image935.wmf]M

. Вони також не співпадають, бо тоді прямі 
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 і 
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 лежали б в одній площині. Тому пряма 
[image: image938.wmf]m

 перетину цих двох площин завжди існує і є єдиною прямою, яка лежить в одній площині як з прямою 
[image: image939.wmf]2

l

, так і з прямою 
[image: image940.wmf]3
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. 

Зауваження 1. За умови, що пряма 
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 лежить в одних площинах з двома мимобіжними прямими 
[image: image942.wmf]2
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 і 
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, не виключаються такі випадки взаємного розміщення цих прямих: 1) пряма 
[image: image944.wmf]m

 перетинає кожну з прямих 
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 і 
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; 2) пряма 
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 перетинає одну з прямих 
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 або 
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 і паралельна іншій.

Виключається лише випадок, коли пряма 
[image: image950.wmf]m

 паралельна кожній з прямих 
[image: image951.wmf]2
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 і 
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, оскільки це суперечить умові мимобіжності останніх.

Якщо точку
[image: image953.wmf]M

 рухати вздовж прямої 
[image: image954.wmf]1
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, то пряма 
[image: image955.wmf]m

, рухаючись у просторі і залишаючись у кожному своєму положенні такою, що лежить в одних площинах з прямими 
[image: image956.wmf]1
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, 
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, буде утворювати поверхню.

Візьмемо три довільні твірні 
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, 
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, 
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 однопорожнинного гіперболоїда (рис. 2), що належать до одного класу, наприклад, першого. Згідно з теоремою 2 прямі 
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 попарно мимобіжні. Тому через кожну точку 
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 однієї з цих прямих проходить одна і тільки одна пряма 
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, яка лежить в одних площинах з двома іншими прямими. З іншого боку, через цю точку проходить одна і тільки одна твірна другого класу і ця твірна за теоремою 1 також лежить в одних площинах з твірними 
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, 
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 першого класу. Тому пряма 
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 співпадає з твірною другого класу.

Якщо рухати точку 
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 по одній із твірних 
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 одного класу, то пряма 
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, яка проходить через точку 
[image: image976.wmf]M

і лежить в одних площинах з двома іншими твірними, буде описувати всю множину твірних другого класу, а тому і всю поверхню однопорожнинного гіперболоїда.

Отже, однопорожнинний гіперболоїд можна розглядати як геометричне місце точок, що належать прямим, які лежать в одних площинах з кожною із трьох фіксованих твірних однопорожнинного гіперболоїда одного класу.

Оскільки три твірні 
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 можна взяти довільно як з першого, так і з другого класу твірних, то існує два способи отримати поверхню однопорожнинного гіперболоїда шляхом неперервного руху прямої.

Зауваження 2. Якщо обмежитись умовою, що пряма 
[image: image980.wmf]m

, рухаючись у просторі, перетинає у кожному своєму положенні всі три задані твірні 
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 одного класу, наприклад, першого, то ми не зможемо отримати ті твірні другого класу, які проходять через точки горлового еліпса, діаметрально протилежні точкам проходження заданих твірних першого класу (див. теорему 1).

Однак з практичної точки зору саме ця умова є найбільш прийнятною.

Приклад 1. Нехай 
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 – довільні попарно мимобіжні прямі, які не паралельні одній площині. Показати, що геометричне місце точок всіх можливих  прямих, які одночасно лежать в одних площинах з кожною із трьох заданих прямих 
[image: image987.wmf]1
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, 
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, є однопорожнинним гіперболоїдом.

Розв’язання. Твердження прикладу 1 доведено нами вище для випадку трьох твірних однопорожнинного гіперболоїда. Проведемо алгебраїчне доведення у загальному випадку.

Розглянемо три точки 
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де 
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 – довільні числа, відмінні від нуля. Точки 
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 і 
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 не лежать на одній прямій.

Скористаємось тим фактом, що у спеціально вибраній декартовій прямокутній системі координат довільні три прямі 
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, які задовольняють умовам прикладу, можна описати параметричними рівняннями

	
[image: image999.wmf]123

:,:,:

,

xaxaxat

lybtlybtlyb

zctzctzct

ì

==-=-

ìì

ïïï

==-=

ííí

ïïï

===

îî

î


	(15)


де 
[image: image1000.wmf]0

c

¹

. Доведення цього факту через громіздкі викладки ми опускаємо. Перевіримо лише, що три прямі 
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 з (15) дійсно задовольняють умовам прикладу 1. Вектори 
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 – напрямні вектори відповідно прямих 
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. Тоді (див. доведення теореми 3)
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Те, що прямі 
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 попарно мимобіжні, видно з (15).
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Рис. 3
	Через точку 
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 прямої 
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 проведемо пряму 
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 так, щоб вона лежала в одних площинах з прямими 
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 і 
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 (рис. 3). Вище ми показали, що така пряма існує і єдина. Якщо точку 
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 рухати вздовж прямої 
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, то пряма 
[image: image1021.wmf]l

, яка у кожному своєму положенні лежить в одних площинах з прямими 
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, буде описувати у просторі деяку поверхню. 


Позначимо через 
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 довільну точку цієї поверхні, а через 
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 – напрямний вектор прямої 
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, яка проходить через точку 
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. Тоді параметричні рівняння прямої 
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 матимуть вигляд
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Відмітимо, що малими буквами 
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 позначаються координати точки прямої 
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, а великими буквами 
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XYZ

 – координати змінної точки поверхні. Нашою задачею є знаходження залежності між змінними 
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Запишемо умови розміщення прямої (16) в одних площинах з кожною із прямих (15) (див. §4 гл. XVIII):
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Оскільки пряма 
[image: image1037.wmf]l

, яка проходить через точку 
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 і лежить в одних площинах з прямими (15), існує, то система лінійних рівнянь (17) відносно невідомих 
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 повинна бути сумісною. Для цього необхідно і достатньо, щоб визначник системи (17) дорівнював нулю:
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Зведемо рівняння поверхні (18) до канонічного вигляду. Для цього розкладемо визначник 
[image: image1041.wmf]D

 за елементами третього рядка. Спочатку обчислимо алгебраїчні доповнення елементів третього рядка:
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Тоді 
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Отже, шукане геометричне місце точок є однопорожнинним гіперболоїдом, а вибрана вище система координат виявилась канонічною.
9.4. У §1 нами одержано рівняння однопорожнинного гіперболоїда обертання (див. формулу (7) §1), який утворюється обертанням гіперболи
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навколо осі 
[image: image1050.wmf]Oz

, тобто навколо її уявної осі. Покажемо, що поверхню однопорожнинного гіперболоїда обертання можна отримати, обертаючи одну з двох мимобіжних прямих навколо іншої.
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Рис. 4
	Нехай дано дві мимобіжні прямі 
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 і 
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 (рис. 4). Виберемо одну з цих прямих за вісь 
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, а спільний перпендикуляр до прямих 
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 – за вісь 
[image: image1057.wmf]Ox

. Нехай пряма 
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 проходить через точку 
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оскільки є перпендикулярною до осі 
[image: image1061.wmf]Ox

. Тоді канонічні рівняння прямої 
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 будуть такими
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Нехай 
[image: image1064.wmf](
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 – довільна точка прямої 
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. При обертанні навколо осі 
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 точка 
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 описує коло; координати 
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 і 
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 точки 
[image: image1070.wmf]M

 змінюються так, що сума їх квадратів, тобто 
[image: image1071.wmf]22

xy

+

, залишається постійною і дорівнює квадрату відстані від точки 
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 до осі обертання 
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. Координата 
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 точки 
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 при обертанні не змінюється.

З (19) випливає, що 
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Рівняння (20) виконується тільки для точок кола обертання точки 
[image: image1077.wmf]M

 і не залежить від розміщення точки 
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на прямій 
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, тобто виконується для всіх точок поверхні, що утворюється обертанням прямої 
[image: image1080.wmf]1

l

 навколо прямої 
[image: image1081.wmf]2

l

, і тільки для цих точок. 

Отже, рівняння (20) є рівнянням поверхні обертання прямої 
[image: image1082.wmf]1

l

навколо прямої 
[image: image1083.wmf]2

l

. Рівняння (20) рівносильне рівнянню

	
[image: image1084.wmf],
	(21)


яке є рівнянням однопорожнинного гіперболоїда.

Пряма 

	
[image: image1085.wmf]0
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	(22)


при обертанні навколо осі 
[image: image1086.wmf]Oz

 опише той же гіперболоїд, що і пряма (19), оскільки знак 
[image: image1087.wmf]n

 не впливає на рівняння (21).

Цим підтверджується, що через кожну точку однопорожнинного гіперболоїда проходять дві різні твірні. Всі можливі положення прямої (19) при обертанні навколо осі 
[image: image1088.wmf]Oz

 визначають один клас твірних однопорожнинного гіперболоїда. Другий клас твірних визначається різними положеннями, які займає при обертанні пряма (22). Прямі (19) і (22) симетричні одна одній відносно площин 
[image: image1089.wmf]xOy

 і 
[image: image1090.wmf]xOz

.

§10. Прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда

Нехай гіперболічний параболоїд задано канонічним рівнянням 

	
[image: image1091.wmf](
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Площина 
[image: image1092.wmf]xOy

 перетинає поверхню (1) по парі прямих (див. §7)
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[image: image1094.wmf]0
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	(2)

	
	(3)


Прямі (2) і (3) перетинаються у точці 
[image: image1095.wmf](
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 і є прямолінійними твірними гіперболічного параболоїда. Більше того, доведемо наступну теорему.

Теорема 1. Через кожну точку гіперболічного параболоїда (1) проходять дві і тільки дві його прямолінійні твірні.

Доведення. Нехай 
[image: image1096.wmf](
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 – довільна точка поверхні (1). Тоді
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Розглянемо довільну пряму 
[image: image1098.wmf]l

, яка проходить через точку 
[image: image1099.wmf](
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 і має напрямний вектор 
[image: image1100.wmf](
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. Підставивши параметричні рівняння прямої 
[image: image1101.wmf]l
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у рівняння поверхні (1), отримаємо квадратне рівняння відносно параметра 
[image: image1103.wmf]t

, яке дозволяє визначити спільні точки поверхні (1) і прямої (5). Це рівняння має вигляд
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З врахуванням тотожності (4) останнє рівняння рівносильне рівнянню
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Для того щоб пряма (5) була прямолінійною твірною поверхні (1), необхідно і достатньо, щоб рівняння (6) виконувалось для всіх 
[image: image1107.wmf]t

. Це можливо тоді і тільки тоді, коли

	
[image: image1108.wmf]
	(7)


З системи (7) випливає, що 
[image: image1109.wmf]12
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. Якщо, наприклад, 
[image: image1110.wmf]1
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, то з першого рівняння системи (7) отримуємо 
[image: image1111.wmf]2
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, а з другого – 
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, що неможливо.

З першого рівняння системи (7) знаходимо
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Підставимо цю рівність у друге рівняння системи (7):
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Вектори 
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паралельні векторам
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Отже, для координат напрямного вектора прямолінійної твірної 
[image: image1117.wmf]l

 отримуємо дві системи значень: 
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Це означає, що через точку 
[image: image1120.wmf](
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 гіперболічного параболоїда проходить дві його прямолінійні твірні
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Теорему доведено.

Відмітимо, що всі прямолінійні твірні (10) паралельні площині 
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Дійсно, нормальний вектор 
[image: image1124.wmf]11
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 цієї площини перпендикулярний напрямному вектору 
[image: image1125.wmf]1
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, оскільки їх скалярний добуток дорівнює нулю:
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Аналогічно доводиться, що прямолінійні твірні (11) паралельні площині

	
[image: image1127.wmf]0

xy

pq

+=

.
	(13)


Розіб’ємо множину всіх прямолінійних твірних гіперболічного параболоїда на два класи.

Означення 1. Прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда належать до першого класу, якщо вони паралельні площині (12), і до другого класу, якщо вони паралельні площині (13).

Площина 
[image: image1128.wmf]xOy

 перетинає поверхню (1) по прямих (2) і (3). Пряма (2) належить до першого класу, оскільки повністю лежить у площині (12) і тому паралельна останній. Аналогічно, пряма (3) належить до другого класу. Напрямними векторами прямих (2) і (3) є відповідно вектори 


[image: image1129.wmf](

)

;;0

pq

   і   
[image: image1130.wmf](

)

;;0

pq

-

,

що випливає з (8) і (9).

Зауваження 1. Напрямні вектори прямих (2) і (3) можна знайти безпосередньо, склавши матриці з коефіцієнтів при змінних в (2) і (3). Так, для прямої (2) ця матриця має вигляд
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Звідси знаходимо координати напрямного вектора прямої (2):
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[image: image1133.wmf](
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Аналогічно, для прямої (3).

З теореми (1) випливає, що через кожну точку прямої (2) проходить тільки одна твірна другого класу, а через кожну точку прямої (3) – тільки одна твірна першого класу.

Прямолінійних твірних поверхні (1) у площинах, які паралельні площині 
[image: image1134.wmf]xOy

, немає, оскільки ці площини перетинають поверхню (1) по гіперболі. Тому твірні поверхні (1), що перетинають прямі (2) і (3), визначають всю множину прямолінійних твірних гіперболічного параболоїда. 

Зі сказаного вище випливає, що прямолінійні твірні першого класу поверхні (1) – це множина всіх твірних цієї поверхні, які перетинають пряму (3), а прямолінійні твірні другого класу поверхні (1) – це множина всіх твірних цієї поверхні, які перетинають пряму (2). Тоді поверхню гіперболічного параболоїда можна розглядати як  геометричне  місце  точок, 

	
[image: image1135.wmf]
Рис. 1
	що належать всім прямолінійним твірним одного класу (рис. 1).

Теорема 2. Дві прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда з різних класів перетинаються.

Доведення. Нехай
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дві прямолінійні твірні з різних класів, які проходять відповідно через точки 
[image: image1138.wmf](
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Оскільки напрямні вектори цих прямих неколінеарні, наприклад, 
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то прямі (14) і (15) не паралельні. Доведемо, що ці прямі лежать в одній площині. Згідно з §4 гл. XVIII для цього необхідно і достатньо, щоб 
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Розкладемо визначник 
[image: image1142.wmf]D

 за елементами першого рядка:
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Прямі (14) і (15) лежать в одній площині і непаралельні. Тому вони перетинаються.

Теорему доведено.

Теорема 3. Будь-які дві прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда з одного класу мимобіжні.

Доведення. Нехай 
[image: image1147.wmf]1

l

 і 
[image: image1148.wmf]2

l

 – прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда (1) одного класу. Прямі 
[image: image1149.wmf]1

l

 і 
[image: image1150.wmf]2

l

 не перетинаються, оскільки у противному разі через їх точку перетину проходило б дві твірні одного класу, що суперечить теоремі 1.

Доведемо, що прямі 
[image: image1151.wmf]1

l

 і 
[image: image1152.wmf]2

l

 не паралельні. Якщо припустити, що 
[image: image1153.wmf]1

l

 і 
[image: image1154.wmf]2

l

 паралельні, то вони визначатимуть площину 
[image: image1155.wmf]a

. Тоді довільна прямолінійна твірна іншого класу, перетинаючи як пряму 
[image: image1156.wmf]1

l

, так і пряму 
[image: image1157.wmf]2

l

 (див. теорему 2), буде лежати у площині 
[image: image1158.wmf]a

. Гіперболічний параболоїд є геометричним місцем точок, які належать всім цим твірним, тобто поверхня (1) лежить у площині 
[image: image1159.wmf]a

, що неможливо.

Отже, прямі 
[image: image1160.wmf]1

l

 і 
[image: image1161.wmf]2
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 не паралельні і не перетинаються, а тому є мимобіжними.

Теорему доведено.

Як і в попередньому параграфі, причому повністю аналогічно, доводиться, що пряма, яка перетинає одночасно три які-небудь твірні одного класу, є твірною іншого класу і при своєму русі описує всю поверхню гіперболічного параболоїда.

Зауваження 2. Нагадаємо, що у випадку гіперболічного параболоїда ситуація з твірними є більш визначеною, а саме, через кожну точку однієї з твірних 
[image: image1162.wmf]123

,,

lll

 одного класу, наприклад, твірної 
[image: image1163.wmf]1

l

, проходить одна і тільки одна твірна іншого класу (теорема 1), яка перетинає дві інші твірні 
[image: image1164.wmf]2

l

 і 
[image: image1165.wmf]3
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 (теорема 2). Зрозуміло, що на хід міркувань попереднього параграфа це ніяк не впливає. 

У зв’язку з цим рекомендуємо довести самостійно таке твердження: якщо 
[image: image1166.wmf]123

,,
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 – довільні попарно мимобіжні прямі, які паралельні одній площині, то через кожну точку однієї з цих прямих проходить одна і тільки одна пряма, яка перетинає дві інші прямі. 

Зауваження 3. Прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда можна знайти аналогічно прямолінійним твірним однопорожнинного гіперболоїда. Рівняння (1) рівносильне рівнянню
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За рівнянням (16) можна скласти дві системи рівнянь першого степеня

	
[image: image1168.wmf],
	(17)

	
[image: image1169.wmf].
	(18)


Система (17) визначає прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда першого класу, а система (18) – другого класу. Доведення аналогічне доведенню, яке проводилось для прямолінійних твірних однопорожнинного гіперболоїда, заданих як лінії перетину площин. Прямі (2) і (3) отримуються з системи (17) і (18) відповідно при 
[image: image1170.wmf]1
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Зауваження 4. Прямолінійні твірні гіперболічного параболоїда можна шукати також у вигляді (див. зауваження 1 §8) систем

	
[image: image1172.wmf]11

11

2

xy

z

pq

xy

pq

ì

æö

l+=m

ï

ç÷

ç÷

ï

ïèø

í

æö

ï

m-=l

ç÷

ï

ç÷

ï

èø

î

    і    
[image: image1173.wmf]22
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де 
[image: image1174.wmf]12
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ll

 і 
[image: image1175.wmf]12
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mm

 – деякі числа, причому в першій системі (19) 
[image: image1176.wmf]1
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, а в другій – 
[image: image1177.wmf]2
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l¹

. Перша система (19) описує прямолінійні твірні першого класу, а друга – другого класу.

На закінчення відмітимо, що конструювання однопорожнинного гіперболоїда і гіперболічного параболоїда за допомогою їх прямолінійних твірних широко застосовується в техніці. У свій час В.Г. Шаховим запропоновано конструкції з металічних балок, розміщених так, як розміщуються прямолінійні твірні однопорожнинного гіперболоїда. Такі конструкції виявились легкими і міцними. Вони часто застосовуються для побудови водонапірних башт, високих антен телевізійних станцій і радіотелескопів (рис. 2).
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Рис. 2
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Рис. 3


У техніці широко поширений спосіб зубчастої передачі обертання навколо осей, що не перетинаються. Якщо осі  обертання є мимобіжними прямими, то відповідна конструкція базується на ковзанні одного однопорожнинного гіперболоїда обертання по іншому (рис. 3).
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