Пряма у просторі

§1. Пряма як лінія перетину двох площин

Згідно з означенням 1 §3 гл. XVI лінія у просторі визначається як перетин двох поверхонь. Оскільки пряму у просторі можна розглядати як перетин двох непаралельних площин, то її у декартовій прямокутній системі координат завжди можна задати двома лінійними рівняннями

	
[image: image1.wmf]1111

2222

0

0,

AxByCzD

AxByCzD

+++=

ì

í

+++=

î


	(1)


що визначають ці площини. З іншого боку, два лінійних рівняння (1) є рівняннями деякої прямої тоді і тільки тоді, коли відповідні їм площини не паралельні, тобто коли виконується одна з таких умов: 

1º. Хоча б один з визначників 
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відмінний від нуля. Ця умова у векторній формі рівносильна умові 
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 – нормальні вектори площин (1), а знак “
[image: image8.wmf]´

” є знаком векторного добутку.

2º. Нормальні вектори 
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 площин (1) неколінеарні, тобто відповідні координати цих векторів не пропорційні.

3º. 
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Означення 1. Рівняння системи (1) називаються загальними рівняннями прямої, якщо виконується одна з умов 1º, 2º, 3º.

Ми визначили пряму як перетин двох площин. Але через задану пряму можна провести нескінченну кількість площин, тобто пучок площин, віссю якого є дана пряма. Будь-які дві різні площини цього пучка визначають дану пряму. Отже, виявляється, що у виборі рівнянь прямої є певна довільність: кожне з рівнянь системи (1) можна замінити рівнянням (див. теорему 1 §10 гл. XVII) 
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будь-якої іншої площини пучка, відмінної від площин (1). Цією довільністю можна скористатись для зображення даної прямої як перетину площин, що мають найпростіші рівняння. 

Зручно користуватись площинами, паралельними координатним осям, тобто площинами, які проектують дану пряму на координатні площини. Рівняння таких площин не містять однієї координати і тому їх можна отримати шляхом виключення відповідної координати з рівнянь системи (1). В результаті матимемо три таких рівняння, проте для визначення прямої достатньо двох з них. Зупинимось на цьому докладніше. 

Оскільки площини (1) перетинаються, то за умовою 1º хоча б один з визначників (2) не дорівнює нулю. Нехай таким визначником є
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Геометрично це означає, що пряма (1) не паралельна координатній площині 
[image: image15.wmf]xOy

. За умови (3) систему рівнянь (1) можна розв’язати відносно 
[image: image16.wmf]x

 і 
[image: image17.wmf]y

:


[image: image18.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

222

11

22

1111

2222

111

222

11

22

CzDB

CzDB

x

AB

AB

AxByCzD

AxByCzD

ACzD

ACzD

y

AB

AB

ì

-+

ï

-+

ï

=

ï

ï

ì+=-+

ï

ïï

ÛÛ

íí

+=-+

-+

ï

î

ï

ï

-+

ï

=

ï

ï

ï

î


	
[image: image19.wmf]1111

2222

1111

2222

1111

2222

1111

2222

,

CBDB

CBDB

xz

ABAB

ABAB

xazp

ybzq

ACAD

ACAD

yz

ABAB

ABAB

ì

--

ï

--

ï

=+

ï

ï

=+

ì

ï

ÛÛ

íí

=+

--

î

ï

ï

--

ï

=+

ï

ï

î


	(4)


де 
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[image: image23.wmf].

Означення 2. Система рівнянь (4) називається зведеною системою рівнянь прямої.

Оскільки перше рівняння системи (4) не містить 
[image: image24.wmf]y

, а друге – 
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, то перша площина паралельна осі 
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 і проектує задану пряму на координатну площину 
[image: image27.wmf]xOz

, а друга площина паралельна осі 
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 і проектує задану пряму на площину 
[image: image29.wmf]yOz

.

Отже, перше з рівнянь (4), тобто рівняння 
[image: image30.wmf]xazp
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, є одночасно рівнянням проекції даної прямої на площину 
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, а друге рівняння 
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 – рівнянням проекції цієї прямої на площину 
[image: image33.wmf]yOz

. Тому поряд з терміном зведені рівняння прямої використовується також термін рівняння прямої у проекціях на координатні площини. 

Параметри 
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 і 
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 мають простий геометричний зміст. Якщо ми покладемо в рівняннях (4) 
[image: image36.wmf]0

z

=

, тобто будемо знаходити точку перетину прямої з площиною 
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, то ми отримаємо 
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. Тому пряма (4) перетинається з площиною 
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 у точці [image: image41.wmf](
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. Цю точку назвемо слідом прямої на площині 
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. Отже, параметри 
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 в рівняннях (4) є координатами сліду даної прямої на площині 
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Приклад 1. Дано пряму
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Знайти зведені рівняння цієї прямої і рівняння її проекцій на координатні площини 
[image: image47.wmf]xOz

 і 
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. Визначити координати сліду даної прямої на площині 
[image: image49.wmf]xOy

.

Розв’язання. Розв’яжемо рівняння прямої (5) відносно 
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. Це можна зробити, оскільки
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Маємо
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Отже, зведеними рівняннями прямої (5) є рівняння 
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Проекціями прямої (5) на координатні площини 
[image: image56.wmf]xOz

 і 
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 будуть прямі, рівняння яких відповідно 
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Точка 
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 є слідом прямої (5) на площині 
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Зауваження 1. Якщо 
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лежить у площині 
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 і тому паралельна площині 
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Якщо 
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лежить у площині 
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 і тому паралельна площині 
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Якщо 
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паралельна осі 
[image: image73.wmf]Oz

.

Зауваження 2. Виведення рівнянь (4) ґрунтується на припущенні, що виконується умова (3). Якщо ця умова не виконується, то, принаймні, один з двох інших визначників (2) не дорівнює нулю. Тоді слід взяти той визначник, який не дорівнює нулю, і провести аналогічні викладки.

§2. Канонічні і параметричні рівняння прямої

2.1. Канонічні рівняння прямої у просторі можна отримати шляхом тих самих міркувань, що й при розв’язуванні задачі 1 §8 гл. XIII.
Пряма 
[image: image74.wmf]l

 у просторі однозначно визначається довільною своєю точкою 
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 і деяким ненульовим вектором 
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, паралельним до 
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Означення 1. Ненульовий вектор 
[image: image78.wmf](
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, паралельний до прямої 
[image: image79.wmf]l

, називається напрямним вектором цієї прямої.

	Однією з основних задач теорії прямої є така задача: маючи аналітичне задання образів, які визначають положення прямої у просторі, написати рівняння цієї прямої. Знайдемо рівняння прямої 
[image: image80.wmf]l

, якщо відома точка 
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, через яку вона проходить, і задано напрямний вектор 
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)

;;

amnp

r

 цієї прямої (рис. 1).
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Рис. 1
	Для того щоб точка 
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 лежала на прямій 
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, яка проходить через точку 
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 паралельно вектору 
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, необхідно і достатньо, щоб вектор 
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був колінеарним вектору 
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, тобто 


необхідно і достатньо, щоб одночасно виконувались три рівності

	
[image: image90.wmf]00

0

xxyy

mn

--

=

;   
[image: image91.wmf]00

0

yyzz

np

--

=

;   
[image: image92.wmf]00

0

xxzz

mp

--

=

.
	(1)


Кожна з цих рівностей є рівнянням першого степеня, тобто рівнянням площини. Отже, координати довільної точки 
[image: image93.wmf]M

 прямої 
[image: image94.wmf]l

 задовольняють рівнянню кожної з площин (1), а тому пряма 
[image: image95.wmf]l

 належить одночасно до всіх цих площин. Іншими словами, три площини (1) є площинами одного і того ж пучка з віссю 
[image: image96.wmf]l

.

Вияснимо геометричний зміст кожного з рівнянь (1). Нехай, наприклад, у першому з цих рівнянь 
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 і 
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 одночасно не дорівнюють нулю. Тоді це рівняння приймає вигляд
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Оскільки в рівнянні (2) відсутня змінна 
[image: image100.wmf]z

, то цим рівнянням визначається площина, паралельна осі 
[image: image101.wmf]Oz

 або така, що містить цю вісь. Пряма 
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 лежить у площині (2), тому остання проектує пряму 
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 на координатну площину 
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. Проекція прямої 
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 на площину 
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 має рівняння 
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і проходить через точку 
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 (рис. 1).
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Рис. 2
	Друга з площин (1) 
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паралельна осі 
[image: image112.wmf]Ox

 і перетинає площину 
[image: image113.wmf]yOz

 по прямій, що проходить через точку 
[image: image114.wmf](
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 паралельно вектору 
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 (рис. 2).


І нарешті, третя площина
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паралельна осі 
[image: image117.wmf]Oy

 і перетинає площину 
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 по прямій, що проходить через точку 
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Розглянемо спочатку випадок, коли жодне з чисел 
[image: image121.wmf],,
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 не дорівнює нулю. Тоді рівняння (1) можна записати у вигляді 
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Із системи рівнянь (3) випливає, що будь-яке з цих рівнянь є наслідком двох інших. Тому два з трьох рівнянь (1)  або (3) повністю визначають пряму 
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, що проходить через точку 
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У випадку 
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 рівняння (1) або (3) можна подати ще так:
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Означення 2. Рівняння (4) називаються канонічними рівняннями прямої, що проходить через точку 
[image: image132.wmf](
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Розглянемо тепер випадок, коли одне з чисел 
[image: image134.wmf],,
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 дорівнює нулю, тобто пряма 
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 паралельна одній з координатних площин. Нехай для визначеності 
[image: image136.wmf]0

m

=

, а 
[image: image137.wmf]0

n

¹

 і 
[image: image138.wmf]0

p

¹

. Тоді рівняння (1) перепишуться у вигляді
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Отже, для двох рівнянь, що визначають пряму 
[image: image142.wmf]l

, маємо
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Домовимось у цьому випадку канонічні рівняння записувати у вигляді

	
[image: image145.wmf]000

0

xxyyzz

np

---

==

,
	(6)


вважаючи чисельник першого дробу рівним нулю, тобто домовляємось розглядати систему рівнянь (6) як систему двох рівнянь (5).

Якщо одночасно дорівнюють нулю два числа з чисел 
[image: image146.wmf],,
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, то пряма 
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 паралельна одній з координатних осей. Нехай для визначеності 
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. У цьому випадку система рівнянь (1) набуває вигляду 
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Ця система визначає дві площини 
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перетином яких є пряма 
[image: image155.wmf]l

, паралельна координатній осі 
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Домовляємось канонічні рівняння прямої 
[image: image157.wmf]l

 і в цьому випадку записувати у вигляді
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де чисельники першого та другого дробів вважаються рівними нулю. Систему рівнянь (8) будемо розглядати як систему рівнянь (7). 

Отже, канонічні рівняння (4) слід розуміти так:

1º. Якщо жодне з чисел 
[image: image159.wmf],,
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 не дорівнює нулю, то рівняння (4) потрібно розуміти як систему будь-яких двох рівнянь з трьох рівнянь системи (1).

2º. Якщо яке-небудь з чисел 
[image: image160.wmf],,
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 дорівнює нулю, то чисельник відповідного дробу в (4) потрібно покласти рівним нулю. Так, якщо 
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, то систему (4) слід розуміти як систему двох рівнянь 

	
[image: image162.wmf]00

xxyy

mn

--

=

;   
[image: image163.wmf]0

zz

=

.


3º. Якщо які-небудь два числа з чисел 
[image: image164.wmf],,
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 дорівнюють нулю, то чисельники двох відповідних дробів потрібно покласти рівними нулю. Якщо, наприклад, 
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, то систему (4) слід розуміти як систему двох рівнянь
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Не дивлячись на небажаний запис нуля у знаменнику і необхідність обмовок з цього приводу, зображення прямої у вигляді канонічних рівнянь (4), (6), (8) тощо є досить поширеним. Причиною цього є те, що канонічні рівняння відразу ж вказують на напрямний вектор прямої і точку, через яку вона проходить.

Зауваження 1. Якщо вектор 
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, де 
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‑ будь-яке ненульове дійсне число, також є напрямним вектором цієї прямої. Пронормуємо вектор 
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, тобто покладемо 
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. Тоді напрямним вектором прямої (1) буде одиничний вектор 
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a

r

, координатами якого є напрямні косинуси вектора 
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Канонічні рівняння прямої у цьому випадку приймають вигляд
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Формули (9) дають можливість знайти кути прямої (1) з осями координат.

2.2. Нехай задано дві різні точки 
[image: image184.wmf](
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. Складемо рівняння прямої 
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Вектор 
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 є напрямним вектором цієї прямої. Підставимо у рівняння (4) замість координат точки 
[image: image188.wmf](
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 координати точки 
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, а замість координат вектора 
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 координати вектора 
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. В результаті матимемо канонічні рівняння прямої, що проходить через дві задані точки 
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2.3. Перейдемо до параметричного задання прямої у просторі, тобто зображення координат змінної точки прямої як функцій довільного параметра.

Нехай пряму 
[image: image195.wmf]l

 задано точкою 
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 і напрямним вектором 
[image: image197.wmf](
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 (рис. 3). 
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Рис. 3
	Позначимо через 
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 довільну точку простору. Точка 
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лежить на прямій 
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 тоді і тільки тоді, коли вектори 
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 колінеарні. Отже, для будь-якої точки 
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 прямої 
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 має місце векторна рівність 
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Запишемо її у координатній формі:
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Рівняння (13) є параметричними рівняннями прямої. Якщо параметр 
[image: image208.wmf]t

 пробігає всю множину дійсних чисел, точка 
[image: image209.wmf](
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 пробігає всю пряму.

Нехай пряма проходить через дві різні точки 
[image: image210.wmf](
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. Тоді параметричними рівняннями цієї прямої будуть рівняння 
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Параметру 
[image: image213.wmf]0
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відповідає точка 
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, а параметру 
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 – точка 
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. Якщо параметр 
[image: image217.wmf]t

 змінюється у проміжку 
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, то цим значенням параметра відповідають точки відрізка 
[image: image219.wmf]12
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 даної прямої.

2.4. Запишемо векторне рівняння прямої 
[image: image220.wmf]l

, що проходить через точку 
[image: image221.wmf](
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 паралельно вектору 
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. Для цього позначимо через 
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 і 
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 радіуси-вектори відповідно точок 
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 і 
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 прямої 
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 (рис. 3). Тоді рівність (12) у векторній формі набуває вигляду
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Рівняння (15) і є шуканим рівнянням прямої 
[image: image229.wmf]l

 у векторній формі. Відмітимо, що записуючи рівняння (15) у координатній формі, прийдемо до параметричних рівнянь прямої (13). 

При виведенні рівнянь прямої ми записували умову колінеарності векторів 
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 і 
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 у вигляді рівності (12). Проте цю умову можна було б записати і в іншій формі, а саме, прирівняти до нуля векторний добуток векторів 
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Рівняння (16) слід також розглядати як векторне рівняння прямої, яке, на відміну від рівняння (15), не є параметричним. Рівняння (16) можна отримати безпосередньо з рівняння (15), помноживши його векторно на 
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Щоб записати рівняння (16) у координатній формі, виразимо векторний добуток у вигляді визначника
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і розкладемо цей визначник за елементами першого рядка, врахувавши, що вектор дорівнює нульовому вектору тоді і тільки тоді, коли всі його координати дорівнюють нулю:
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Поділивши перше з рівнянь (17) на 
[image: image239.wmf]pn

, друге – на 
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 і третє – на 
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, зведемо їх до вигляду
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Отже, у векторній формі канонічні рівняння прямої мають вигляд(16). 

§3. Зведення загальних рівнянь прямої до канонічних рівнянь

3.1. Нехай пряму 
[image: image243.wmf]l

 задано загальними рівняннями
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Позначимо площини, які визначаються рівняннями (1), через 
[image: image245.wmf]1

a

 і 
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Теорема 1. Вектор 
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, тобто вектор з координатами 
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є напрямним вектором прямої (1). 

Доведення. Вектор 
[image: image251.wmf]1

N

r

 перпендикулярний до площини 
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, тому деякий вектор 
[image: image253.wmf]a

r

, перпендикулярний до вектора 
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, буде паралельним до площини 
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 (рис. 1). Аналогічно, вектор, перпендикулярний до  нормального  вектора 
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Рис. 1
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N

r

 площини 
[image: image258.wmf]2
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, буде паралельним до цієї площини. Отже, вектор, який одночасно перпендикулярний до нормальних векторів 
[image: image259.wmf]1
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 і 
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, є паралельним як до площини 
[image: image261.wmf]1

a

, так і до площини 
[image: image262.wmf]2
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, а тому і до лінії перетину цих площин, тобто прямої (1).


Ми показали, що за напрямний вектор прямої (1) можна взяти будь-який вектор, який одночасно перпендикулярний до нормальних векторів 
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. Зокрема, таким вектором є векторний добуток 
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. Координати цього векторного добутку визначаються згідно з (2) (див. §2 гл. VII).
Теорему доведено.

Щоб перейти від загальних рівнянь прямої (1) до канонічних рівнянь цієї прямої, потрібно знайти:

1) хоча б одну точку 
[image: image266.wmf](
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 прямої (1);

2) деякий напрямний вектор 
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 прямої (1).

Покажемо, як знайти координати точки 
[image: image268.wmf](
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, через яку проходить пряма (1). Оскільки вектори 
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 відмінний від нульового вектора. Тому хоча б одна з координат вектора 
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 не дорівнює нулю. Нехай для визначеності
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Систему (1) перепишемо у вигляді
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Поклавши 
[image: image275.wmf]z

 рівним якому-небудь числу, наприклад, нулю, знаходимо з системи (3) значення 
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Знаючи точку 
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 і напрямний вектор (2) 
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, запишемо канонічні рівняння прямої у вигляді
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3.2. У §1 даної глави було показано, як із загальних рівнянь (1) прямої 
[image: image283.wmf]l

 отримати її зведені рівняння 
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Нехай тепер пряму 
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 задано канонічними рівняннями
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Ця пряма визначається як лінія перетину площин
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Ввівши позначення 
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ми від системи (8) перейдемо до системи (6), тобто до зведених рівнянь прямої 
[image: image292.wmf]l
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Оскільки напрямний вектор 
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 можна замінити будь-яким іншим вектором, йому паралельним, то з цього випливає, що за умови 
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є напрямним вектором прямої 
[image: image297.wmf]l

. Крім цього, з (6) випливає, що пряма 
[image: image298.wmf]l

 проходить через точку 
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 задано зведеними рівняннями (6), то з цих рівнянь легко отримати її канонічні рівняння 
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Канонічні рівняння (9) прямої 
[image: image302.wmf]l

 розкривають геометричний зміст коефіцієнтів 
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, які фігурують у зведених рівняннях (6) цієї прямої.

Приклад 1. Пряму задано загальними рівняннями
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Записати канонічні рівняння цієї прямої.

Розв’язання. Знайдемо координати точки 
[image: image306.wmf]0
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 прямої. Оскільки
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то поклавши 
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Координати напрямного вектора 
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 обчислюємо згідно з (2):
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Отже, канонічні рівняння заданої прямої мають вигляд
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§4. Взаємне розміщення двох прямих у просторі

Нехай дві прямі 
[image: image315.wmf]1
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 і 
[image: image316.wmf]2
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 задано канонічними рівняннями
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Пряма 
[image: image319.wmf]1
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 проходить через точку 
[image: image320.wmf](
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 паралельно вектору 
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, а пряма 
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 – через точку 
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 паралельно вектору 
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Можливі чотири різних випадки взаємного розміщення прямих 
[image: image325.wmf]1
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 і 
[image: image326.wmf]2
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 у просторі: 

1º. Прямі мимобіжні, тобто такі, через які не можна провести площину.

2º. Прямі перетинаються.

3º. Прямі паралельні.

4º. Прямі співпадають.

Взаємне розміщення заданих прямих 
[image: image327.wmf]1
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 і 
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 можна визначити за векторами 
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. Для цього з координат цих векторів складемо матриці
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і позначимо ранги матриць 
[image: image334.wmf]A

 і 
[image: image335.wmf]B

 відповідно 
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Дослідимо всі можливі випадки взаємного розміщення прямих 
[image: image338.wmf]1
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 і 
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.

Теорема 1. Для того щоб прямі 
[image: image340.wmf]1
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 і 
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l

 були мимобіжними, необхідно і достатньо, щоб 
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3

r

=

, тобто 
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Доведення. Необхідність. Покажемо, що для мимобіжних прямих 
[image: image344.wmf]1
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 і 
[image: image345.wmf]2
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 справедлива рівність 
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. Дійсно, за умови мимобіжності прямих вектори 
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 – некомпланарні, тобто не паралельні одній площині. Умовою некомпланарності векторів 
[image: image350.wmf]12
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[image: image351.wmf]1

a

r

, 
[image: image352.wmf]2

a

r

 є відмінність від нуля їх мішаного добутку:
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Тому визначник, складений з координат цих векторів, не дорівнює нулю, тобто 
[image: image354.wmf]det0
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Достатність. Покажемо тепер, що за умови 
[image: image355.wmf]2
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, тобто 
[image: image356.wmf]det0
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[image: image357.wmf]1
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 і 
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l

 мимобіжні. Дійсно, якщо 
[image: image359.wmf]det0
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, то мішаний добуток векторів 
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 не дорівнює нулю. Це рівносильно тому, що вектори 
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 не паралельні одній площині. Тому прямі 
[image: image366.wmf]1
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 і 
[image: image367.wmf]2
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 мимобіжні.

Теорему доведено.

Теорема 2. Для того щоб прямі 
[image: image368.wmf]1

l

 і 
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 перетинались, необхідно і достатньо, щоб 
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Доведення. Необхідність. Якщо прямі 
[image: image372.wmf]1
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 і 
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  перетинаються, то 
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. Дійсно, у випадку перетину прямих 
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 і 
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 вони лежать в одній площині. Тому вектори 
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 – компланарні і, отже, 
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. Це означає, що 
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. З перетину прямих 
[image: image383.wmf]1
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 і 
[image: image384.wmf]2
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 випливає також неколінеарність векторів 
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. Оскільки матриця 
[image: image388.wmf]B

 отримується з матриці 
[image: image389.wmf]A

 добавлянням рядка, то і ранг матриці 
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 дорівнює 2. 

Достатність. Якщо 
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 – компланарні. Тому прямі 
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 лежать в одній площині.

Якщо, крім цього, 
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 не колінеарні. Отже, прямі 
[image: image401.wmf]1
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 і 
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 перетинаються.

Теорему доведено.

Теорема 3. Для того щоб прямі 
[image: image403.wmf]1
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 і 
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 були паралельними, необхідно і достатньо, щоб 
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Доведення. Необхідність. Потрібно показати, що для паралельних прямих 
[image: image407.wmf]1
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 і 
[image: image408.wmf]2
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 справедливі рівності 
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. Дійсно, за умови паралельності прямі 
[image: image411.wmf]1
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 і 
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 лежать в одній площині. Тому вектори 
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 компланарні і 
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3

r

<

. З іншого боку, із умови паралельності прямих 
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 випливає, що вектори 
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 колінеарні і тому 
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 матриці 
[image: image424.wmf]B

 дорівнює 2, оскільки вектори 
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Достатність. Нехай 
[image: image427.wmf]1

1

r

=

, 
[image: image428.wmf]2

2

r

=

. Тоді прямі 
[image: image429.wmf]1

l

 і 
[image: image430.wmf]2

l

 паралельні, оскільки вектори 
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 колінеарні, і не співпадають, бо вектор 
[image: image433.wmf]12

MM

uuuuuuur

 не колінеарний вектору 
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 або 
[image: image435.wmf]2
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Теорему доведено. 

Теорема 4. Для того щоб прямі 
[image: image436.wmf]1
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 і 
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 співпадали, необхідно і достатньо, щоб 
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Доведення теореми 4 аналогічне доведенню теореми 3. У цьому випадку вектори 
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 колінеарні і рівняння (1) і (2) є рівняннями однієї прямої. 

Приклад 1. Дослідити взаємне розміщення двох прямих
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Розв’язання. Позначимо задані прямі відповідно 
[image: image445.wmf]1
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 і 
[image: image446.wmf]2
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. Пряма 
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 проходить через точку 
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 паралельно вектору 
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. Поклавши 
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 знаходимо 
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 проходить через точку 
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 прямої 
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 згідно з (2) §3:
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Для заданих прямих вектор 
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 має координати 
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. Координати векторів 
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 пропорційні, тому вектори 
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  колінеарні, тобто 
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. Координати вектора 
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 не пропорційні координатам векторів 
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, тому вектор 
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 не колінеарний векторам 
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, тобто 
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 і прямі 
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 паралельні.

§5. Взаємне розміщення прямої і площини у просторі

Розглянемо у просторі площину 
[image: image477.wmf]a

, задану загальним рівнянням

	
[image: image478.wmf]0,

AxByCzD

+++=


	(1)


і пряму 
[image: image479.wmf]l

, задану параметричними рівняннями
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Пряма 
[image: image481.wmf]l

 проходить через точку 
[image: image482.wmf](
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 паралельно вектору 
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Можливі три різних випадки взаємного розміщення прямої 
[image: image484.wmf]l

 і площини 
[image: image485.wmf]a

:

1º. Пряма і площина перетинаються в єдиній точці – це загальний тип розміщення прямої і площини у просторі.

2º. Пряма і площина не мають жодної спільної точки, тобто пряма 
[image: image486.wmf]l

 паралельна площині 
[image: image487.wmf]a

, але не лежить у ній.

3º. Пряма і площина мають нескінченну множину спільних точок, тобто пряма 
[image: image488.wmf]l

 лежить у площині 
[image: image489.wmf]a

.

Дослідимо всі можливі випадки взаємного розміщення прямої 
[image: image490.wmf]l

 і площини 
[image: image491.wmf]a

. Ця задача з алгебраїчної точки зору зводиться до дослідження системи, що складається з рівнянь (1) і (2). Для знаходження спільних точок прямої 
[image: image492.wmf]l

 і площини 
[image: image493.wmf]a

 підставимо в рівняння (1) значення 
[image: image494.wmf],,
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 з рівнянь (2). Після перетворень отримаємо рівняння відносно параметра 
[image: image495.wmf]t
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З рівняння (3) випливає, що: 

а) якщо 
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то воно має єдиний розв’язок 
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Підставивши цей розв’язок у формули (2), отримаємо єдину точку
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перетину прямої 
[image: image501.wmf]l

 і площини 
[image: image502.wmf]a

. Тому умова (4) є достатньою умовою перетину площини 
[image: image503.wmf]a

 і прямої 
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 в єдиній точці 
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б) Якщо 
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то рівняння (3) набуває вигляду

	
[image: image508.wmf](
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тобто не має розв’язків. Геометрично це означає, що пряма 
[image: image509.wmf]l

 і площина 
[image: image510.wmf]a

 паралельні. Отже, умова (5) є достатньою умовою паралельності прямої 
[image: image511.wmf]l

 і площини 
[image: image512.wmf]a

.

в) Якщо 
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то рівняння (3) приймає вигляд

	
[image: image515.wmf]000
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і тому виконується для довільного 
[image: image516.wmf]t

. Це означає, що пряма 
[image: image517.wmf]l

 лежить у площині 
[image: image518.wmf]a

. Умова (6) є достатньою умовою того, що пряма 
[image: image519.wmf]l

 лежить у площині 
[image: image520.wmf]a

.

Доведені нами достатні умови того чи іншого взаємного розміщення прямої 
[image: image521.wmf]l

 і площини 
[image: image522.wmf]a

 є одночасно і необхідними умовами. Це доводиться відразу ж методом від противного. Як приклад, наведемо доведення необхідної умови перетину прямої 
[image: image523.wmf]l

 і площини 
[image: image524.wmf]a

.

Теорема 1. Якщо пряма 
[image: image525.wmf]l

 і площина 
[image: image526.wmf]a

 перетинаються в єдиній точці, то виконується умова (4). 

Доведення. Припустимо протилежне, тобто
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Тоді згідно з (5) або (6) площина 
[image: image528.wmf]a

 і пряма 
[image: image529.wmf]l

 або паралельні, або пряма 
[image: image530.wmf]l

 лежить у площині 
[image: image531.wmf]a

. Одержане протиріччя доводить необхідність умови (4).

Наведені вище результати щодо взаємного розміщення прямої 
[image: image532.wmf]l

 і площини 
[image: image533.wmf]a

 сформулюємо у вигляді наступних теорем.

Теорема 2. Для того щоб пряма 
[image: image534.wmf]l

 і площина 
[image: image535.wmf]a

 перетинались у єдиній точці, необхідно і достатньо виконання умови
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Теорема 3. Для того щоб пряма 
[image: image537.wmf]l

 і площина 
[image: image538.wmf]a

 були паралельними, необхідно і достатньо, щоб одночасно виконувались умови
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Теорема 4. Для того щоб пряма 
[image: image541.wmf]l

 лежала у площині 
[image: image542.wmf]a

, необхідно і достатньо, щоб виконувались умови 
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[image: image544.wmf]000

0

AxByCzD

+++=

.


Приклад 1. Дослідити взаємне розміщення прямої 
[image: image545.wmf]l
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і площини 
[image: image547.wmf]a
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Розв’язання. Пряма 
[image: image549.wmf]l

 проходить через 
[image: image550.wmf](
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 паралельно вектору 
[image: image551.wmf](

)

1;1;2

a

-

r

. Тому параметричними рівняннями прямої 
[image: image552.wmf]l

 будуть рівняння
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Підставляємо ці значення змінних у рівняння площини 
[image: image556.wmf]a

:
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Оскільки знайдене значення параметра 
[image: image558.wmf]2
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 є єдиним, робимо висновок, що пряма 
[image: image559.wmf]l

 і площина 
[image: image560.wmf]a

 перетинаються в єдиній точці:

	
[image: image561.wmf](
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Зауваження 1. Розглянемо питання про взаємне розміщення площини 
[image: image562.wmf]a

 (1) і прямої 
[image: image563.wmf]l

, коли останню задано її загальними рівнянням 
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У цьому випадку можна було б перейти від загальних рівнянь прямої 
[image: image565.wmf]l

 до її канонічних рівнянь і скористатись наведеними вище результатами про взаємне розміщення прямої 
[image: image566.wmf]l

 і площини 
[image: image567.wmf]a

.

Розглянемо інший підхід до розв’язання цієї задачі, який вже використовувався нами в §12 гл. XVII при дослідженні взаємного розміщення трьох площин.

Нехай ранги матриць 
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відповідно дорівнюють 
[image: image570.wmf]1
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 і 
[image: image571.wmf]2
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.

Згідно з результатами §12 гл. XVII маємо:

а) Пряма 
[image: image572.wmf]l

 і площина 
[image: image573.wmf]a

 перетинаються в єдиній точці тоді і тільки тоді, коли 
[image: image574.wmf]1
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. Ця точка є точкою перетину трьох площин. Для знаходження координат цієї точки потрібно знайти розв’язок відповідної системи рівнянь.

б) Пряма 
[image: image576.wmf]l

 і площина 
[image: image577.wmf]a

 паралельні, але пряма 
[image: image578.wmf]l

 не лежить у площині 
[image: image579.wmf]a

, тоді і тільки тоді, коли 
[image: image580.wmf]1
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У цьому випадку три площини утворюють нескінченну призму.

в) Пряма 
[image: image582.wmf]l

 лежить у площині 
[image: image583.wmf]a

 тоді і тільки тоді, коли 
[image: image584.wmf]1
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. У цьому випадку площина 
[image: image586.wmf]a

 належить до пучка площин, віссю якого є пряма 
[image: image587.wmf]l

.

§6. Кут між прямою і площиною. Умова перпендикулярності 
прямої і площини

6.1. Розглянемо площину 
[image: image588.wmf]a

, яку задано загальним рівнянням 
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і пряму 
[image: image590.wmf]l

 з канонічними рівняннями 
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Означення 1. Якщо пряма 
[image: image592.wmf]l

 не перпендикулярна до площини 
[image: image593.wmf]a

, то кутом між прямою 
[image: image594.wmf]l

 і площиною 
[image: image595.wmf]a

 називається менший з двох кутів між цієї прямою та її ортогональною проекцією на площину 
[image: image596.wmf]a

. Якщо ж пряма і площина перпендикулярні, то кут між ними вважається рівним 
[image: image597.wmf]2
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.

Обчислення кута між прямою 
[image: image598.wmf]l

 і площиною 
[image: image599.wmf]a

 зведемо до обчислення кута між напрямним вектором 
[image: image600.wmf](
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 прямої 
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 та нормальним вектором 
[image: image602.wmf](
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 площини 
[image: image603.wmf]a

 (рис. 1, 2).
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Рис. 2
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Рис. 1


Нехай 
[image: image606.wmf]j

 – кут між прямою 
[image: image607.wmf]l

 і площиною 
[image: image608.wmf]a

, а 
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. Якщо 
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 (рис. 1). Якщо ж 
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 (рис. 2). Оскільки 
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, то для кожного 
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 маємо
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З означення скалярного добутку випливає, що 
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Тому 
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Якщо пряму 
[image: image621.wmf]l

 задано загальними рівняннями, то для того щоб скористатись формулою (3), попередньо потрібно визначити координати напрямного вектора 
[image: image622.wmf]a
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 прямої 
[image: image623.wmf]l

 (див. (2) §3).

6.2. Якщо пряма 
[image: image624.wmf]l

, яку задано рівняннями (2), перпендикулярна до площини 
[image: image625.wmf]a

 з рівнянням (1), то напрямний вектор 
[image: image626.wmf](
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 прямої 
[image: image627.wmf]l

 колінеарний нормальному вектору 
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 площини 
[image: image629.wmf]a

. Тому координати цих векторів пропорційні, тобто існує таке відмінне від нуля число 
[image: image630.wmf]l

, що
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Навпаки, якщо рівності (4) виконуються, то вектори 
[image: image635.wmf](
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 і 
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 колінеарні, тобто напрямний вектор заданої прямої 
[image: image637.wmf]l

 паралельний до нормального вектора заданої площини 
[image: image638.wmf]a

. З цього випливає, що пряма 
[image: image639.wmf]l

 і площина 
[image: image640.wmf]a

 взаємно перпендикулярні. Цим самим доведено наступну теорему.

Теорема 1. Для того щоб пряма 
[image: image641.wmf]l

 і площина 
[image: image642.wmf]a

 були перпендикулярними, необхідно і достатньо, щоб координати напрямного вектора прямої 
[image: image643.wmf]l

 були пропорційні коефіцієнтам при 
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 в рівнянні (1) площини 
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Приклад 1. Знайти кут між прямою 
[image: image646.wmf]l
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і площиною 
[image: image648.wmf]a
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Розв’язання. Знайдемо спочатку напрямний вектор 
[image: image650.wmf]a
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 прямої 
[image: image651.wmf]l

. Згідно з (2) §3
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Для спрощення подальших обчислень зручно розділити всі координати вектора 
[image: image653.wmf]a
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 на 3, тобто перейти до напрямного вектора 
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§7. Обчислення відстані від точки до прямої у просторі

Нехай у просторі задано точку 
[image: image657.wmf](
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Рис. 1
	Пряма 
[image: image661.wmf]l

 проходить через точку 
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 від точки 
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 до прямої 
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 дорівнює довжині перпендикуляра, опущеного з цієї точки на цю пряму (рис. 1). 

З  іншого  боку,  відстань  
[image: image667.wmf]d

 – це  висота 


паралелограма, сторонами якого є вектор 
[image: image668.wmf]01

MM

uuuuuuur

 і напрямний вектор 
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Якщо 
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 – площа цього паралелограма, то
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Площу 
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 можна обчислити як модуль векторного добутку векторів 
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Оскільки 
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Формулу (2) запишемо у координатній формі:
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Приклад 1. Знайти відстань від точки 
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Розв’язання. Пряма 
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 проходить через точку 
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Отже, 
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§8. Обчислення відстані між двома мимобіжними прямими. 
Рівняння спільного перпендикуляра до двох прямих

8.1. Розглянемо дві мимобіжні прямі 
[image: image696.wmf]1

l

 і 
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, які задано канонічними рівняннями
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Пряма 
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З курсу елементарної геометрії відомо, що існує одна і тільки одна пряма 
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 між мимобіжними прямими 
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 дорівнює довжині відрізка спільного перпендикуляра 
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 немає потреби знаходити рівняння спільного перпендикуляра до прямих 
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Перенесемо вектори 
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 побудуємо паралелепіпед (рис. 1). Якщо 
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Рис. 1
	грані 
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 між прямими 
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 дорівнює відстані між паралельними площинами 
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, яка, в свою чергу, дорівнює висоті побудованого паралелепіпеда. Позначимо через 
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 – об’єм побудованого паралелепіпеда, а через 
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Тоді
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З властивостей мішаного і векторного добутків маємо:
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Тому формула (3) набуває вигляду
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Залишається виразити модулі мішаного і векторного добутків через координати векторів. Оскільки вектори 
[image: image754.wmf]12

MM

uuuuuur

 і 
[image: image755.wmf]12

aa

´

rr

 мають координати відповідно
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то, скориставшись записом мішаного добутку як визначника з координат векторів-множників, отримуємо формулу для обчислення відстані між мимобіжними прямими
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Приклад 1. Знайти відстань 
[image: image759.wmf]d

 між мимобіжними прямими 
[image: image760.wmf]1
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, які задано рівняннями
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Розв’язання. Пряма 
[image: image764.wmf]1
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 проходить через точку 
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 – через точку 
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. Підставляємо ці дані у формулу (4):
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8.2. Перейдемо до знаходження рівняння спільного перпендикуляра до прямих 
[image: image771.wmf]1
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 і 
[image: image772.wmf]2
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, які задано канонічними рівняннями (1) і (2). Вважаємо напрямні вектори цих прямих 
[image: image773.wmf](
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 неколінеарними, тобто прямі або мимобіжні, або перетинаються. Нехай пряма 
[image: image775.wmf]12
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 є спільним перпендикуляром прямих 
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. Тоді за напрямний вектор прямої 
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 можна взяти векторний добуток 
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 напрямних векторів заданих прямих, координати якого
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Пряму 
[image: image781.wmf]12
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 можна знайти так. Проведемо через прямі 
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 площини відповідно 
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 (рис. 2).  Перетином   площин 
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Рис. 2
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 і є спільний перпендикуляр 
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Оскільки площина 
[image: image791.wmf]1
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 проходить через точку 
[image: image792.wmf](

)

1111

;;

Mxyz

 і паралельна двом неколінеарним векторам 
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, то згідно з формулою (6) §5 гл. XVII рівняння цієї площини можна записати у вигляді
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Аналогічно, складаємо рівняння площини 
[image: image796.wmf]2
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Спільний перпендикуляр до заданих прямих (1) і (2) визначається системою рівнянь (5) і (6).

Приклад 2. Знайти рівняння спільного перпендикуляра до прямих 
[image: image798.wmf]1
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 і 
[image: image799.wmf]2
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 з прикладу 1. 

Розв’язання. Шуканий спільний перпендикуляр згідно з формулами (5), (6) є лінією перетину площин 
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§9. Приклади розв’язування задач аналітичної геометрії на 
пряму і площину

Щоб навчитися розв’язувати задачі на пряму і площину, слід у першу чергу засвоїти матеріал XVII і XVIII глав. Переважну більшість таких задач можна розв’язувати різними способами. Тому потрібно намагатися знайти найраціональніший з них. Для цього корисно пам’ятати, що розв’язування багатьох задач значно спрощується вмілим застосуванням апарату векторної алгебри; розв’язування багатьох задач на площину зручно проводити з використанням поняття пучка площин та рівнянь площин у вигляді визначника; розв’язок багатьох задач на пряму можна отримати відразу ж, якщо скористатись рівняннями прямої як лінії перетину двох площин тощо.

Розв’яжемо декілька типових задач на пряму і площину у просторі.

Задача 1. Знайти проекцію точки 
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Рис. 1
	Розв’язання. Пряма (1) проходить через точку 
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, а пряма (2) – через точку 
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. Обидві прямі паралельні вектору 
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. Тому площина 
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 проходить через точку 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image816.wmf](
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Замість вектора 
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 візьмемо вектор 
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 і скористаємось формулою (6) §5 гл. XVII, згідно з якою рівнянням площини 
[image: image819.wmf]a

 є рівняння
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За напрямний вектор прямої 
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, що проходить через точку 
[image: image823.wmf]C

 перпендикулярно площині (3), візьмемо нормальний вектор 
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 цієї площини. Тому параметричними рівняннями прямої 
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 є рівняння 
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Підставимо (4) в (3) і знайдемо параметр 
[image: image829.wmf]t

, який відповідає точці перетину прямої 
[image: image830.wmf]l

 з площиною (3):
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Отже, проекцією точки 
[image: image832.wmf]C

 на площину 
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 є точка з координатами 
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Задача 2. Знайти точку, симетричну точці 
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Рис. 2
	Розв’язання. Знайдемо спочатку координати точки 
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, яка є ортогональною проекцією точки 
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 на пряму 
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. Для цього складемо рівняння площини 
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, що проходить через точку 
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 перпендикулярно прямій 
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 (рис. 2), взявши за нормальний вектор 
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Знайдемо точку 
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 перетину прямої 
[image: image850.wmf]l

 з площиною 
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Підставивши (7) у (6), будемо мати 
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Отже, координатами точки 
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Якщо точка 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image866.wmf]2
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Задача 3. Знати рівняння проекції прямої 
[image: image869.wmf]l
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на площину 
[image: image871.wmf]a
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Розв’язання. Знайдемо спочатку рівняння площини, що проектує пряму (8) на площину (9), скориставшись рівнянням пучка площин, віссю якого є пряма (8)
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Виберемо 
[image: image874.wmf]l

 так, щоб площина (10) була перпендикулярною до площини (9). Для цього необхідно і достатньо, щоб нормальні вектори цих площин 
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Підставивши знайдене значення 
[image: image878.wmf]l

 у рівняння (10), отримуємо рівняння проектуючої площини
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Проекція заданої прямої (8) на площину (9) є лінією перетину площин (11) і (9). Тому рівняннями цієї проекції є 
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Задача 4. Знайти рівняння прямої 
[image: image881.wmf]l

, яка проходить через точку 
[image: image882.wmf](

)

0

1;2;2

M

-

 і перетинає дві мимобіжні прямі

	
[image: image883.wmf]21

121

xyz

-+

==

-

  і  
[image: image884.wmf]12

231

xyz

+-

==

.
	(12)


Розв’язання. Шукану пряму 
[image: image885.wmf]l

 будемо розглядати як пряму перетину двох площин, кожна з яких проходить через задану точку 
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 і одну із заданих прямих (12). Рівняння площини, що проходить через точку 
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 і першу пряму (12), знаходимо з умови: пряма проходить через точку 
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 і паралельна векторам 
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, де 
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 – точка першої прямої (12). Маємо
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Аналогічно, знаходимо рівняння другої площини, яка проходить через точку 
[image: image893.wmf]0
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 і другу пряму (12). Ця пряма паралельна векторам 
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Отже, шукана пряма має рівняння
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Задача 5. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точку 
[image: image900.wmf](
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Розв’язання. Напрямний вектор шуканої прямої за умовою перпендикулярний до напрямних векторів 
[image: image903.wmf](
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 заданих прямих. Тому за такий вектор можна взяти векторний добуток 
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Отже, шукана пряма має канонічні рівняння
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Задача 6. Задано пряму 
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і площину
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Через точку, в якій ці пряма і площина перетинаються, проведено пряму 
[image: image910.wmf]l

 так, що вона лежить у заданій площині (14) і перпендикулярна заданій прямій (13). Скласти рівняння прямої 
[image: image911.wmf]l

.

	
[image: image912.wmf] 

α

 

1

a

r

 

N

r

 (13)

 (14)

 

a

r

 l


Рис. 3
	Розв’язання. Шукана пряма 
[image: image913.wmf]l

 є лінією перетину заданої площини (14) і площини 
[image: image914.wmf]a

, що проходить через пряму (13) і шукану пряму 
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 (рис. 3). 

Площина 
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 проходить через точку 
[image: image917.wmf](
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 паралельно напрямному вектору 
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 прямої (13) і напрямному вектору 
[image: image919.wmf]a

r

 шуканої прямої 
[image: image920.wmf]l

. Щоб записати рівняння площини 
[image: image921.wmf]a

, знайдемо  координати вектора   
[image: image922.wmf]a

r
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З умови задачі випливає, що вектор 
[image: image923.wmf]a
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 перпендикулярний вектору 
[image: image924.wmf]1
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. Оскільки пряма 
[image: image925.wmf]l

 лежить у площині (14), то вектор 
[image: image926.wmf]a
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 перпендикулярний також нормальному вектору 
[image: image927.wmf](
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 цієї площини. Отже, напрямний вектор 
[image: image928.wmf]a
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 прямої 
[image: image929.wmf]l

 одночасно перпендикулярний векторам 
[image: image930.wmf]1
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 і 
[image: image931.wmf]N
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. Тому він паралельний векторному добутку
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image933.wmf](
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Рівнянням площини 
[image: image934.wmf]a

 буде рівняння
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image936.wmf]214645210
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а рівняннями прямої 
[image: image937.wmf]l

 – рівняння
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§10. Застосування теорії прямої і площини до розв’язання задач елементарної геометрії

У цьому параграфі наводяться приклади застосувань теорії прямої і площини до розв’язання стереометричних задач елементарної геометрії.

Задача 1. Нехай у тетраедрі 
[image: image939.wmf]OABC

 ребра 
[image: image940.wmf]OA

, 
[image: image941.wmf]OB

 і 
[image: image942.wmf]OC

 взаємно перпендикулярні. Показати, що у цьому випадку виконують рівність
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де 
[image: image944.wmf]OH

 – висота, опущена з вершини 
[image: image945.wmf]O

 на грань 
[image: image946.wmf]ABC

.
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Рис. 1
	Розв’язання. Точку 
[image: image948.wmf]O

 виберемо за початок, а напрямлені прямі 
[image: image949.wmf],,
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 – за осі координат декартової прямокутної системи координат (рис. 1). Нехай 
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. Тоді у вибраній системі координат площина 
[image: image954.wmf]ABC

 має таке рівняння у відрізках:
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Скористаємось формулою для знаходження відстані від точки 
[image: image957.wmf](
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 до площини (2):
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Означення 1. Тетраедр, у якого ребра 
[image: image960.wmf],,
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 взаємно перпендикулярні, називається прямокутним.

Задача 2. Довести, що протилежні ребра прямокутного тетраедра ортогональні. 

Розв’язання. Доведення проведемо, наприклад, для ребер 
[image: image961.wmf]OA

 і 
[image: image962.wmf]BC

 (рис. 1). Спочатку відмітимо, що ці ребра не лежать в одній площині. Дійсно, введемо вектори 
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Оскільки мішаний добуток 
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то вектори 
[image: image967.wmf]OA
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 некомпланарні. Це означає, що ребра 
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 і 
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 не лежать в одній площині, тобто є мимобіжними.

Для перпендикулярності цих ребер необхідно і достатньо, щоб скалярний добуток ненульових векторів 
[image: image972.wmf]OA
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 і 
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 дорівнював нулю:
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Доведення для інших пар ребер проводиться аналогічно.

Задача 3. Довести теорему Піфагора для прямокутного тетраедра, тобто:

а) якщо 
[image: image975.wmf]123
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 – площі бічних граней прямокутного тетраедра, а 
[image: image976.wmf]S

 – площа його основи, то
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б) площа бічної грані прямокутного тетраедра є середнім геометричним площі основи і площі проекції цієї бічної грані на площину основи (рис. 2).
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Рис. 2
	Розв’язання. а) Введемо декартову прямокутну систему координат так, як і в задачі 1. Оскільки вектори 
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 і 
[image: image980.wmf]AC

uuur

 мають координати 
[image: image981.wmf](
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 основи 
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 дорівнює
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Позначимо через 
[image: image987.wmf]123
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 площі бічних граней відповідно 
[image: image988.wmf]OAB
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 і 
[image: image990.wmf]OAC
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Тоді (рис. 1)
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Порівнюючи рівності (4) і (5), отримуємо формулу (3). 

б) Якщо 
[image: image995.wmf]OH

 – висота тетраедра 
[image: image996.wmf]OABC

, опущена на грань 
[image: image997.wmf]ABC

, то проекцією грані 
[image: image998.wmf]OAB

 на площину 
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 є трикутник 
[image: image1000.wmf]ABH

 (рис. 2). Позначимо його площу через 
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де 
[image: image1003.wmf](

)

SOAB

 і 
[image: image1004.wmf](

)

SABC

 – площі граней відповідно 
[image: image1005.wmf]OAB

 і 
[image: image1006.wmf]ABC
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Можна знайти координати точки перетину площини 
[image: image1007.wmf]ABC

 з прямою 
[image: image1008.wmf]OH

 (координати точки 
[image: image1009.wmf]H

) і обчислити площу 
[image: image1010.wmf](
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Проте ці обчислення є досить громіздкими. Щоб їх уникнути, знайдемо площу 
[image: image1012.wmf](
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 як площу проекції грані 
[image: image1013.wmf]OAB

 на грань 
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. Для цього обчислимо косинус кута між цими гранями, який дорівнює косинусу кута між нормальним вектором 
[image: image1015.wmf]1
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 грані 
[image: image1016.wmf]ABC

 (див. (2)) і нормальним вектором 
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[image: image1018.wmf]OAB

 (рис. 1):
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Тоді
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Отже (див. (4)),
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Задача 4. Задано куб з ребром 
[image: image1023.wmf]a

. Знайти: 1) відстань між діагоналлю  куба і мимобіжною до неї діагоналлю грані; 2) рівняння спільного перпендикуляра цих діагоналей. 

Розв’язання. Виберемо декартову прямокутну систему координат так, як показано на рис. 3. Тоді 
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Рис. 3
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Прямі 
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 мимобіжні тоді і тільки тоді, коли вектори 
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 некомп-ланарні, тобто їх мішаний добуток не дорівнює нулю. У нашому випадку 
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Знайдемо канонічні рівняння прямих 
[image: image1037.wmf]1
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 проходить через точку 
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. Тому її канонічними рівняннями є рівняння 
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Пряма 
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 проходить через точку 
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 і тому має канонічні рівняння
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Оскільки кінці вектора 
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 між цими прямими дорівнює 
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Рівняння спільного перпендикуляра 
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 згідно з формулами (5), (6) §8 знаходимо як лінію перетину площин:
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Знайдемо координати точок 
[image: image1056.wmf]1
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, розв’язавши відповідні системи рівнянь:
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Задача 5. Основою піраміди 
[image: image1062.wmf]SABC

 є рівносторонній трикутник 
[image: image1063.wmf]ABC

 з довжиною сторони 
[image: image1064.wmf]42

. Бічне ребро 
[image: image1065.wmf]SC

 перпендикулярне до площини основи і має довжину 
[image: image1066.wmf]2

. Знайти величину кута і відстань між мимобіжними прямими, одна з яких проходить через точку 
[image: image1067.wmf]S

 і середину ребра 
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, а друга – через точку 
[image: image1069.wmf]C

 і середину ребра 
[image: image1070.wmf]AB

.

Розв’язання. Нехай 
[image: image1071.wmf]SABC

 (рис. 4) – піраміда, яку задано в умові задачі. Точки 
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 – середини ребер 
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 відповідно. Виберемо декартову прямокутну систему координат, як показано на рис. 4, і знайдемо в ній координати вершин 
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Рис. 4
	піраміди і точок 
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. Відмітимо спочатку, що 
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 є висотою 
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 рівностороннього трикутника 
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Перевіримо, що прямі 
[image: image1090.wmf]SE
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 мимобіжні, тобто вектори 
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Дійсно,
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Кут між мимобіжними прямими 
[image: image1096.wmf]SE

 і 
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 знайдемо за допомогою скалярного добутку векторів 
[image: image1098.wmf]SE

uuur

 і 
[image: image1099.wmf]CF

uuur

. Маємо

	
[image: image1100.wmf]^

6632220

cos,

6246180

SECF

SECF

SECF

æö

××+×-×

===

ç÷

++++

èø

uuuruuur

uuuruuur

uuuruuur



[image: image1101.wmf]^

121

,

4

122122

SECF

æö

p

==Þ=

ç÷

×

èø

uuuruuur

.


Для обчислення відстані між прямии 
[image: image1102.wmf]SE

 і 
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 знову, як і в задачі 4, скористаємось формулою (4) §8. Для цього потрібні напрямні вектори прямих 
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 і 
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 і вектор 
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, кінці якого лежать на цих прямих. Вектор 
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, тобто є напрямним вектором прямої 
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. Аналогічно, вектор 
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 є напрямним вектором прямої 
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. Знайдемо векторний добуток 
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Тоді для відстані між прямими 
[image: image1113.wmf]SE
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 отримуємо
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Задача 6. У правильній чотирикутній піраміді 
[image: image1116.wmf]SABCD

 бічна грань нахилена до основи під кутом 
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. Знайти кут 
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 між площинами 
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 і 
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, якщо 
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 – середина ребра 
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Рис. 5
	Розв’язання. Виберемо за початок прямокутної декартової системи координат основу 
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 висоти 
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 піраміди, опущеної з вершини 
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 на площину 
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 (рис. 5), а за координатні осі – діагоналі 
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 і висоту 
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. Додатні напрямки осей показано на рис. 5. Якщо 
[image: image1131.wmf]2

ACBDa

==

, 
[image: image1132.wmf]SHh

=

, то вершини піраміди і точка 
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 мають координати: 
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Запишемо рівняння площин 
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 і 
[image: image1141.wmf]SAB

. Площина 
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 є координатною площиною 
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Площина 
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 відтинає на координатних осях відрізки 
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 і тому має рівняння у відрізках
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Нормальними векторами площин (10) і (11) є відповідно вектори 
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Знайдемо рівняння площини 
[image: image1150.wmf]AKC

. Оскільки ця площина проходить через вісь абсцис, то її рівняння має вигляд
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Точка 
[image: image1152.wmf]0;;

22

ah

K

æö

ç÷

èø

 лежить у площині (13), тому
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Підставивши (14) у (13), отримуємо рівняння площини 
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Нормальним вектором цієї площини є вектор 
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Введемо позначення 
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 і перепишемо рівності (12) і (16) у вигляді
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Рівність (17) можна записати ще так:
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Якщо тепер підставити вираз для 
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 з (19) у формулу (18), то отримаємо остаточний результат:

	
[image: image1164.wmf](

)

2

2

2

2

2

2

1cos

1cos

2cos

3cos1

cos

1cos

21cos

1

2cos

æö

-a

-a

ç÷

a

a-

èø

j==

-a

+a

+

a

.
	(20)


PAGE  
447

_1123059091.unknown

_1127991306.unknown

_1127997140.unknown

_1127997884.unknown

_1127998043.unknown

_1129443333.unknown

_1129447073.unknown

_1129453166.doc
[image: image1.wmf]j


r


[image: image2.wmf]i


r


[image: image3.wmf]k


r


[image: image4.wmf]a


r


[image: image5.wmf]2


a


r




 z







 y







 x







 O







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 M2







 M0







 l











 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1117861735.unknown



_1117862044.unknown



_1117950943.unknown



_1117951625.unknown



_1117950915.unknown



_1117861768.unknown



_1117861590.unknown




_1129624300.unknown

_1129624328.unknown

_1129624365.unknown

_1129624405.unknown

_1129624418.unknown

_1129624503.unknown

_1129624502.unknown

_1129624412.unknown

_1129624384.unknown

_1129624391.unknown

_1129624373.unknown

_1129624348.unknown

_1129624358.unknown

_1129624342.unknown

_1129624314.unknown

_1129624322.unknown

_1129624307.unknown

_1129624244.unknown

_1129624273.unknown

_1129624281.unknown

_1129624254.unknown

_1129624261.unknown

_1129620815.unknown

_1129621187.unknown

_1129624234.unknown

_1129453396.doc
[image: image1.wmf]j


r


[image: image2.wmf]i


r


[image: image3.wmf]k


r




 C







 S







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 H







 D







 A







 B







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 K











_1117963076.unknown



_1117963143.unknown



_1117963063.unknown




_1129620639.unknown

_1129453342.doc
[image: image1.wmf]1


a


r


[image: image2.wmf]N


r


[image: image3.wmf]a


r




 α







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 (13)







 (14)







 l











_1117952391.unknown



_1117955792.unknown



_1117959715.unknown



_1117955619.unknown



_1117952272.unknown




_1129448327.unknown

_1129449059.unknown

_1129449780.unknown

_1129449829.unknown

_1129449984.unknown

_1129449983.unknown

_1129449781.unknown

_1129449387.unknown

_1129449637.unknown

_1129449779.unknown

_1129449105.unknown

_1129448589.unknown

_1129448688.unknown

_1129448343.unknown

_1129447336.unknown

_1129448089.unknown

_1129448214.unknown

_1129447381.unknown

_1129447176.unknown

_1129447260.unknown

_1129447135.unknown

_1129447169.unknown

_1129446390.unknown

_1129446712.unknown

_1129446907.unknown

_1129446989.unknown

_1129446875.unknown

_1129446430.unknown

_1129446710.unknown

_1129446408.unknown

_1129445079.unknown

_1129445513.unknown

_1129446382.unknown

_1129445167.unknown

_1129444909.unknown

_1129445078.unknown

_1129443707.unknown

_1127998123.unknown

_1127998165.unknown

_1127998202.unknown

_1127998553.unknown

_1128772930.unknown

_1128775045.unknown

_1128775859.unknown

_1128773720.unknown

_1128773875.unknown

_1128773137.unknown

_1127998776.unknown

_1128770897.unknown

_1128771053.unknown

_1128772829.unknown

_1128771038.unknown

_1127998885.unknown

_1127998684.unknown

_1127998214.unknown

_1127998223.unknown

_1127998233.unknown

_1127998238.unknown

_1127998242.unknown

_1127998244.unknown

_1127998236.unknown

_1127998227.unknown

_1127998231.unknown

_1127998225.unknown

_1127998219.unknown

_1127998221.unknown

_1127998216.unknown

_1127998206.unknown

_1127998208.unknown

_1127998204.unknown

_1127998182.unknown

_1127998191.unknown

_1127998197.unknown

_1127998199.unknown

_1127998195.unknown

_1127998187.unknown

_1127998189.unknown

_1127998185.unknown

_1127998174.unknown

_1127998178.unknown

_1127998180.unknown

_1127998176.unknown

_1127998170.unknown

_1127998172.unknown

_1127998168.unknown

_1127998149.unknown

_1127998157.unknown

_1127998161.unknown

_1127998163.unknown

_1127998159.unknown

_1127998153.unknown

_1127998155.unknown

_1127998151.unknown

_1127998140.unknown

_1127998144.unknown

_1127998146.unknown

_1127998142.unknown

_1127998134.unknown

_1127998138.unknown

_1127998132.unknown

_1127998077.unknown

_1127998096.unknown

_1127998111.unknown

_1127998115.unknown

_1127998119.unknown

_1127998113.unknown

_1127998106.unknown

_1127998109.unknown

_1127998098.unknown

_1127998085.unknown

_1127998092.unknown

_1127998094.unknown

_1127998087.unknown

_1127998081.unknown

_1127998083.unknown

_1127998079.unknown

_1127998060.unknown

_1127998069.unknown

_1127998073.unknown

_1127998075.unknown

_1127998071.unknown

_1127998064.unknown

_1127998066.unknown

_1127998062.unknown

_1127998052.unknown

_1127998056.unknown

_1127998058.unknown

_1127998054.unknown

_1127998048.unknown

_1127998050.unknown

_1127998045.unknown

_1127997966.unknown

_1127998001.unknown

_1127998027.unknown

_1127998035.unknown

_1127998039.unknown

_1127998041.unknown

_1127998037.unknown

_1127998031.unknown

_1127998033.unknown

_1127998029.unknown

_1127998014.unknown

_1127998022.unknown

_1127998024.unknown

_1127998016.unknown

_1127998010.unknown

_1127998012.unknown

_1127998003.unknown

_1127997983.unknown

_1127997991.unknown

_1127997995.unknown

_1127997999.unknown

_1127997993.unknown

_1127997987.unknown

_1127997989.unknown

_1127997985.unknown

_1127997974.unknown

_1127997978.unknown

_1127997980.unknown

_1127997976.unknown

_1127997970.unknown

_1127997972.unknown

_1127997968.unknown

_1127997918.unknown

_1127997945.unknown

_1127997957.unknown

_1127997962.unknown

_1127997964.unknown

_1127997959.unknown

_1127997949.unknown

_1127997955.unknown

_1127997947.unknown

_1127997926.unknown

_1127997941.unknown

_1127997943.unknown

_1127997930.unknown

_1127997922.unknown

_1127997924.unknown

_1127997920.unknown

_1127997901.unknown

_1127997909.unknown

_1127997913.unknown

_1127997915.unknown

_1127997911.unknown

_1127997905.unknown

_1127997907.unknown

_1127997903.unknown

_1127997892.unknown

_1127997897.unknown

_1127997899.unknown

_1127997895.unknown

_1127997888.unknown

_1127997890.unknown

_1127997886.unknown

_1127997274.unknown

_1127997350.unknown

_1127997719.unknown

_1127997867.unknown

_1127997876.unknown

_1127997880.unknown

_1127997882.unknown

_1127997878.unknown

_1127997872.unknown

_1127997874.unknown

_1127997869.unknown

_1127997857.unknown

_1127997863.unknown

_1127997865.unknown

_1127997861.unknown

_1127997721.unknown

_1127997722.unknown

_1127997720.unknown

_1127997711.unknown

_1127997715.unknown

_1127997717.unknown

_1127997718.unknown

_1127997716.unknown

_1127997713.unknown

_1127997714.unknown

_1127997712.unknown

_1127997359.unknown

_1127997709.unknown

_1127997710.unknown

_1127997705.unknown

_1127997708.unknown

_1127997704.unknown

_1127997703.unknown

_1127997355.unknown

_1127997357.unknown

_1127997352.unknown

_1127997314.unknown

_1127997331.unknown

_1127997340.unknown

_1127997344.unknown

_1127997348.unknown

_1127997342.unknown

_1127997336.unknown

_1127997338.unknown

_1127997333.unknown

_1127997323.unknown

_1127997327.unknown

_1127997329.unknown

_1127997325.unknown

_1127997319.unknown

_1127997321.unknown

_1127997317.unknown

_1127997298.unknown

_1127997306.unknown

_1127997310.unknown

_1127997312.unknown

_1127997308.unknown

_1127997302.unknown

_1127997304.unknown

_1127997300.unknown

_1127997283.unknown

_1127997287.unknown

_1127997295.unknown

_1127997285.unknown

_1127997279.unknown

_1127997281.unknown

_1127997277.unknown

_1127997223.unknown

_1127997238.unknown

_1127997253.unknown

_1127997266.unknown

_1127997270.unknown

_1127997272.unknown

_1127997268.unknown

_1127997258.unknown

_1127997264.unknown

_1127997256.unknown

_1127997245.unknown

_1127997249.unknown

_1127997251.unknown

_1127997247.unknown

_1127997241.unknown

_1127997243.unknown

_1127997239.unknown

_1127997233.unknown

_1127997236.unknown

_1127997237.unknown

_1127997235.unknown

_1127997234.unknown

_1127997227.unknown

_1127997229.unknown

_1127997231.unknown

_1127997232.unknown

_1127997230.unknown

_1127997228.unknown

_1127997225.unknown

_1127997226.unknown

_1127997224.unknown

_1127997173.unknown

_1127997190.unknown

_1127997207.unknown

_1127997219.unknown

_1127997221.unknown

_1127997222.unknown

_1127997220.unknown

_1127997218.unknown

_1127997211.unknown

_1127997215.unknown

_1127997217.unknown

_1127997213.unknown

_1127997209.unknown

_1127997199.unknown

_1127997203.unknown

_1127997205.unknown

_1127997201.unknown

_1127997194.unknown

_1127997196.unknown

_1127997192.unknown

_1127997182.unknown

_1127997186.unknown

_1127997188.unknown

_1127997184.unknown

_1127997178.unknown

_1127997180.unknown

_1127997175.unknown

_1127997157.unknown

_1127997165.unknown

_1127997169.unknown

_1127997171.unknown

_1127997167.unknown

_1127997161.unknown

_1127997163.unknown

_1127997159.unknown

_1127997148.unknown

_1127997152.unknown

_1127997155.unknown

_1127997150.unknown

_1127997144.unknown

_1127997146.unknown

_1127997142.unknown

_1127996963.unknown

_1127997044.unknown

_1127997106.unknown

_1127997123.unknown

_1127997131.unknown

_1127997136.unknown

_1127997138.unknown

_1127997134.unknown

_1127997127.unknown

_1127997129.unknown

_1127997125.unknown

_1127997115.unknown

_1127997119.unknown

_1127997121.unknown

_1127997117.unknown

_1127997111.unknown

_1127997113.unknown

_1127997109.unknown

_1127997090.unknown

_1127997098.unknown

_1127997102.unknown

_1127997104.unknown

_1127997100.unknown

_1127997094.unknown

_1127997096.unknown

_1127997092.unknown

_1127997081.unknown

_1127997085.unknown

_1127997088.unknown

_1127997083.unknown

_1127997048.unknown

_1127997079.unknown

_1127997046.unknown

_1127996980.unknown

_1127997027.unknown

_1127997035.unknown

_1127997040.unknown

_1127997042.unknown

_1127997037.unknown

_1127997031.unknown

_1127997033.unknown

_1127997029.unknown

_1127996985.unknown

_1127996988.unknown

_1127996989.unknown

_1127996986.unknown

_1127996983.unknown

_1127996984.unknown

_1127996982.unknown

_1127996972.unknown

_1127996976.unknown

_1127996978.unknown

_1127996979.unknown

_1127996977.unknown

_1127996974.unknown

_1127996975.unknown

_1127996973.unknown

_1127996968.unknown

_1127996970.unknown

_1127996971.unknown

_1127996969.unknown

_1127996966.unknown

_1127996967.unknown

_1127996964.unknown

_1127991338.unknown

_1127996947.unknown

_1127996955.unknown

_1127996959.unknown

_1127996961.unknown

_1127996962.unknown

_1127996960.unknown

_1127996957.unknown

_1127996958.unknown

_1127996956.unknown

_1127996951.unknown

_1127996953.unknown

_1127996954.unknown

_1127996952.unknown

_1127996949.unknown

_1127996950.unknown

_1127996948.unknown

_1127996939.unknown

_1127996943.unknown

_1127996945.unknown

_1127996946.unknown

_1127996944.unknown

_1127996941.unknown

_1127996942.unknown

_1127996940.unknown

_1127996935.unknown

_1127996937.unknown

_1127996938.unknown

_1127996936.unknown

_1127996931.unknown

_1127996933.unknown

_1127996934.unknown

_1127996932.unknown

_1127991341.unknown

_1127996929.unknown

_1127996930.unknown

_1127996928.unknown

_1127991340.unknown

_1127991322.unknown

_1127991330.unknown

_1127991334.unknown

_1127991336.unknown

_1127991337.unknown

_1127991335.unknown

_1127991332.unknown

_1127991333.unknown

_1127991331.unknown

_1127991326.unknown

_1127991328.unknown

_1127991329.unknown

_1127991327.unknown

_1127991324.unknown

_1127991325.unknown

_1127991323.unknown

_1127991314.unknown

_1127991318.unknown

_1127991320.unknown

_1127991321.unknown

_1127991319.unknown

_1127991316.unknown

_1127991317.unknown

_1127991315.unknown

_1127991310.unknown

_1127991312.unknown

_1127991313.unknown

_1127991311.unknown

_1127991308.unknown

_1127991309.unknown

_1127991307.unknown

_1127991169.unknown

_1127991238.unknown

_1127991273.unknown

_1127991289.unknown

_1127991298.unknown

_1127991302.unknown

_1127991304.unknown

_1127991305.unknown

_1127991303.unknown

_1127991300.unknown

_1127991301.unknown

_1127991299.unknown

_1127991294.unknown

_1127991296.unknown

_1127991297.unknown

_1127991295.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]1


N


r




 α1







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1117952272.unknown



_1117952391.unknown




_1127991291.unknown

_1127991292.unknown

_1127991290.unknown

_1127991281.unknown

_1127991285.unknown

_1127991287.unknown

_1127991288.unknown

_1127991286.unknown

_1127991283.unknown

_1127991284.unknown

_1127991282.unknown

_1127991277.unknown

_1127991279.unknown

_1127991280.unknown

_1127991278.unknown

_1127991275.unknown

_1127991276.unknown

_1127991274.unknown

_1127991256.unknown

_1127991265.unknown

_1127991269.unknown

_1127991271.unknown

_1127991272.unknown

_1127991270.unknown

_1127991267.unknown

_1127991268.unknown

_1127991266.unknown

_1127991261.unknown

_1127991263.unknown

_1127991264.unknown

_1127991262.unknown

_1127991259.unknown

_1127991260.unknown

_1127991258.unknown

_1127991248.unknown

_1127991252.unknown

_1127991254.unknown

_1127991255.unknown

_1127991253.unknown

_1127991250.unknown

_1127991251.unknown

_1127991249.unknown

_1127991243.unknown

_1127991246.unknown

_1127991247.unknown

_1127991244.unknown

_1127991241.unknown

_1127991242.unknown

_1127991240.unknown

_1127991201.unknown

_1127991222.unknown

_1127991230.unknown

_1127991234.unknown

_1127991236.unknown

_1127991237.unknown

_1127991235.doc
[image: image1.wmf]0


r


r


[image: image2.wmf]a


r


[image: image3.wmf]r


r




 z







 y







 x







 O



















 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 M0







 M











 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1117862044.unknown



_1117950943.unknown



_1117951915.unknown



_1117951939.unknown



_1117951625.unknown



_1117950915.unknown



_1117861735.unknown



_1117861768.unknown



_1117861590.unknown




_1127991232.unknown

_1127991233.unknown

_1127991231.unknown

_1127991226.unknown

_1127991228.unknown

_1127991229.unknown

_1127991227.unknown

_1127991224.unknown

_1127991225.unknown

_1127991223.unknown

_1127991210.unknown

_1127991215.unknown

_1127991220.unknown

_1127991221.unknown

_1127991216.unknown

_1127991212.unknown

_1127991214.unknown

_1127991211.unknown

_1127991206.unknown

_1127991208.unknown

_1127991209.unknown

_1127991207.unknown

_1127991203.unknown

_1127991204.unknown

_1127991202.unknown

_1127991185.unknown

_1127991193.unknown

_1127991197.unknown

_1127991199.unknown

_1127991200.unknown

_1127991198.unknown

_1127991195.unknown

_1127991196.unknown

_1127991194.unknown

_1127991189.unknown

_1127991191.unknown

_1127991192.unknown

_1127991190.unknown

_1127991187.unknown

_1127991188.unknown

_1127991186.unknown

_1127991177.unknown

_1127991181.unknown

_1127991183.unknown

_1127991184.unknown

_1127991182.unknown

_1127991179.unknown

_1127991180.unknown

_1127991178.unknown

_1127991173.unknown

_1127991175.unknown

_1127991176.unknown

_1127991174.unknown

_1127991171.unknown

_1127991172.unknown

_1127991170.unknown

_1127991102.unknown

_1127991135.unknown

_1127991153.unknown

_1127991161.unknown

_1127991165.unknown

_1127991167.unknown

_1127991168.unknown

_1127991166.unknown

_1127991163.unknown

_1127991164.unknown

_1127991162.unknown

_1127991157.unknown

_1127991159.unknown

_1127991160.unknown

_1127991158.unknown

_1127991155.unknown

_1127991156.unknown

_1127991154.unknown

_1127991143.unknown

_1127991148.unknown

_1127991151.unknown

_1127991152.unknown

_1127991150.unknown

_1127991146.unknown

_1127991147.unknown

_1127991144.unknown

_1127991139.unknown

_1127991141.unknown

_1127991142.unknown

_1127991140.unknown

_1127991137.unknown

_1127991138.unknown

_1127991136.unknown

_1127991119.unknown

_1127991127.unknown

_1127991131.unknown

_1127991133.unknown

_1127991134.unknown

_1127991132.unknown

_1127991129.unknown

_1127991130.unknown

_1127991128.unknown

_1127991123.unknown

_1127991125.unknown

_1127991126.unknown

_1127991124.unknown

_1127991121.unknown

_1127991122.unknown

_1127991120.unknown

_1127991111.unknown

_1127991115.unknown

_1127991117.unknown

_1127991118.doc
[image: image1.wmf]j


r


[image: image2.wmf]i


r


[image: image3.wmf]k


r


[image: image4.wmf]a


r


[image: image5.wmf]1


a


r




 z







 y







 x







 O







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 M1







 M0







 l







 M







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1117861735.unknown



_1117862044.unknown



_1117950915.unknown



_1117950943.unknown



_1117861768.unknown



_1117861590.unknown




_1127991116.unknown

_1127991113.unknown

_1127991114.unknown

_1127991112.unknown

_1127991106.unknown

_1127991109.unknown

_1127991110.unknown

_1127991108.unknown

_1127991104.unknown

_1127991105.unknown

_1127991103.unknown

_1127991070.unknown

_1127991086.unknown

_1127991094.unknown

_1127991098.unknown

_1127991100.unknown

_1127991101.unknown

_1127991099.unknown

_1127991096.unknown

_1127991097.unknown

_1127991095.unknown

_1127991090.unknown

_1127991092.unknown

_1127991093.unknown

_1127991091.unknown

_1127991088.unknown

_1127991089.unknown

_1127991087.unknown

_1127991078.unknown

_1127991082.unknown

_1127991084.unknown

_1127991085.unknown

_1127991083.unknown

_1127991080.unknown

_1127991081.unknown

_1127991079.unknown

_1127991074.unknown

_1127991076.unknown

_1127991077.unknown

_1127991075.unknown

_1127991072.unknown

_1127991073.unknown

_1127991071.unknown

_1126082730.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]N


r




 α







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 l







 φ







 ψ











_1117952391.unknown



_1117952664.unknown



_1117952272.unknown




_1127991054.unknown

_1127991062.unknown

_1127991066.unknown

_1127991068.unknown

_1127991069.unknown

_1127991067.unknown

_1127991064.unknown

_1127991065.unknown

_1127991063.unknown

_1127991058.unknown

_1127991060.unknown

_1127991061.unknown

_1127991059.unknown

_1127991056.unknown

_1127991057.unknown

_1127991055.unknown

_1127991044.unknown

_1127991050.unknown

_1127991052.unknown

_1127991053.unknown

_1127991051.unknown

_1127991046.unknown

_1127991047.unknown

_1127991045.unknown

_1127991039.unknown

_1127991042.unknown

_1127991043.unknown

_1127991041.unknown

_1127991037.unknown

_1127991038.unknown

_1126082847.doc
[image: image1.wmf]1


a


r


[image: image2.wmf]N


r




 α







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 C







 M1







 M2











_1117952391.unknown



_1117955619.unknown



_1117955792.unknown



_1117952272.unknown




_1127991036.unknown

_1126082846.doc
[image: image1.wmf]a


r




 Q







 P







 M1







 l







 α







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1117956611.unknown




_1123060498.unknown

_1123060952.unknown

_1123061184.unknown

_1124786636.doc
[image: image1.wmf]a


r




 α







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 l







 M0







 M1







 d











_1117952272.unknown



_1117952391.unknown




_1126082728.doc
[image: image1.wmf]2


a


r


[image: image2.wmf]1


a


r




 P1







 P2







 l2







 l1







 M2







 M1







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 α2







 α1











_1117954404.unknown



_1117954677.unknown




_1126082729.doc
[image: image1.wmf]2


a


r


[image: image2.wmf]2


a


r


[image: image3.wmf]1


a


r




 R2







 H2







 Q2







 α2







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 α1







 Q1







 M2







 l2







 H1







 R1







 M1







 l1







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1117954404.unknown



_1117954677.unknown




_1125311869.doc


 z







 y







 x







 O







 H















 C







 B







 A











_1117861735.unknown



_1117861768.unknown



_1117862044.unknown



_1117861590.unknown




_1126082605.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]N


r




 α







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 l







 φ







 ψ











_1117952391.unknown



_1117952664.unknown



_1117952272.unknown




_1125311988.doc


 z







 y







 x







 S







 D







 F







 E







 C







 B







 A











_1117861735.unknown



_1117861768.unknown



_1117862044.unknown



_1117861590.unknown




_1124787657.doc


 z







 y







 x







 O







 A1







 C1







 B1







 C







 B







 A







 O1







 P1







 P2











_1117861735.unknown



_1117861768.unknown



_1117862044.unknown



_1117861590.unknown




_1123061330.unknown

_1123061341.unknown

_1123061481.unknown

_1123061193.unknown

_1123060973.unknown

_1123061069.unknown

_1123060962.unknown

_1123060664.unknown

_1123060798.unknown

_1123060941.unknown

_1123060788.unknown

_1123060598.unknown

_1123060663.unknown

_1123060507.unknown

_1123060373.unknown

_1123060447.unknown

_1123060477.unknown

_1123060487.unknown

_1123060465.unknown

_1123060422.unknown

_1123060431.unknown

_1123060411.unknown

_1123060000.unknown

_1123060143.unknown

_1123060184.unknown

_1123060361.unknown

_1123060130.unknown

_1123059108.unknown

_1123059143.unknown

_1123059100.unknown

_1117975154.unknown

_1117975240.unknown

_1117976005.unknown

_1117976058.unknown

_1117976074.unknown

_1117976091.unknown

_1117976115.unknown

_1117976124.unknown

_1117976132.unknown

_1117976140.unknown

_1117976142.unknown

_1117976304.unknown

_1123059080.unknown

_1117976143.unknown

_1117976141.unknown

_1117976138.unknown

_1117976139.unknown

_1117976136.unknown

_1117976128.unknown

_1117976130.unknown

_1117976131.unknown

_1117976129.unknown

_1117976126.unknown

_1117976127.unknown

_1117976125.unknown

_1117976121.unknown

_1117976122.unknown

_1117976119.unknown

_1117976120.unknown

_1117976118.unknown

_1117976095.unknown

_1117976097.unknown

_1117976114.unknown

_1117976096.unknown

_1117976093.unknown

_1117976094.unknown

_1117976092.unknown

_1117976083.unknown

_1117976087.unknown

_1117976089.unknown

_1117976090.unknown

_1117976088.unknown

_1117976085.unknown

_1117976086.unknown

_1117976084.unknown

_1117976078.unknown

_1117976081.unknown

_1117976082.unknown

_1117976080.unknown

_1117976076.unknown

_1117976077.unknown

_1117976075.unknown

_1117976066.unknown

_1117976070.unknown

_1117976072.unknown

_1117976073.unknown

_1117976071.unknown

_1117976068.unknown

_1117976069.unknown

_1117976067.unknown

_1117976062.unknown

_1117976064.unknown

_1117976065.unknown

_1117976063.unknown

_1117976060.unknown

_1117976061.unknown

_1117976059.unknown

_1117976026.unknown

_1117976050.unknown

_1117976054.unknown

_1117976056.unknown

_1117976057.unknown

_1117976055.unknown

_1117976052.unknown

_1117976053.unknown

_1117976051.unknown

_1117976042.unknown

_1117976044.unknown

_1117976047.unknown

_1117976043.unknown

_1117976040.unknown

_1117976041.unknown

_1117976027.unknown

_1117976015.unknown

_1117976019.unknown

_1117976021.unknown

_1117976022.unknown

_1117976020.unknown

_1117976017.unknown

_1117976018.unknown

_1117976016.unknown

_1117976011.unknown

_1117976013.unknown

_1117976014.unknown

_1117976012.unknown

_1117976009.unknown

_1117976010.unknown

_1117976006.unknown

_1117975280.unknown

_1117975306.unknown

_1117975316.unknown

_1117975320.unknown

_1117975322.unknown

_1117976004.unknown

_1117975321.unknown

_1117975318.unknown

_1117975319.unknown

_1117975317.unknown

_1117975310.unknown

_1117975314.unknown

_1117975315.unknown

_1117975311.unknown

_1117975308.unknown

_1117975309.unknown

_1117975307.unknown

_1117975295.unknown

_1117975300.unknown

_1117975302.unknown

_1117975304.unknown

_1117975301.unknown

_1117975298.unknown

_1117975299.unknown

_1117975297.unknown

_1117975285.unknown

_1117975293.unknown

_1117975294.unknown

_1117975292.unknown

_1117975283.unknown

_1117975284.unknown

_1117975282.unknown

_1117975262.unknown

_1117975270.unknown

_1117975274.unknown

_1117975276.unknown

_1117975277.unknown

_1117975275.unknown

_1117975272.unknown

_1117975273.unknown

_1117975271.unknown

_1117975266.unknown

_1117975268.unknown

_1117975269.unknown

_1117975267.unknown

_1117975264.unknown

_1117975265.unknown

_1117975263.unknown

_1117975254.unknown

_1117975258.unknown

_1117975260.unknown

_1117975261.unknown

_1117975259.unknown

_1117975256.unknown

_1117975257.unknown

_1117975255.unknown

_1117975250.unknown

_1117975252.unknown

_1117975253.unknown

_1117975251.unknown

_1117975242.unknown

_1117975243.unknown

_1117975241.unknown

_1117975190.unknown

_1117975206.unknown

_1117975214.unknown

_1117975218.unknown

_1117975238.unknown

_1117975239.unknown

_1117975219.unknown

_1117975216.unknown

_1117975217.unknown

_1117975215.unknown

_1117975210.unknown

_1117975212.unknown

_1117975213.unknown

_1117975211.unknown

_1117975208.unknown

_1117975209.unknown

_1117975207.unknown

_1117975198.unknown

_1117975202.unknown

_1117975204.unknown

_1117975205.unknown

_1117975203.unknown

_1117975200.unknown

_1117975201.unknown

_1117975199.unknown

_1117975194.unknown

_1117975196.unknown

_1117975197.unknown

_1117975195.unknown

_1117975192.unknown

_1117975193.unknown

_1117975191.unknown

_1117975172.unknown

_1117975182.unknown

_1117975186.unknown

_1117975188.unknown

_1117975189.unknown

_1117975187.unknown

_1117975184.unknown

_1117975185.unknown

_1117975183.unknown

_1117975177.unknown

_1117975180.unknown

_1117975181.unknown

_1117975178.unknown

_1117975175.unknown

_1117975176.unknown

_1117975173.unknown

_1117975164.unknown

_1117975168.unknown

_1117975170.unknown

_1117975171.unknown

_1117975169.unknown

_1117975166.unknown

_1117975167.unknown

_1117975165.unknown

_1117975160.unknown

_1117975162.unknown

_1117975163.unknown

_1117975161.unknown

_1117975158.unknown

_1117975159.unknown

_1117975155.unknown

_1117975053.unknown

_1117975086.unknown

_1117975103.unknown

_1117975111.unknown

_1117975115.unknown

_1117975152.unknown

_1117975153.unknown

_1117975151.unknown

_1117975113.unknown

_1117975114.unknown

_1117975112.unknown

_1117975107.unknown

_1117975109.unknown

_1117975110.unknown

_1117975108.unknown

_1117975105.unknown

_1117975106.unknown

_1117975104.unknown

_1117975095.unknown

_1117975099.unknown

_1117975101.unknown

_1117975102.unknown

_1117975100.unknown

_1117975097.unknown

_1117975098.unknown

_1117975096.unknown

_1117975091.unknown

_1117975093.unknown

_1117975094.unknown

_1117975092.unknown

_1117975088.unknown

_1117975090.unknown

_1117975087.unknown

_1117975069.unknown

_1117975078.unknown

_1117975082.unknown

_1117975084.unknown

_1117975085.unknown

_1117975083.unknown

_1117975080.unknown

_1117975081.unknown

_1117975079.unknown

_1117975073.unknown

_1117975075.unknown

_1117975077.unknown

_1117975074.unknown

_1117975071.unknown

_1117975072.unknown

_1117975070.unknown

_1117975061.unknown

_1117975065.unknown

_1117975067.unknown

_1117975068.unknown

_1117975066.unknown

_1117975063.unknown

_1117975064.unknown

_1117975062.unknown

_1117975057.unknown

_1117975059.unknown

_1117975060.unknown

_1117975058.unknown

_1117975055.unknown

_1117975056.unknown

_1117975054.unknown

_1117975019.unknown

_1117975037.unknown

_1117975045.unknown

_1117975049.unknown

_1117975051.unknown

_1117975052.unknown

_1117975050.unknown

_1117975047.unknown

_1117975048.unknown

_1117975046.unknown

_1117975041.unknown

_1117975043.unknown

_1117975044.unknown

_1117975042.unknown

_1117975039.unknown

_1117975040.unknown

_1117975038.unknown

_1117975029.unknown

_1117975033.unknown

_1117975035.unknown

_1117975036.unknown

_1117975034.unknown

_1117975031.unknown

_1117975032.unknown

_1117975030.unknown

_1117975023.unknown

_1117975026.unknown

_1117975027.unknown

_1117975025.unknown

_1117975021.unknown

_1117975022.unknown

_1117975020.unknown

_1117975003.unknown

_1117975011.unknown

_1117975015.unknown

_1117975017.unknown

_1117975018.unknown

_1117975016.unknown

_1117975013.unknown

_1117975014.unknown

_1117975012.unknown

_1117975007.unknown

_1117975009.unknown

_1117975010.unknown

_1117975008.unknown

_1117975005.unknown

_1117975006.unknown

_1117975004.unknown

_1117974990.unknown

_1117974998.unknown

_1117975001.unknown

_1117975002.unknown

_1117974999.unknown

_1117974996.unknown

_1117974997.unknown

_1117974993.unknown

_1117974986.unknown

_1117974988.unknown

_1117974989.unknown

_1117974987.unknown

_1117974973.unknown

_1117974974.unknown

_1117974972.unknown

_1117960543.doc


 x







 y







 z







 C







 B







 H







 O







 A












