Рівняння поверхні та лінії у просторі

§1. Рівняння поверхні

Основним питанням в аналітичній геометрії на площині було питання про задання плоских ліній за допомогою рівнянь. Як ми вже знаємо (див. §1 гл. XIII), будь-яке рівняння 
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, де 
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 і 
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 вважаються координатами точок площини, визначає, взагалі кажучи, деяку лінію на координатній площині. Вислів “взагалі кажучи” означає, що можливі певні винятки. Наприклад, рівнянню 
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 не відповідає на площині жоден геометричний образ, оскільки не існує дійсних чисел, які задовольняють цьому рівнянню. Поняття рівняння лінії дає можливість звести геометричні задачі до алгебраїчних – саме у цьому і полягає одна з основних ідей аналітичної геометрії.

У просторі трьох вимірів 
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 поряд з одновимірними образами (лініями) доводиться розглядати ще й двовимірні образи (поверхні). Питання про рівняння поверхні багато в чому аналогічне питанню про рівняння плоскої лінії.

Розглянемо деяке рівняння з трьома змінними 
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Введемо у просторі прямокутну декартову систему координат. Числа 
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 будемо вважати координатами деякої точки 
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 у цій системі. Для координат 
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 одних точок рівняння (1) задовольняється, а для координат інших точок – ні. Розглянемо множину 
[image: image11.wmf]S

 всіх точок простору, координати яких задовольняють рівнянню (1). Ця множина точок є, взагалі кажучи, деякою поверхнею у просторі. Дійсно, розглянемо спочатку випадок, коли рівняння (1) можна розв’язати відносно 
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, тобто виразити 
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 як функцію від 
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 і 
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:
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Покладемо 
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 і обчислимо значення
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Трійка чисел 
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 є розв’язком рівняння (2).

Означення 1. Сукупність всіх пар чисел 
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 і 
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, для яких 
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 приймає дійсне значення, називається областю визначення, заданою рівнянням (2). Позначимо цю область через 
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Рис. 1
	Введемо прямокутну декартову систему координат (рис. 1) і розглянемо у площині 
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 всі можливі точки 
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, координати 
[image: image28.wmf]x

 і 
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 яких, як пари чисел, входять до області визначення 
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. Через кожну з цих точок проведемо перпендикуляр до площини 
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 і відкладемо на ньому відрізок 
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, що дорівнює (з врахуванням знака) відповідному значенню 
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, обчисленому з рівняння (2). 


Множина 
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 всіх точок 
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 утворює деяку поверхню.

Чому ми стверджуємо, що геометричне місце кінців перпендикулярів є саме поверхнею, а не лінією? Тому, що це геометричне місце містить стільки ж точок, скільки їх містить площина. Можна, наприклад, уявити собі, що кожну точку площини піднято чи опущено вздовж перпендикуляра (рис. 1). Іншими словами, геометричне місце кінців перпендикулярів простягається над всією площиною або над її частиною, тобто над кожною точкою площини знаходиться одна точка цього геометричного місця.

Перейдемо до рівняння (1). 

Означення 2. Якщо задано рівняння (1), то поверхнею, що визначається цим рівнянням, називається множина 
[image: image36.wmf]S

 всіх точок простору, координати яких задовольняють даному рівнянню.

Означення 3. Якщо задано деяку поверхню 
[image: image37.wmf]S

 у просторі, то рівнянням цієї поверхні називається таке рівняння (1), яке визначає поверхню, що співпадає з поверхнею 
[image: image38.wmf]S

.

Приклад 1. Знайти рівняння сфери (сфера – поверхня кулі) з центром у початку координат і з радіусом 
[image: image39.wmf]R

.

Розв’язання. Всі точки цієї сфери знаходяться на відстані 
[image: image40.wmf]R

 від початку координат. Візьмемо довільну точку 
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, яка лежить на сфері, і запишемо для неї цю умову:
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Звільнимось від радикала:
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Рівняння (3) є шуканим рівнянням сфери. Йому задовольняють точки сфери і тільки вони. Для точок, які лежать всередині кулі, обмеженої сферою (3), маємо
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а для точок, що знаходяться зовні кулі – 
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Приклад 2. Знайти рівняння координатної площини 
[image: image46.wmf]xOy

.

Розв’язання. Ця площина є геометричним місцем точок простору, для яких 
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Будь-яка точка 
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, яка задовольняє рівнянню (4), лежить на площині 
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. Аналогічно, 
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 є рівнянням координатної площини 
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, а 
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 – координатної площини 
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Аналогічно поняттю алгебраїчної лінії на площині вводиться поняття алгебраїчної поверхні.

Означення 4. Поверхня називається алгебраїчною, якщо її рівняння (1) є алгебраїчним. Степінь рівняння алгебраїчної поверхні називається порядком цієї поверхні. 

Так, сфера (3) є поверхнею другого порядку, а площина (4) – поверхнею першого порядку.

Якщо поверхня визначається не алгебраїчним рівнянням, то її називають неалгебраїчною або трансцендентною. 

Вивчаючи рівняння 
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 на площині, ми переконались в існуванні особливих випадків, коли таке рівняння визначає не криву, а тільки одну точку або сукупність ізольованих одна від одної точок. Траплялось також, що рівняння не визначало жодного геометричного образу.

Аналогічні особливі випадки мають місце і для рівнянь вигляду (1): у деяких випадках таке рівняння визначає не поверхню, а тільки криву у просторі або окрему точку цього простору, або сукупність ізольованих одна від одної точок, або у просторі немає жодної точки 
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, координати якої задовольняли б цьому рівнянню.

Наведемо ряд прикладів.

Приклад 3. Рівняння 
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 задовольняється, якщо одночасно 
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. Але у просторі ці значення визначають пряму, паралельну осі 
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, а не поверхню.

Приклад 4. Рівняння 
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 задовольняється, якщо одночасно 
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. У цьому випадку рівняння визначає одну єдину точку 
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 простору.

Приклад 5. Рівнянню 
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 задовольняють координати восьми ізольованих одна від одної точок 
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 простору і тільки цих точок.

Приклад 6. Рівнянню 
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 не задовольняють координати жодної точки простору.

За винятком наведених особливих випадків рівняння (1) визначає у просторі поверхню. Тому кажуть, що рівняння (1) у просторі визначає, взагалі кажучи, поверхню.

§2. Рівняння циліндричної поверхні з твірними, 
паралельними одній з координатних осей
Означення 1. Поверхня називається циліндричною, якщо її можна утворити переміщенням прямої паралельно самій собі вздовж деякої лінії 
[image: image68.wmf]l

. Ця лінія 
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 називається напрямною циліндричної поверхні, а всі можливі положення прямої, що рухається – твірними цієї поверхні (рис. 1).
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Рис. 1
	Розглянемо частинний випадок, коли рівняння 
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не містить однієї з координат. Нехай, наприклад, дано рівняння
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Особливістю рівняння (1) є те, що ним встановлюється зв’язок лише між першими двома координатами. Третя координата може приймати довільні значення, які не залежать від значень перших двох координат.
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Рис. 2
	Наприклад, якщо точка 
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 задовольняє рівнянню (1), то точки з координатами 
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 і, взагалі, 
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 також задовольняють рівнянню (1) незалежно від 
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. Геометрично це означає, що всі точки перпендикуляра до площини 
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, проведеного   через   точку 
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(рис. 2), задовольняють рівнянню (1). Ці міркування формують уяву про поверхню (1) як про циліндричну поверхню.

Теорема 1. Якщо рівняння з двома змінними визначає у просторі деяку поверхню, то ця поверхня циліндрична.

Доведення. Нехай дано рівняння (1) 
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, яке на площині 
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 у деякій декартовій прямокутній системі координат визначає лінію 
[image: image83.wmf]l

. Розглянемо циліндричну поверхню 
[image: image84.wmf]S

, твірні якої паралельні осі 
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, а напрямною 
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 є лінія 
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 (рис. 1). Нехай 
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 – довільна точка, а 
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 – її проекція на площину 
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. Якщо 
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 належить 
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, то 
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 належить 
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, і координати точки 
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 задовольняють заданому рівнянню (1): 
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. Але тоді цьому рівнянню задовольняють і числа 
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, оскільки 
[image: image98.wmf](

)

,

Fxy

 не залежить від 
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. Отже, якщо точка 
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 лежить на поверхні 
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, то її координати задовольняють рівнянню (1). Навпаки, нехай координати точки 
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 задовольняють рівнянню (1). Тоді цьому рівнянню задовольняють і координати точки 
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 – проекції точки 
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 на площину 
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. Тому точка 
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 лежить на лінії 
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, а точка 
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 – на поверхні 
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.

Якщо точка 
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 знаходиться поза поверхнею 
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, то 
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 не лежить на 
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 і координати точки 
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 не задовольняють рівнянню (1).

Отже, рівняння (1) визначає у просторі циліндричну поверхню 
[image: image115.wmf]S

. Теорему доведено.

Аналогічними рівняннями циліндричних поверхонь з твірними, паралельними осі 
[image: image116.wmf]Oy

 і осі 
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, є відповідно рівняння
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Якщо за напрямні циліндричних поверхонь брати різні криві другого порядку, які лежать у площині 
[image: image120.wmf]xOy

, а за напрям твірних вибрати напрям осі 
[image: image121.wmf]Oz

, то отримаємо наступні циліндричні поверхні та їх рівняння:

1. Еліптичний циліндр
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Віссю цього циліндра є вісь 
[image: image123.wmf]Oz

 (рис. 3).

2. Гіперболічний циліндр
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Віссю циліндра є вісь 
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 (рис. 4).

3. Параболічний циліндр
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Віссю циліндра є вісь 
[image: image127.wmf]Oz

 (рис. 5).
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5


Частинним випадком еліптичного циліндра є круговий циліндр з рівнянням 
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Віссю цього циліндра є вісь 
[image: image132.wmf]Oz

.

Всі ці поверхні називаються циліндрами другого порядку, оскільки їх рівняння є рівняннями другого степеня відносно змінних координат. Різних типів циліндрів другого порядку стільки ж, скільки і різних типів кривих другого порядку.

Аналогічно, можна записати рівняння циліндрів другого порядку з осями 
[image: image133.wmf]Ox

 та 
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. Рекомендується зробити це самостійно

§3. Рівняння лінії у просторі

В аналітичній геометрії на площині одне рівняння з двома змінними 
[image: image135.wmf]x

 і 
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 визначає множину точок площини, координати 
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 яких задовольняють цьому рівнянню, тобто геометричне місце точок, яке є лінією. Два сумісних рівняння з двома змінними визначають одну чи декілька точок площини.

У просторі ситуація дещо інша, оскільки розглядаються рівняння з трьома змінними. Одне рівняння з трьома змінними 
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 визначає множину точок простору, координати 
[image: image139.wmf](
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 яких задовольняють цьому рівнянню, тобто геометричне місце точок, яке є поверхнею. 

Якщо задано систему двох сумісних рівнянь 
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то у просторі існує геометричне місце точок, координати яких задовольняють обом рівнянням. Це геометричне місце бідніше своїми точками, ніж поверхня, оскільки дві умови, накладені на координати, є більш сильним обмеженням, ніж одна.

Рівняння
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зображається деякою поверхнею. Всі точки, координати яких задовольняють рівнянню (1), лежать на цій поверхні.

Рівняння

	
[image: image142.wmf](
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зображається іншою поверхнею. Всі точки, координати яких задовольняють рівнянню (12), лежать на цій іншій поверхні.

Ми шукаємо точки, координати яких задовольняють одночасно і рівнянню (11), і рівнянню (12), тобто системі рівнянь (1). Такі точки лежать одночасно на обох поверхнях, тобто на лінії перетину цих поверхонь.

Отже, приходимо до такого означення.

Означення 1. Рівнянням лінії у просторі є система (1) двох рівнянь з трьома змінними, якій задовольняють координати всіх точок даної лінії і тільки цих точок, тобто координати точок, які не лежать на даній лінії, не задовольняють обом рівнянням системи (1) одночасно. Лінія, яка зображає пару рівнянь, є лінією перетину поверхонь, які зображають кожне з цих двох рівнянь окремо.

Приклад 1. Знайти рівняння координатних осей.

Розв’язання. У всіх точок осі 
[image: image143.wmf]Oz

 і тільки у них координати 
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 і 
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 дорівнюють нулю. Тому рівнянням осі 
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 є система 
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Перше з рівнянь (2) є рівнянням площини 
[image: image148.wmf]yOz

, а друге – площини 
[image: image149.wmf]xOz

. Лінія перетину цих площин і є віссю 
[image: image150.wmf]Oz

.

Аналогічно, системи
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є рівняннями відповідно координатних осей 
[image: image153.wmf]Ox

 і 
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Приклад 2. У просторі рівняння 
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визначає круговий циліндр з твірними, паралельними осі 
[image: image156.wmf]Oz

. Написати рівняння напрямної, яка лежить у площині 
[image: image157.wmf]xOy

.

Розв’язання. Напрямною кругового циліндра, яка лежить у площині 
[image: image158.wmf]xOy

, є коло з рівнянням
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Важливо відмітити, що в той час, як пара рівнянь повністю визначає деяку лінію, обернене твердження є хибним: якщо задано лінію у просторі і потрібно знайти її рівняння, то це можна зробити нескінченною кількістю способів, оскільки існують різні пари поверхонь, що перетинаються по одній і тій же лінії.

Щоб переконатися у цьому, повернемося до системи (1), яка визначає деяку лінію. Складемо рівняння
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де 
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 і 
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 – довільні дійсні числа, не рівні одночасно нулю. 

Рівняння (5) є рівнянням поверхні. Оскільки координати довільної точки, що лежить на лінії, задовольняють одночасно рівнянням 
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 і 
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, то вони будуть задовольняти і рівнянню (5) для довільних значень 
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 і 
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. Для різних значень 
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 і 
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 рівняння (5) буде визначати різні поверхні, кожна з яких проходить через лінію (1). Дану лінію можна задати рівняннями будь-яких двох поверхонь, що проходять через неї.

§4. Параметричне задання кривих у просторі. Гвинтова лінія

4.1. У §3 даної глави показано, що кожну лінію у просторі можна задати як лінію перетину двох поверхонь за допомогою системи двох рівнянь, кожне з яких визначає одну з цих поверхонь. Поряд з цим часто доводиться задавати лінію у просторі параметричними рівняннями. Параметричне задання лінії у просторі повністю аналогічне параметричному заданню лінії на площині. Означення 1 §6 гл. XV для випадку просторової лінії набуває вигляду.

Означення 1. Параметричними рівняннями лінії у декартовій прямокутній системі координат називаються рівняння вигляду
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Кожному значенню 
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 з 
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 відповідає точка 
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 даної лінії і для довільної точки 
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 лінії знайдеться таке значення 
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, що 
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 будуть координатами цієї точки 
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. Змінна 
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 називається параметром.

Це нове означення лінії співпадає зі старим означенням лінії з §3. Дійсно, розв’язуючи, наприклад, третє рівняння (1) відносно 
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, тобто виражаючи 
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 через 
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, і підставляючи знайдений вираз у перші два рівняння (1), отримаємо для змінних 
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 і 
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 вирази через змінну 
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Кожне з рівнянь (2) визначає поверхню і лінія є перетином цих поверхонь, тобто приходимо до означення лінії з §3.

Навпаки, якщо лінію задано рівняннями вигляду (2), то покладаючи 
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 – довільна функція, ми отримуємо рівняння вигляду (1):
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або

	
[image: image196.wmf](

)

xxt

=

, 
[image: image197.wmf](

)

yyt

=

, 
[image: image198.wmf](

)

zzt

=

,


де введено позначення 
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Приклад 1. Знайти параметричні рівняння лінії
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Розв’язання. Покладемо 
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Отже, маємо параметричні рівняння

	
[image: image205.wmf]xa

=

, 
[image: image206.wmf]cos

yRt

=

, 
[image: image207.wmf]sin

zRt

=

.
	(3)


Перед радикалом ми взяли лише знак “+”, оскільки знак “‑“ перед 
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 не дає нічого нового. Точку 
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 можна отримати з рівнянь (3) заміною 
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Приклад 2. Лінію задано параметричними рівняннями 
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Записати рівняння лінії, як лінії перетину двох поверхонь. 

Розв’язання. Піднесемо всі рівняння до квадрата і додамо почленно. В результаті отримуємо
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З першого і другого рівняння виключимо параметр 
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Отже, лінія є лінією перетину поверхонь
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4.2. Означення 2. Гвинтовою лінією називається крива, яку описує точка, що рухається наступним чином: вона рівномірно обертається навколо деякої нерухомої осі на постійній відстані від неї і одночасно рівномірно переміщується у напрямі, паралельному цій осі.

	
[image: image221.wmf] z

 x

 O

 y

 

φ

 M

 P

 A

 P

1

 M

1

 A

1

 

α


Рис. 1
	Рух точки можна охарактеризувати ще так: проекція точки на площину, перпендикулярну осі, рівномірно рухається по деякому колу, центр якого знаходиться на цій осі; в той же час проекція точки на саму вісь рівномірно рухається вздовж цієї осі.

Наочно гвинтову лінію можна отримати, якщо намотувати на циліндр площину, на якій проведено пряму. Ця пряма і перейде у гвинтову лінію на циліндрі (рис. 1). Вибрана пряма на площині може мати будь-який напрям, 


крім горизонтального (тоді вона перейде не в гвинтову лінію, а в коло) і вертикального (тоді вона перейде не в гвинтову лінію, а в пряму). Крім того, якщо кут 
[image: image222.wmf]a

 (рис. 1) – від’ємний або більший за 
[image: image223.wmf]0
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, то при намотуванні площини на циліндр у тому напрямі, який показано на рис. 1, гвинтова лінія “піде” не доверху, а донизу. Тому приймаємо, що 
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.
Позначимо через 
[image: image225.wmf]R

 радіус циліндра, а через 
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 – кут між заданою прямою 
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 площини і прямою 
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, яка намотується на коло основи. Осі координат виберемо так: за вісь 
[image: image229.wmf]Oz

 візьмемо вісь циліндра, за вісь 
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 – радіус основи, який проходить через ту точку 
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 кола, що й гвинтова лінія. Трикутник 
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 при намотуванні площини на циліндр перейде в заштриховану на рис. 1 частину циліндра 
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. Введемо для кута 
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 позначення 
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 (рис. 1) і виразимо через 
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 координати точки 
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. Оскільки 
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 є проекцією точки 
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 на площину 
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, то проектуючи 
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[image: image242.wmf]Ox

 і 
[image: image243.wmf]Oy

, ми отримаємо відповідно 
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 для точки 
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Знаходимо 
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Приймаючи до уваги, що
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отримуємо
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Отже, параметричними рівняннями гвинтової лінії є рівняння 
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Оскільки кут 
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 постійний, то можна позначити коефіцієнт пропорційності 
[image: image259.wmf]tg

R

a

 однією буквою 
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. Тоді параметричні рівняння гвинтової лінії перепишуться так:
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За означенням гвинтової лінії, при зміщенні точки 
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 вздовж кола на рівні кути висота точки 
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 над площиною 
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, тобто координата 
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, буде збільшуватись на рівні відрізки. Зокрема, кожного разу, як тільки точка 
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 буде здійснювати повний оберт, 
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 буде збільшуватись на деяку постійну величину 
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. Ця величина 
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 називається кроком чи ходом гвинтової лінії. Можна ще сказати, що крок чи хід гвинтової лінії – це відстань між послідовними точками перетину гвинтової лінії з якою-небудь однією твірною циліндра, тобто 
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 (рис. 2).
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Рис. 2
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Щоб обчислити хід гвинтової лінії, потрібно у третій формулі (4) надати 
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 послідовних значень 
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, а потім від другого значення 
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 відняти перше:
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де 
[image: image280.wmf]C

 – довжина кола основи циліндра.

Нарізка будь-якого штора чи гвинта має вигляд гвинтової лінії. Дійсно, коли б вертикальне просування по цій нарізці, тобто поступальне просування гвинта, не було пропорційним куту повороту гвинта, а отже, хід нарізки не був постійним, то кожен наступний оберт нарізки не зміг би пройти шляхом, прокладеним попереднім обертом.

Здебільшого використовуються гвинти і штори з нарізками у вигляді правої гвинтової лінії, яка характеризується певним зв’язком між обертанням гвинта і поступальним рухом, який він отримує при цьому. А саме, якщо правий гвинт (гвинт з нарізкою у вигляді правої гвинтової лінії) укручувати паралельно осі 
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, обертаючи його в додатному напрямку (тобто, від додатної частини 
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 до додатної частини осі 
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 по найменшому куту), то він буде угвинчуватися по осі 
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 у додатному напрямку.

Гвинтова лінія, зображена на рис. 1, 2 – права.

У лівого гвинта зв’язок між обертальним і поступальним рухами – протилежний у порівнянні з правим гвинтом. Звідси випливає, що для одержання лівої гвинтової лінії потрібно у правій гвинтовій лінії змінити або напрям обертання, або напрям поступального руху. Перше аналітично досягається заміною 
[image: image285.wmf]j

 на 
[image: image286.wmf]-j

 в рівняннях (4), а друге – заміною знака у 
[image: image287.wmf]a

 або у 
[image: image288.wmf]b

. Якщо 
[image: image289.wmf]b

 – від’ємне, то при намотуванні площини на циліндр у тому ж напрямку, що і на рис. 1, гвинтова лінія “піде” донизу. Отже, рівняння (4) при 
[image: image290.wmf]0

b

>

 зображають праву гвинтову лінію, а при 
[image: image291.wmf]0

b

<

 – ліву.

На рис. 2 і 3 зображено дві гвинтові лінії – праву і ліву з однаковим радіусом основи циліндра і однаковим ходом. Ці дві лінії не конгруентні, тобто їх не можна сумістити шляхом того чи іншого руху у просторі, як не можна сумістити праву та ліву системи координат. Дзеркальне відображення правої гвинтової лінії є лівою гвинтовою лінією.

Якщо виключити 
[image: image292.wmf]j

 з перших двох рівнянь (4), то отримаємо рівняння 

	
[image: image293.wmf]222
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	(5)


яке описує проекцію гвинтової лінії на основу циліндра. Це – коло, що очевидно і безпосередньо з означення гвинтової лінії. Якщо виключаючи 
[image: image294.wmf]j

 з двох останніх рівнянь (4), то отримаємо рівняння 

	
[image: image295.wmf]sin
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яке описує проекцію гвинтової лінії на площину осьового перерізу 
[image: image296.wmf]yOz

. Ця проекція є синусоїдою. Проекція гвинтової лінії на площину осьового перерізу 
[image: image297.wmf]xOz

 описується рівнянням

	
[image: image298.wmf]cos
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За формою вона нічим не відрізняється від попередньої лінії, проте розміщена відносно осей по-іншому. 

Отже, гвинтову лінію можна розглядати як перетин циліндра 
[image: image299.wmf]222
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 з синусоїдальним циліндром 
[image: image300.wmf]sin

z
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.

PAGE  
403

_1116661965.unknown

_1122991755.unknown

_1127982487.unknown

_1127982664.unknown

_1129363827.unknown

_1129451832.doc
[image: image1.wmf]k


r


[image: image2.wmf]i


r


[image: image3.wmf]j


r




 z







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 x







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 O







 y







 N(x; y; 0)







 M(x; y; z)











_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1129539034.unknown

_1129539036.unknown

_1129539037.unknown

_1129539035.unknown

_1129538951.unknown

_1129539032.unknown

_1129539033.unknown

_1129538959.unknown

_1129538457.unknown

_1129451978.doc


 z







 A







 x







 M







 P







 O







 y







 φ







 P1







 M1







 A1







 α



















_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1129363955.unknown

_1129364929.unknown

_1129365332.unknown

_1129363954.unknown

_1129363953.unknown

_1127982837.unknown

_1127982841.unknown

_1127982843.unknown

_1127983558.unknown

_1127982842.unknown

_1127982839.unknown

_1127982840.unknown

_1127982838.unknown

_1127982833.unknown

_1127982835.unknown

_1127982836.unknown

_1127982834.unknown

_1127982829.unknown

_1127982831.unknown

_1127982832.unknown

_1127982830.unknown

_1127982668.unknown

_1127982827.unknown

_1127982828.unknown

_1127982825.unknown

_1127982826.unknown

_1127982824.unknown

_1127982666.unknown

_1127982647.unknown

_1127982656.unknown

_1127982660.unknown

_1127982662.unknown

_1127982658.unknown

_1127982652.unknown

_1127982654.unknown

_1127982649.unknown

_1127982639.unknown

_1127982643.unknown

_1127982645.unknown

_1127982641.unknown

_1127982635.unknown

_1127982637.unknown

_1127982489.unknown

_1127982447.unknown

_1127982468.unknown

_1127982477.unknown

_1127982481.unknown

_1127982485.unknown

_1127982479.unknown

_1127982472.unknown

_1127982475.unknown

_1127982470.unknown

_1127982456.unknown

_1127982460.unknown

_1127982466.unknown

_1127982458.unknown

_1127982451.unknown

_1127982454.unknown

_1127982449.unknown

_1124604191.doc


 z











 x















 O







 y







 M0(x0; y0; 0)















_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1127982437.unknown

_1127982441.unknown

_1127982443.unknown

_1127982439.unknown

_1127982433.unknown

_1127982435.unknown

_1124604469.doc


 z











 x















 O







 y



















_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1127982430.unknown

_1124604575.doc


 z











 x















 O







 y



















_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1124604235.doc


 z











 x















 O







 y























_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1122992103.unknown

_1122992219.unknown

_1122992529.unknown

_1122992702.unknown

_1124604149.doc


 z











 x







 N(x0; y0; 0)







 M(x0; y0; z0)







 O







 y







 l















_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1122992701.unknown

_1122992700.unknown

_1122992364.unknown

_1122992479.unknown

_1122992334.unknown

_1122992196.unknown

_1122992204.unknown

_1122992152.unknown

_1122991965.unknown

_1122992006.unknown

_1122992101.unknown

_1122992102.unknown

_1122992016.unknown

_1122991978.unknown

_1122991941.unknown

_1122991951.unknown

_1122991930.unknown

_1116665908.unknown

_1116667871.unknown

_1116668239.unknown

_1116668847.unknown

_1122991608.unknown

_1122991712.unknown

_1122991734.unknown

_1122991743.unknown

_1122991720.unknown

_1122991633.unknown

_1122991692.unknown

_1122991622.unknown

_1116669563.unknown

_1116669658.unknown

_1116670128.unknown

_1117860875.doc






















































_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1117861024.doc














 M2







 M1







 M3



































_1117532136.unknown



_1117532772.unknown



_1117531898.unknown




_1116670169.unknown

_1116670382.unknown

_1116669958.unknown

_1116670055.unknown

_1116669851.unknown

_1116669578.unknown

_1116669639.unknown

_1116669570.unknown

_1116669266.unknown

_1116669514.unknown

_1116669521.unknown

_1116669336.unknown

_1116669222.unknown

_1116669255.unknown

_1116668891.unknown

_1116668464.unknown

_1116668754.unknown

_1116668785.unknown

_1116668805.unknown

_1116668774.unknown

_1116668527.unknown

_1116668718.unknown

_1116668483.unknown

_1116668334.unknown

_1116668388.unknown

_1116668401.unknown

_1116668377.unknown

_1116668299.unknown

_1116668306.unknown

_1116668289.unknown

_1116668026.unknown

_1116668146.unknown

_1116668204.unknown

_1116668227.unknown

_1116668159.unknown

_1116668128.unknown

_1116668137.unknown

_1116668084.unknown

_1116667915.unknown

_1116667947.unknown

_1116667960.unknown

_1116667939.unknown

_1116667893.unknown

_1116667901.unknown

_1116667885.unknown

_1116667493.unknown

_1116667742.unknown

_1116667828.unknown

_1116667859.unknown

_1116667866.unknown

_1116667839.unknown

_1116667807.unknown

_1116667820.unknown

_1116667753.unknown

_1116667641.unknown

_1116667687.unknown

_1116667714.unknown

_1116667660.unknown

_1116667547.unknown

_1116667560.unknown

_1116667507.unknown

_1116666222.unknown

_1116666320.unknown

_1116667377.unknown

_1116667461.unknown

_1116667376.unknown

_1116666275.unknown

_1116666297.unknown

_1116666229.unknown

_1116666106.unknown

_1116666160.unknown

_1116666187.unknown

_1116666139.unknown

_1116665964.unknown

_1116666105.unknown

_1116665952.unknown

_1116665481.unknown

_1116665666.unknown

_1116665828.unknown

_1116665896.unknown

_1116665900.unknown

_1116665857.unknown

_1116665742.unknown

_1116665743.unknown

_1116665673.unknown

_1116665741.unknown

_1116665525.unknown

_1116665615.unknown

_1116665652.unknown

_1116665567.unknown

_1116665496.unknown

_1116665502.unknown

_1116665488.unknown

_1116662246.unknown

_1116662546.unknown

_1116663558.unknown

_1116663882.unknown

_1116662549.unknown

_1116662439.unknown

_1116662445.unknown

_1116662313.unknown

_1116662126.unknown

_1116662167.unknown

_1116662193.unknown

_1116662144.unknown

_1116662055.unknown

_1116662092.unknown

_1116661982.unknown

_1116661283.unknown

_1116661569.unknown

_1116661759.unknown

_1116661848.unknown

_1116661862.unknown

_1116661889.unknown

_1116661855.unknown

_1116661771.unknown

_1116661779.unknown

_1116661763.unknown

_1116661743.unknown

_1116661745.unknown

_1116661746.unknown

_1116661744.unknown

_1116661586.unknown

_1116661741.unknown

_1116661742.unknown

_1116661740.unknown

_1116661578.unknown

_1116661417.unknown

_1116661489.unknown

_1116661532.unknown

_1116661556.unknown

_1116661504.unknown

_1116661431.unknown

_1116661451.unknown

_1116661425.unknown

_1116661345.unknown

_1116661358.unknown

_1116661410.unknown

_1116661353.unknown

_1116661317.unknown

_1116661333.unknown

_1116661295.unknown

_1116658656.unknown

_1116658780.unknown

_1116660729.unknown

_1116661107.unknown

_1116661142.unknown

_1116660774.unknown

_1116660610.unknown

_1116660625.unknown

_1116658847.unknown

_1116658731.unknown

_1116658760.unknown

_1116658766.unknown

_1116658695.unknown

_1116658671.unknown

_1116658524.unknown

_1116658572.unknown

_1116658613.unknown

_1116658653.unknown

_1116658592.unknown

_1116658538.unknown

_1116658566.unknown

_1116658525.unknown

_1116658013.unknown

_1116658237.unknown

_1116658281.unknown

_1116658523.unknown

_1116658136.unknown

_1116657943.unknown

_1116657946.unknown

_1116657926.unknown

