Векторна алгебра

§1. Напрямлений відрізок. Вектор

Величини можуть бути двох видів. Є величини, які визначаються своїм числовим значенням в тих чи інших одиницях вимірювання, наприклад, довжина, об’єм, маса, температура тощо. Такі величини називаються скалярними величинами або скалярами.

Разом з тим, є величини, які характеризуються не лише своїми числовими значеннями, а й напрямком, наприклад, швидкість, сила тощо.

Недостатньо, наприклад, знати, що швидкість автомобіля 60 км/год, потрібно ще знати, в якому напрямку рухається цей автомобіль.

Означення 1. Величини, які характеризуються не тільки числовим значенням, а й напрямком, називають векторними величинами або  векторами.

Найпростішим прикладом векторної величини є переміщення. Переміщення характеризується відстанню і напрямком. 

Відрізок прямої визначається двома рівноправними точками – його кінцями: точками 
[image: image1.wmf]A

 і 
[image: image2.wmf]B

. Якщо впорядкувати точки 
[image: image3.wmf]A

 і 
[image: image4.wmf]B

, тобто одну з них вважати першою, а іншу – другою, то тим самим вкажемо напрямок від першої точки до другої. У зв’язку з цим дамо таке означення.

Означення 2. Напрямленим відрізком будемо називати впорядковану пару точок 
[image: image5.wmf]A

 і 
[image: image6.wmf]B

.

Якщо початок напрямленого відрізка знаходиться в точці 
[image: image7.wmf]A

, а кінець – в точці 
[image: image8.wmf]B

, то позначимо його
[image: image9.wmf]AB
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 (буква, яка відповідає початку напрямленого відрізка, завжди пишеться першою). На кресленнях (рис. 1, 2) напрямлений відрізок зображається стрілками.
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Напрямлений відрізок 
[image: image13.wmf]BA

uuur

 назвемо протилежним до напрямленого відрізка 
[image: image14.wmf]AB
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 і будемо позначати 
[image: image15.wmf]AB
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. Якщо точки 
[image: image16.wmf]A

 і 
[image: image17.wmf]B

 різні, то напрямлений відрізок 
[image: image18.wmf]AB
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 назвемо ненульовим; якщо ж точки 
[image: image19.wmf]A

 і 
[image: image20.wmf]B

 співпадають, то напрямлений відрізок 
[image: image21.wmf]AA
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 назвемо нульовим і будемо позначати 
[image: image22.wmf]0
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. Довжиною або модулем напрямленого відрізка 
[image: image23.wmf]AB
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 називають довжину відрізка 
[image: image24.wmf]AB

 (позначають 
[image: image25.wmf]AB

uuur

).

Напрямлений відрізок 
[image: image26.wmf]AB
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 називається паралельним до прямої 
[image: image27.wmf]l

 (до площини 
[image: image28.wmf]a

), якщо він або нульовий, або пряма 
[image: image29.wmf]AB

 паралельна до прямої 
[image: image30.wmf]l

 (до площини 
[image: image31.wmf]a

). Ненульовий напрямлений відрізок 
[image: image32.wmf]AB
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 називається перпендикулярним до прямої 
[image: image33.wmf]l

 (до площини 
[image: image34.wmf]a

), якщо пряма 
[image: image35.wmf]AB

 перпендикулярна до прямої 
[image: image36.wmf]l

 (до площини 
[image: image37.wmf]a

).

Напрямлені відрізки 
[image: image38.wmf]1122
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 називаються колінеарними, якщо вони або лежать на одній прямій, або існує пряма 
[image: image39.wmf]l

, до якої кожен з цих відрізків паралельний.

Для позначення колінеарності використовують символ 
[image: image40.wmf]P

, а для позначення перпендикулярності – символ 
[image: image41.wmf]^

.

Напрямлені відрізки 
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 називаються компланарними, якщо вони або лежать в одній площині, або існує площина 
[image: image43.wmf]a

, до якої кожен з цих відрізків паралельний.

Якщо напрямлені відрізки колінеарні, то вони компланарні. Якщо напрямлені відрізки перпендикулярні до однієї і тієї ж площини 
[image: image44.wmf]a

, то вони колінеарні.

Довільна точка 
[image: image45.wmf]A

, що лежить на прямій 
[image: image46.wmf]l

, розбиває цю пряму на два промені 
[image: image47.wmf]l
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 і  
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 з початком у точці 
[image: image49.wmf]A

. Ці промені називаються такими, що доповнюють один одного. Один з променів визначає додатний напрямок прямої 
[image: image50.wmf]l

, а другий промінь – від’ємний напрямок цієї прямої.

Означення 3. Два напрямлених відрізки 
[image: image51.wmf]AB
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 і 
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, які лежать на одній прямій 
[image: image53.wmf]l

, назвемо співнапрямленими, якщо перетин променів 
[image: image54.wmf]AB

 і 
[image: image55.wmf]CD

 є променем (див. рис. 2б)), і протилежнонапрямленими, якщо цей перетин не є променем (див. рис. 2в)).

Означення 4. Два колінеарних напрямлених відрізки 
[image: image56.wmf]AB
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 і 
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, які не лежать на одній прямій, назвемо співнапрямленими (позначення 
[image: image58.wmf]ABCD
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), якщо вони лежать в одній півплощині по відношенню до прямої 
[image: image59.wmf]AC

 (див. рис. 2а)), і протилежнонапрямленими (позначення 
[image: image60.wmf]ABCD
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), якщо – в різних півплощинах по відношенню до цієї прямої.

Отже, говорити про те, що два напрямлених відрізки мають однаковий напрямок чи різні напрямки можна лише в тому випадку, коли вони колінеарні.

Означення 5. Два напрямлених відрізки 
[image: image61.wmf]AB
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 і 
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 називаються рівними (позначення 
[image: image63.wmf]ABCD
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), якщо вони співнапрямлені і мають однакову довжину, тобто 
[image: image64.wmf]ABCD
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Для встановлення рівності напрямлених відрізків 
[image: image65.wmf]AB
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 і 
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 (див. рис. 2а)) можна скористатись наступною побудовою: проводимо прямі 
[image: image67.wmf]AC

 і 
[image: image68.wmf]BD

, що сполучають початки і кінці напрямлених відрізків. Якщо 
[image: image69.wmf]ABCD
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 і 
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, то 
[image: image71.wmf]ABCD

=

uuuruuur

. Недоліком цього способу порівняння напрямлених відрізків 
[image: image72.wmf]AB
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 і 
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 є те, що він непридатний у тому випадку, коли 
[image: image74.wmf]AB
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 і 
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 лежать на одній прямій.

Однак можна запропонувати ще один спосіб порівняння напрямлених відрізків 
[image: image76.wmf]AB
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 і 
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, який придатний і для згаданого випадку.

Два напрямлених відрізки 
[image: image78.wmf]AB

uuur

 і 
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 рівні тоді і тільки тоді, коли середина відрізка 
[image: image80.wmf]AD

 (див. рис. 2а)), який з’єднує початок першого напрямленого відрізка з кінцем другого, співпадає з серединою відрізка 
[image: image81.wmf]CB

, який з’єднує початок другого напрямленого відрізка з кінцем першого.

При всій простоті викладеного слід звернути особливу увагу на те, що з рівності відрізків 
[image: image82.wmf]AB

 і 
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 ще не випливає рівність напрямлених відрізків 
[image: image84.wmf]AB
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 і 
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, хоча обернене твердження є справедливим: якщо 
[image: image86.wmf]ABCD
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, то довжина відрізка 
[image: image87.wmf]AB

 дорівнює довжині відрізка 
[image: image88.wmf]CD

.

Рівність напрямлених відрізків має властивості, аналогічні властивостям рівності чисел.

Справедлива така теорема.

Теорема 1. Рівність напрямлених відрізків задовольняє наступним умовам:

1. Кожен напрямлений відрізок рівний самому собі (умова рефлексивності).

2. Якщо 
[image: image89.wmf]ABCD
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, то 
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 (умова симетричності).

3. Якщо 
[image: image91.wmf]ABCD
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, а 
[image: image92.wmf]CDMK

=

uuuruuuur

, то 
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 (умова транзитивності).

Будемо вважати, що: а) нульовий напрямлений відрізок колінеарний будь-якому напрямленому відрізку; б) нульовий напрямлений відрізок і будь-які два інших напрямлених відрізки компланарні; в) нульовий напрямлений відрізок одночасно вважається однаково і протилежно напрямленим будь-якому іншому напрямленому відрізку; г) нульовий напрямлений відрізок рівний кожному іншому нульовому напрямленому відрізку і тільки нульовому.

Нехай задано довільний напрямлений відрізок 
[image: image94.wmf]AB

uuur

 і довільну точку 
[image: image95.wmf]M

. Побудуємо 
[image: image96.wmf]MNAB
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. Для цього через точку 
[image: image97.wmf]M

 проведемо пряму 
[image: image98.wmf]l

 паралельно до прямої 
[image: image99.wmf]AB

 і відкладемо на 
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 точку 
[image: image101.wmf]N

 так, щоб відрізки 
[image: image102.wmf]AB

 і 
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 були рівними, а напрямлені відрізки 
[image: image104.wmf]AB

uuur

 і 
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 – співнапрямленими.

Отже, для довільно заданих напрямленого відрізка 
[image: image106.wmf]AB
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 і точки 
[image: image107.wmf]M

 існує єдиний напрямлений відрізок 
[image: image108.wmf]MNAB
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У цьому випадку кажуть, що напрямлений відрізок 
[image: image109.wmf]MN
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 отримано шляхом переносу напрямленого відрізка 
[image: image110.wmf]AB
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 у точку 
[image: image111.wmf]M

 або шляхом відкладання напрямленого відрізка 
[image: image112.wmf]AB
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 від точки 
[image: image113.wmf]M

. Отже, заданому напрямленому відрізку 
[image: image114.wmf]AB
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 відповідає множина рівних напрямлених відрізків, які відрізняються один від одного лише точками прикладання.

У звичайній алгебрі чисел ми звикли до того, що рівними вважаються такі об’єкти (числа), які просто співпадають (співпадають ті точки числової прямої, що відповідають рівним числам). Однак, наведене вище означення рівності напрямлених відрізків (об’єктів) не задовольняє цій умові “фізичного” співпадання. Наприклад, напрямлені відрізки 
[image: image115.wmf]AB

uuur

 і 
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, зображені на рис. 2а), рівні, але не співпадають. Не дивлячись на це, з алгебраїчної точки зору всі рівні напрямлені відрізки доцільно розглядати як єдиний алгебраїчний об’єкт. Наведемо приклад з механіки.

Розглянемо поступальне переміщення твердого тіла з деякого положення І в інше положення ІІ у заданому напрямку на задану величину. У цьому випадку зміщення довільних точок тіла 
[image: image117.wmf]111
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 виражається напрямленими відрізками 
[image: image118.wmf]121212
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 однакової довжини і однакового напрямку. Якщо початкове положення І тіла відоме, то його нове положення ІІ однозначно визначається будь-яким з напрямлених відрізків 
[image: image119.wmf]121212
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Рис. 3
	Розглянуте переміщення можна задати напрямленим відрізком 
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 з початком у довільній точці 
[image: image122.wmf]M

 простору і рівним кожному з напрямлених відрізків 
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 (рис. 3).

Наведений приклад показує, що положення початку напрямленого відрізка зовсім неважливе, суттєвими є лише його довжина та напрямок. Тому, відволікаючись


від точки прикладання напрямленого відрізка, будемо розглядати всю множину рівних між собою напрямлених відрізків, прикладених до всіх можливих точок 
[image: image124.wmf]M

 простору, як новий математичний об’єкт. У зв’язку з цим дамо таке означення.

Означення 6. Вільним вектором у просторі (на площині) назвемо множину всіх рівних між собою напрямлених відрізків, прикладених до всіх можливих точок простору (площини).

Оскільки нижче розглядаються лише вільні вектори, то замість слів “вільний вектор” будемо говорити просто “вектор”.

Вектори, зазвичай, позначаються малими літерами 
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. Якщо точки 
[image: image126.wmf],
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 і вектор 
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 такі, що напрямлений відрізок 
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, то вектор 
[image: image129.wmf]a
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 позначають так само, як напрямлений відрізок 
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 і пишуть 
[image: image131.wmf]aAB

=

uuur

r

 або 
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. У цьому випадку про напрямлений відрізок 
[image: image133.wmf]AB
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 кажуть, що він зображає вектор 
[image: image134.wmf]a
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, і над стрілкою напрямленого відрізка 
[image: image135.wmf]AB
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 пишуть 
[image: image136.wmf]a
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 (рис. 4).
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Рис. 4
	Рівні напрямлені відрізки і тільки вони зображають один і той же вектор.

Якщо вектор 
[image: image138.wmf]a
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 зображається напрямленим відрізком 
[image: image139.wmf]AB
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, то вектор, зображений напрямленим


відрізком 
[image: image140.wmf]BAAB
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, називають протилежним вектором до вектора 
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 і позначають 
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Нульовим вектором 
[image: image143.wmf]0
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 називається вектор, зображений нульовим напрямленим відрізком, при цьому 
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. Довжиною 
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 вектора 
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 називається довжина напрямленого відрізка, яким цей вектор зображається. Зокрема, 
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Вектори 
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 називаються колінеарними (компланарними), якщо колінеарні (компланарні) напрямлені відрізки 
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, що їх зображають.

Колінеарність і неколінеарність векторів 
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 та 
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 позначаються відповідно 
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Вектор 
[image: image154.wmf]aAB

=

uuur

r

 називається паралельним до прямої 
[image: image155.wmf]l

 (площини 
[image: image156.wmf]a

), якщо напрямлений відрізок 
[image: image157.wmf]AB
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, що його зображає, паралельний до прямої 
[image: image158.wmf]l

 (площини 
[image: image159.wmf]a

). Згідно з властивістю транзитивності паралельних прямих це означення не залежить від вибору напрямленого відрізка, що зображає вектор 
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Ненульовий вектор 
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 називається перпендикулярним до прямої 
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), якщо напрямлений відрізок 
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, що його зображає, перпендикулярний до прямої 
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 (площини 
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). Це означення також не залежить від вибору напрямленого відрізка, що зображає вектор 
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. Дійсно, нехай напрямлений відрізок 
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 зображає вектор 
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Якщо вектори 
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Вектори 
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[image: image185.wmf]ABCD

­¯

uuuruuur

.

§2 Додавання векторів

2.1. Нехай дано вектори 
[image: image186.wmf]a
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 і 
[image: image187.wmf]b
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. Виберемо у просторі деяку точку 
[image: image188.wmf]O

. Відкладемо від неї вектор 
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, тобто побудуємо зображення вектора 
[image: image190.wmf]a
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 у точці 
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 – напрямлений відрізок 
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. У точці 
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 будуємо зображення вектора 
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 – напрямлений відрізок 
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 (рис. 1).
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Рис. 1
	Означення 1. Напрямлений відрізок 
[image: image197.wmf]OB
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 визначає зображення вектора, який називається сумою векторів 
[image: image198.wmf]a
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 та 
[image: image199.wmf]b
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 і позначається 
[image: image200.wmf]ab
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. Операція знахо-дження суми векторів називається додаванням векторів.


Правило побудови вектора 
[image: image201.wmf]ab
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 називається правилом трикутника. Єдиним елементом довільності у цій побудові є вибір точки 
[image: image202.wmf]O

 – точки прикладання вектора 
[image: image203.wmf]a
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.
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Рис. 2
	Доведемо, що сума двох векторів 
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 не залежить від вибору точки 
[image: image206.wmf]O

. Для цього виконаємо вказану побудову для якої-небудь іншої точки 
[image: image207.wmf]1
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 (рис. 2). З рівності 
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. Згідно з властивістю транзитивності напрямлених відрізків отримуємо, що 
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. З останньої рівності 


випливає, що 
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Отже, напрямлені відрізки 
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 рівні і визначають (зображають) один і той же вектор 
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З правила трикутника побудови вектора 
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 випливає просте і дуже корисне правило для розв’язування задач: для довільних трьох точок 
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 виконується співвідношення 
[image: image219.wmf]ABBCAC

+=

uuuruuuruuur

. При цьому не виключається випадок, коли дві з даних точок або всі три співпадають.

На рис. 3 зображено побудову суми 
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 двох колінеарних векторів 
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 і 
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: а) співнапрямлених, б) протилежнонапрямлених, в) векторів, з яких один нульовий, г) рівних по модулю, але протилежнонапрямлених; сума векторів у цьому випадку дорівнює нуль-вектору.
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Рис. 3

2.2. Теорема 1. Для довільних векторів 
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 справедливі співвідношення
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 (закон комутативності),

2. 
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 (закон асоціативності).

Доведення. 1. Для доведення властивості 1 скористаємось правилом паралелограма для додавання двох векторів 
[image: image230.wmf]a
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 і 
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. Нехай задано вектори 
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 і 
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. У точці 
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 будуємо зображення векторів 
[image: image235.wmf]a

r

 і 
[image: image236.wmf]b

r

 так, що 
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 (рис. 4). 
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Рис. 4
	На цих векторах будуємо паралелограм 
[image: image240.wmf]OBCA

. Тоді напрямлений відрізок діагоналі паралелограма 
[image: image241.wmf]OC
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 буде визначати вектор 
[image: image242.wmf]ab

+

r

r

. Дійсно, з 
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. З іншого боку, з трикутника 
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, що і доводить співвідношення 1.


2. Нехай дано вектори 
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 (рис. 5),
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Рис. 5
	то 
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Отже, вектори 
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 є одним і тим же вектором 
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, який замикає послідовність трьох векторів 
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2.3. Для того щоб додати 
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 векторів, потрібно записати їх у довільному порядку 
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, потім прикласти перший вектор до якої-небудь точки 
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, а кожен наступний вектор – до кінця попереднього, так що 
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Тоді сумою 
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, який замикає послідовність векторів-доданків.

Вказане правило додавання декількох векторів називається “правилом многокутника” (див. рис. 6). Відмітимо, що для некомпланарних векторів 
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 має просторовий характер.
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Рис. 6

Для побудови суми трьох некомпланарних векторів поряд з правилом многокутника можна застосувати правило паралелепіпеда, яке полягає в наступному: потрібно відкласти ці вектори від однієї точки 
[image: image271.wmf]O

 і побудувати на відкладених векторах, як на ребрах, паралелепіпед.  Вектор,  що  виходить 
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Рис. 7
	з точки 
[image: image273.wmf]O

 і співпадає з діагоналлю цього паралелепіпеда, зображає суму 
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 (рис. 7).

Справді, 
[image: image275.wmf]abOAOBOM

+=+=

uuuruuuruuuur

r

r

; 
[image: image276.wmf]abcOMMDOD

++=+=

uuuuruuuuruuur

r

rr

.




§3. Віднімання векторів

Операція віднімання векторів вводиться як операція, обернена до операції додавання.

Означення 1. Різницею векторів 
[image: image277.wmf]a
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 та 
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 (позначення 
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) називається такий вектор 
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, для якого виконується рівність 
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Отже, вираз 
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Теорема 1. Для довільних векторів 
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 та 
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 різниця 
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 завжди існує і визначається однозначно.

Доведення. Відкладемо вектори 
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 та 
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 від однієї точки 
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 (рис. 1). Тоді згідно з означенням суми двох векторів 
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Напрямлений відрізок 
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 згідно з означенням різниці векторів визначає вектор 
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. Оскільки побудову можна виконати для будь-яких векторів 
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 та 
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, то різниця 
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 завжди існує. Тепер доведемо, що ця різниця визначається однозначно.
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	Припустимо, що поряд з вектором 
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Теорему доведено.

Наслідок. а) Для побудови різниці 
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 двох векторів 
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 та 
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 необхідно ці вектори помістити у деяку точку простору. Тоді вектор, що йде від кінця вектора 
[image: image310.wmf]b
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 до кінця вектора 
[image: image311.wmf]a
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, і є  шуканим вектором різниці (рис. 1).

б) Для двох довільних векторів 
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 та 
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Рис. 2 дає геометричне тлумачення наслідку б).
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Рис. 2

§4 Множення вектора на число

Означення 1. Добутком вектора 
[image: image317.wmf]a
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 на число 
[image: image318.wmf]a

 називається такий вектор 
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, для якого виконуються умови:

1) 
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 колінеарний вектору 
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Безпосередньо з означення випливає, що 
[image: image327.wmf]00

a

×=

r

r

; 
[image: image328.wmf]00

a×=

rr

; 
[image: image329.wmf]1

aa

×=

rr

; 
[image: image330.wmf](

)

1

aa

-×=-

rr

.

Нижче добуток вектора 
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 на число 
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 будемо позначати 
[image: image333.wmf]a
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Теорема 1. Добуток вектора на число має такі властивості:
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Доведення. Розглянемо, наприклад, доведення властивості (1).

З означення операції множення вектора на число одразу випливає, що вектори, які стоять в обох частинах співвідношення (1), паралельні вектору 
[image: image338.wmf]a
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 і мають одну і ту ж довжину 
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. Тому залишається лише перевірити, що ці вектори співнапрямлені.

Якщо 
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 та 
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 одного знака, то вектори 
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 та 
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Доведення властивостей (2) і (3) рекомендується провести самостійно.

Теорема 2. Для того щоб два вектори 
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 та 
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 були колінеарними, необхідно і достатньо, щоб існувало таке число 
[image: image350.wmf]l

, для якого виконується рівність
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Доведення. Необхідність. Нехай вектори 
[image: image352.wmf]a
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 та 
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 колінеарні. Тоді можливі два випадки:

1) 
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 та 
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 співнапрямлені. У цьому випадку
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Справедливість рівності (5) випливає з наступних міркувань. 
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Рис. 1
	Вектор 
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  є одиничним вектором (див. рис. 1) і для того щоб отримати вектор 
[image: image359.wmf]b
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, слід вектор 
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 помножити на довжину вектора 
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2) 
[image: image362.wmf]a
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 та 
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 протилежнонапрямлені. У цьому випадку має місце рівність 
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Доведення рівності (6) аналогічне доведенню рівності (5). Ввівши позначення 
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 для випадку 1) та 
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 для випадку 2), приходимо до рівності (4).

Достатність. Нехай існує таке число 
[image: image367.wmf]l

, для якого справедлива рівність (4). Тоді згідно з означенням добутку вектора на число (див. пункт 2) означення 1) вектори 
[image: image368.wmf]a
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 та 
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колінеарні, що повністю доводить теорему.

§5 Застосування векторної алгебри до розв’язування задач

Перейдемо до розв’язування геометричних задач за допомогою векторів. Використання векторів робить ці задачі обчислювальними, тобто зводить геометричні міркування (з трикутниками, середніми лініями тощо) до арифметичних операцій над векторами.

Задача 1. На сторонах довільного трикутника 
[image: image370.wmf]ABC

 побудовано довільні паралелограми (рис. 1). Довести, що з відрізків 
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 можна побудувати трикутник.
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Рис. 1
	Розв’язання. Для того щоб з трьох відрізків можна було побудувати трикутник, необхідно і достатньо, щоб довжина кожного відрізка була меншою за суму довжин двох інших відрізків. Безпосередньо перевірити виконання цих умов досить складно. Проте, задача має простий векторний розв’язок, який ґрунтується на наступному факті: якщо сума трьох векторів є нуль-вектором, то з довжин цих векторів можна скласти трикутник.


Нехай 
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 та замкнений шестикутник 
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Оскільки 
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, то рівність (2) перепишеться у вигляді 
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Використовуючи рівність (1), отримуємо 
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Рівність (3) означає, що з трьох відрізків 
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 можна скласти трикутник.

Задача 2. Виразити середній вектор довільного чотирикутника через вектори, що характеризують основи цього чотирикутника
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Рис. 2


	Середнім вектором чотирикутника 
[image: image387.wmf]ABCD

 (рис. 2) називається вектор, що з’єднує середини бічних сторін.

Розв’язання. Позначимо 
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маємо векторну рівність
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а з чотирикутника 
[image: image392.wmf]MDCN

 – векторну рівність
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Почленно додавши рівності (4) та (5) і врахувавши, що 
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Задача 3. Довести, що середини сторін довільного чотирикутника є вершинами паралелограма.
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Рис. 3


	Розв’язання. Нехай 
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 – середини сторін чотирикутника 
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Отже, 
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, тобто протилежні сторони чотирикутника 
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 рівні і паралельні. Тому 
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 – паралелограм.




Задача 4. Дано довільний трикутник 
[image: image408.wmf]ABC

. Довести, що можна побудувати трикутник, сторони якого рівні і паралельні медіанам трикутника 
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.

Розв’язання. Позначимо медіани трикутника 
[image: image410.wmf]ABC

 через 
[image: image411.wmf],,
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 (рис. 4).
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	Рис. 5


Позначимо також 
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 (рис. 4).

Тоді 
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Аналогічно, 
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Використовуючи рівності (6), (7), отримуємо 


[image: image420.wmf](

)

11133

00

22222

ADBECFcaabbcabc

æöæöæö

++=+++++=++=×=

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

uuuruuuruuur

rrr

rr

rrrrrr

.

Відкладемо від деякої точки 
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, а це означає, що ламана 
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 – замкнена, тобто точка 
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Отже, ми отримали трикутник 
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 (рис. 5), сторони якого рівні і паралельні медіанам 
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 вихідного трикутника 
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Задача 5. Дано довільний трикутник 
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. Побудувати трикутник 
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, сторони якого рівні медіанам трикутника 
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, сторони якого рівні медіанам трикутника 
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 (рис. 6). Довести, що трикутники 
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Рис. 6

Розв’язання. Із задачі 4 випливає, що для побудови трикутника 
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 достатньо взяти за його сторони такі вектори: 
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Введемо для цих векторів позначення: 
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Аналогічно, для побудови трикутника 
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Підставляючи в (9) вирази для векторів 
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Отже, сторонами трикутника 
[image: image462.wmf]222
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 є вектори 
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[image: image466.wmf]222

ABC

 подібний трикутнику 
[image: image467.wmf]ABC

 з коефіцієнтом подібності 
[image: image468.wmf]3

4

-

.

1
95

_1106995610.unknown

_1106998909.unknown

_1107068220.unknown

_1107069623.unknown

_1107070428.unknown

_1107072172.unknown

_1107074870.unknown

_1107075940.unknown

_1107077289.unknown

_1107077950.unknown

_1124188286.unknown

_1124188357.unknown

_1129800437.unknown

_1130574568.unknown

_1130665783.unknown

_1130666288.unknown

_1131357242.doc


 A







 B







 C







 D







 б)







 A







 B







 C







 D












_1131357326.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]pOB


=


uuur


r




 A











 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 B















_1108468306.unknown



_1108989310.unknown



_1109415743.unknown



_1123921615.unknown



_1108989317.unknown



_1108471897.unknown



_1108468124.unknown



_1108468215.unknown



_1108467951.unknown




_1131357400.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]e


r




 � EMBED Equation.DSMT4  ���











 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���



























_1108534338.unknown



_1108991093.unknown



_1108991126.unknown



_1108991134.unknown



_1108535050.unknown



_1108534258.unknown



_1108534304.unknown



_1108534005.unknown




_1130666355.unknown

_1130666378.unknown

_1130666333.unknown

_1130666276.unknown

_1130666277.unknown

_1130666131.unknown

_1130575575.unknown

_1130664584.unknown

_1130665557.unknown

_1130575584.unknown

_1130575602.unknown

_1130574717.unknown

_1130574841.unknown

_1130574584.unknown

_1129800564.unknown

_1130574491.unknown

_1130574525.unknown

_1130574143.unknown

_1129800489.unknown

_1129800553.unknown

_1129800474.unknown

_1124188391.unknown

_1124188873.unknown

_1127377409.doc
[image: image1.wmf]c


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]a


r




 О







 C







 D







 B







 A







 M







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108533969.unknown



_1108989621.unknown



_1108989646.unknown



_1108989663.unknown



_1108534005.unknown



_1108533870.unknown




_1127377808.unknown

_1127378306.unknown

_1127559938.doc


 A







 B







 C







 D







 О












_1127378305.unknown

_1127378304.unknown

_1127377620.unknown

_1127377707.unknown

_1127377590.unknown

_1127376692.unknown

_1127376732.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]0


pOB


==


uuur


r


r


[image: image3.wmf]b


r




 A











 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 B















_1108468306.unknown



_1108989548.unknown



_1109416223.unknown



_1123921693.unknown



_1127376738.unknown



_1108989557.unknown



_1108472266.unknown



_1108472368.unknown



_1108471897.unknown



_1108468124.unknown



_1108468215.unknown



_1108467951.unknown




_1126074956.doc
[image: image1.wmf]pOB


=


uuur


r


[image: image2.wmf]a


r


[image: image3.wmf]b


r


[image: image4.wmf]p


r




 A







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 B















_1108468306.unknown



_1108989142.unknown



_1108989164.unknown



_1123921566.unknown



_1123921577.unknown



_1109415743.unknown



_1108989154.unknown



_1108471897.unknown



_1108468124.unknown



_1108468215.unknown



_1108467951.unknown




_1126074996.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]p


r


[image: image3.wmf]pOB


=


uuur


r




 A











 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 B















_1108468306.unknown



_1108472266.unknown



_1108989510.unknown



_1123921660.unknown



_1123921670.unknown



_1109415743.unknown



_1108989475.unknown



_1108471897.unknown



_1108468124.unknown



_1108468215.unknown



_1108467951.unknown




_1124189542.unknown

_1124188408.unknown

_1124188416.unknown

_1124188420.unknown

_1124188425.unknown

_1124188427.unknown

_1124188429.unknown

_1124188422.unknown

_1124188418.unknown

_1124188412.unknown

_1124188414.unknown

_1124188410.unknown

_1124188399.unknown

_1124188404.unknown

_1124188406.unknown

_1124188401.unknown

_1124188395.unknown

_1124188397.unknown

_1124188393.unknown

_1124188374.unknown

_1124188382.unknown

_1124188387.unknown

_1124188389.unknown

_1124188385.unknown

_1124188378.unknown

_1124188380.unknown

_1124188376.unknown

_1124188366.unknown

_1124188370.unknown

_1124188372.unknown

_1124188368.unknown

_1124188361.unknown

_1124188363.unknown

_1124188359.unknown

_1124188324.unknown

_1124188340.unknown

_1124188349.unknown

_1124188353.unknown

_1124188355.unknown

_1124188351.unknown

_1124188345.unknown

_1124188347.unknown

_1124188342.unknown

_1124188332.unknown

_1124188336.unknown

_1124188338.unknown

_1124188334.unknown

_1124188328.unknown

_1124188330.unknown

_1124188326.unknown

_1124188307.unknown

_1124188315.unknown

_1124188319.unknown

_1124188322.unknown

_1124188317.unknown

_1124188311.unknown

_1124188313.unknown

_1124188309.unknown

_1124188294.unknown

_1124188298.unknown

_1124188301.unknown

_1124188296.unknown

_1124188290.unknown

_1124188292.unknown

_1124188288.unknown

_1108986195.doc


 A







 B












_1124188246.unknown

_1124188267.unknown

_1124188278.unknown

_1124188282.unknown

_1124188284.unknown

_1124188280.unknown

_1124188273.unknown

_1124188276.unknown

_1124188269.unknown

_1124188255.unknown

_1124188263.unknown

_1124188265.unknown

_1124188261.unknown

_1124188250.unknown

_1124188252.unknown

_1124188248.unknown

_1123921458.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]b


r


[image: image4.wmf]a


r


[image: image5.wmf]ab


+


r


r




 A







 B







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108468306.unknown



_1108986265.unknown



_1108986303.unknown



_1108986374.unknown



_1108986282.unknown



_1108986257.unknown



_1108468124.unknown



_1108468215.unknown



_1108467951.unknown




_1123921838.doc
[image: image1.wmf]1


a


r


[image: image2.wmf]2


a


r


[image: image3.wmf]3


a


r


[image: image4.wmf]4


a


r


[image: image5.wmf]5


a


r


[image: image6.wmf]1


a


r


[image: image7.wmf]2


a


r


[image: image8.wmf]3


a


r


[image: image9.wmf]4


a


r


[image: image10.wmf]5


a


r




 О







 A1







 A2







 A3







 A4







 A5







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108990861.unknown



_1108990922.unknown



_1108990961.unknown



_1108990992.unknown



_1108991012.unknown



_1108990977.unknown



_1108990945.unknown



_1108990887.unknown



_1108990910.unknown



_1108990874.unknown



_1108533099.unknown



_1108533220.unknown



_1108533233.unknown



_1108533138.unknown



_1108533015.unknown



_1108533089.unknown



_1108532541.unknown




_1124002589.doc


 D







 Q







 A







 M







 B







 N







 C







 P












_1124188242.unknown

_1124188244.unknown

_1124002644.doc
[image: image1.wmf]c


r


[image: image2.wmf]a


r


[image: image3.wmf]b


r




 A







 F







 B







 D







 C







 E







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108538256.unknown



_1108991787.unknown



_1108991803.unknown



_1108991827.unknown



_1108538345.unknown



_1108538167.unknown




_1123922045.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]a


r


[image: image3.wmf]b


r


[image: image4.wmf]b


r


[image: image5.wmf]c


r


[image: image6.wmf]c


r




 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 C







 C1







 C2







 B2







 B1







 B







 A







 A2







 A1











_1108536637.unknown



_1108991238.unknown



_1108991286.unknown



_1108991308.unknown



_1108991342.unknown



_1108991268.unknown



_1108991228.unknown



_1108536578.unknown



_1108536622.unknown



_1108536352.unknown




_1123922757.doc


 A1











 B1











 C1



























_1108538256.unknown



_1108991787.unknown



_1108991803.unknown



_1108991827.unknown



_1108538345.unknown



_1108538167.unknown




_1123923304.doc


 A1







 B1







 C1












_1123923331.doc


 A2







 B2







 C2












_1123923269.doc


 A







 B







 C












_1123922112.doc
[image: image1.wmf]p


r


[image: image2.wmf]q


r




 A







 M







 D







 B







 N







 C







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108537359.unknown



_1108991439.unknown



_1108991469.unknown



_1108537295.unknown




_1123921915.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]a


r


[image: image3.wmf]b


r


[image: image4.wmf]b


r


[image: image5.wmf]ab


-


r


r




 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 A







 B











_1108534338.unknown



_1108990380.unknown



_1108990424.unknown



_1108990448.unknown



_1108990407.unknown



_1108990360.unknown



_1108534258.unknown



_1108534304.unknown



_1108534005.unknown




_1123921756.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]a


r


[image: image4.wmf]a


r


[image: image5.wmf]b


r


[image: image6.wmf]b


r


[image: image7.wmf]ab


+


r


r




 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 A







 C







 B











_1108989732.unknown



_1108990209.unknown



_1108990271.unknown



_1108990281.unknown



_1108990313.unknown



_1108990260.unknown



_1108989747.unknown



_1108472723.unknown



_1108472903.unknown



_1108472566.unknown




_1123921783.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]c


r


[image: image4.wmf]ab


+


r


r


[image: image5.wmf]bc


+


r


r


[image: image6.wmf]()()


abcabc


++=++


rr


rrrr


[image: image7.wmf]a


r


[image: image8.wmf]b


r


[image: image9.wmf]c


r




 О







 A







 B







 C







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108473623.unknown



_1108990511.unknown



_1108990543.unknown



_1108990609.unknown



_1108990658.unknown



_1108990689.unknown



_1108990648.unknown



_1108990599.unknown



_1108990524.unknown



_1108473824.unknown



_1108990497.unknown



_1108473694.unknown



_1108473548.unknown



_1108473586.unknown



_1108473436.unknown




_1123921507.doc
[image: image1.wmf]a


r


[image: image2.wmf]b


r


[image: image3.wmf]b


r


[image: image4.wmf]a


r


[image: image5.wmf]ab


+


r


r


[image: image6.wmf]ab


+


r


r




 A







 B







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 О1







 A1







 B1











_1108468306.unknown



_1108986497.unknown



_1108986589.unknown



_1108986590.unknown



_1108986591.unknown



_1108986531.unknown



_1108986478.unknown



_1108468124.unknown



_1108468215.unknown



_1108467951.unknown




_1122217226.unknown

_1122217256.unknown

_1122217476.unknown

_1122217486.unknown

_1122217413.unknown

_1122217249.unknown

_1122216687.unknown

_1122216887.unknown

_1109415254.doc


 A1







 B1







 C1







 II







 M







 C1







 I







 B2







 A2







 N












_1122216679.unknown

_1118048124.unknown

_1108989439.doc
[image: image1.wmf]a


r




 A







 B







 � EMBED Equation.DSMT4  ���











_1108467951.unknown



_1108989445.unknown




_1108990722.doc
[image: image1.wmf]()


ab


+-


r


r


[image: image2.wmf]a


r


[image: image3.wmf]b


r


[image: image4.wmf]b


-


r


[image: image5.wmf]ab


-


r


r




 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���







 � EMBED Equation.DSMT4  ���























_1108534338.unknown



_1108534868.unknown



_1108990748.unknown



_1108990785.unknown



_1108990804.unknown



_1108990756.unknown



_1108990725.unknown



_1108534759.unknown



_1108534258.unknown



_1108534304.unknown



_1108534005.unknown




_1107077951.unknown

_1107078240.unknown

_1107077406.unknown

_1107077949.unknown

_1107077338.unknown

_1107076056.unknown

_1107077105.unknown

_1107077146.unknown

_1107076132.unknown

_1107076992.unknown

_1107077002.unknown

_1107076271.unknown

_1107076122.unknown

_1107075974.unknown

_1107076055.unknown

_1107075962.unknown

_1107075106.unknown

_1107075891.unknown

_1107075939.unknown

_1107075890.unknown

_1107074927.unknown

_1107074941.unknown

_1107074892.unknown

_1107073878.unknown

_1107074684.unknown

_1107074725.unknown

_1107074855.unknown

_1107074703.unknown

_1107074303.unknown

_1107074439.unknown

_1107074187.unknown

_1107072662.unknown

_1107073299.unknown

_1107073319.unknown

_1107072824.unknown

_1107072650.unknown

_1107072651.unknown

_1107072493.unknown

_1107070838.unknown

_1107071476.unknown

_1107072067.unknown

_1107072082.unknown

_1107072151.unknown

_1107071594.unknown

_1107071655.unknown

_1107072022.unknown

_1107071529.unknown

_1107070988.unknown

_1107071199.unknown

_1107070880.unknown

_1107070686.unknown

_1107070735.unknown

_1107070837.unknown

_1107070703.unknown

_1107070543.unknown

_1107070655.unknown

_1107070490.unknown

_1107069914.unknown

_1107070221.unknown

_1107070346.unknown

_1107070366.unknown

_1107070232.unknown

_1107070036.unknown

_1107070121.unknown

_1107070220.unknown

_1107069997.unknown

_1107069815.unknown

_1107069867.unknown

_1107069894.unknown

_1107069833.unknown

_1107069832.unknown

_1107069803.unknown

_1107068598.unknown

_1107068883.unknown

_1107069561.unknown

_1107068980.unknown

_1107069365.unknown

_1107068691.unknown

_1107068709.unknown

_1107068640.unknown

_1107068385.unknown

_1107068486.unknown

_1107068523.unknown

_1107068415.unknown

_1107068293.unknown

_1107068369.unknown

_1107068248.unknown

_1107067700.unknown

_1107067720.unknown

_1107067442.unknown

_1107067527.unknown

_1107067569.unknown

_1107067631.unknown

_1107067545.unknown

_1107067490.unknown

_1107067506.unknown

_1107067479.unknown

_1106999256.unknown

_1106999405.unknown

_1107067425.unknown

_1106999288.unknown

_1106999404.unknown

_1106999157.unknown

_1106999215.unknown

_1106998950.unknown

_1106999023.unknown

_1106999032.unknown

_1106998971.unknown

_1106998913.unknown

_1106998055.unknown

_1106998313.unknown

_1106998716.unknown

_1106998838.unknown

_1106998839.unknown

_1106998739.unknown

_1106998746.unknown

_1106998535.unknown

_1106998562.unknown

_1106998347.unknown

_1106998247.unknown

_1106998258.unknown

_1106998297.unknown

_1106998215.unknown

_1106998066.unknown

_1106995930.unknown

_1106997677.unknown

_1106997761.unknown

_1106997997.unknown

_1106997695.unknown

_1106997586.unknown

_1106997650.unknown

_1106996252.unknown

_1106995691.unknown

_1106995810.unknown

_1106995867.unknown

_1106995738.unknown

_1106988649.unknown

_1106990620.unknown

_1106994102.unknown

_1106995573.unknown

_1106995408.unknown

_1106995429.unknown

_1106995354.unknown

_1106990935.unknown

_1106993577.unknown

_1106993598.unknown

_1106991410.unknown

_1106993316.unknown

_1106993411.unknown

_1106990936.unknown

_1106990796.unknown

_1106990835.unknown

_1106990934.unknown

_1106990921.unknown

_1106990797.unknown

_1106990658.unknown

_1106990667.unknown

_1106990795.unknown

_1106990627.unknown

_1106989524.unknown

_1106990461.unknown

_1106990552.unknown

_1106990587.unknown

_1106990599.unknown

_1106990569.unknown

_1106990495.unknown

_1106990543.unknown

_1106990481.unknown

_1106989887.unknown

_1106989921.unknown

_1106989969.unknown

_1106989911.unknown

_1106989598.unknown

_1106989835.unknown

_1106989580.unknown

_1106989045.unknown

_1106989218.unknown

_1106989442.unknown

_1106989450.unknown

_1106989309.unknown

_1106989094.unknown

_1106989062.unknown

_1106989081.unknown

_1106988748.unknown

_1106989044.unknown

_1106988664.unknown

_1106988690.unknown

_1106987163.unknown

_1106987499.unknown

_1106988037.unknown

_1106988416.unknown

_1106988209.unknown

_1106987792.unknown

_1106987802.unknown

_1106987506.unknown

_1106987272.unknown

_1106987367.unknown

_1106987388.unknown

_1106987357.unknown

_1106987165.unknown

_1106987178.unknown

_1106987164.unknown

_1106985928.unknown

_1106986424.unknown

_1106986942.unknown

_1106987075.unknown

_1106987162.unknown

_1106986854.unknown

_1106986066.unknown

_1106986188.unknown

_1106986256.unknown

_1106986306.unknown

_1106986153.unknown

_1106986105.unknown

_1106986106.unknown

_1106986089.unknown

_1106986007.unknown

_1106986033.unknown

_1106985994.unknown

_1106984973.unknown

_1106985690.unknown

_1106985778.unknown

_1106985927.unknown

_1106985777.unknown

_1106985535.unknown

_1106985658.unknown

_1106985001.unknown

_1106984716.unknown

_1106984898.unknown

_1106984951.unknown

_1106984893.unknown

_1106981762.unknown

_1106984702.unknown

_1106981754.unknown

