Лінійні простори

У векторній алгебрі було введено операції додавання векторів і множення вектора на дійсне число. Досліджено властивості цих операцій. Разом з тим, існують множини елементів іншої природи, в яких також визначено операції додавання елементів та множення елемента на дійсне число і для цих операцій справедливі ті ж властивості, що й для операцій над векторами. Тому виникає природна необхідність у загальному дослідженні множин елементів довільної природи, для яких певним чином введено операції додавання та множення на число. При цьому зовсім не важливо, яким саме способом введено ці операції. Важливо лише, щоб вони мали ті ж властивості, що і відповідні операції над геометричними векторами.

§1. Поняття лінійного простору

Означення 1. Множина 
[image: image1.wmf]L

 елементів (об’єктів) 
[image: image2.wmf], , 

xyz

K

 довільної природи називається лінійним (або афінним, або векторним) простором, якщо виконуються такі вимоги:

I. Існує правило, згідно з яким двом довільним елементам 
[image: image3.wmf]x

 і 
[image: image4.wmf]y

 множини 
[image: image5.wmf]L

 ставиться у відповідність елемент 
[image: image6.wmf]z

 цієї множини, який називається сумою елементів 
[image: image7.wmf]x

 і 
[image: image8.wmf]y

 і позначається 
[image: image9.wmf]zxy
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II. Існує правило, згідно з яким довільному елементу 
[image: image10.wmf]xL
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 і довільному дійсному числу 
[image: image11.wmf]l

 ставиться у відповідність елемент 
[image: image12.wmf]uL
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, який називається добутком елемента 
[image: image13.wmf]x

 на число 
[image: image14.wmf]l

 і позначається 
[image: image15.wmf]ux
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 або 
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=×l

.

III. Для довільних елементів 
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 і довільних дійсних чисел 
[image: image18.wmf],
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 наведені правила задовольняють таким восьми аксіомам:

1. 
[image: image19.wmf]xyyx
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 (комутативна властивість суми).

2. 
[image: image20.wmf](
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 (асоціативна властивість суми).

3. Існує такий елемент 
[image: image21.wmf]L
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, що 
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 для довільного елемента 
[image: image23.wmf]x

. Елемент 
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 називається нульовим елементом.

4. Для кожного елемента 
[image: image25.wmf]x

 існує такий елемент 
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, що 
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. Елемент 
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 називається протилежним до елемента 
[image: image29.wmf]x
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5. 
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 для довільного елемента 
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 (особлива роль числового множника 1).

6. 
[image: image32.wmf](
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 (асоціативна властивість множення).

7. 
[image: image33.wmf](
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 (дистрибутивна властивість відносно суми числових множників).

8. 
[image: image34.wmf](
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 (дистрибутивна властивість відносно суми елементів).

Підкреслимо, що при введені поняття лінійного простору ми абстрагуємось не лише від природи об’єктів, що вивчаються, а й від конкретного вигляду правил утворення суми елементів і добутку елемента на число; важливо лише, щоб ці правила задовольняли наведеним вище восьми аксіомам. 

Якщо природа досліджуваних об’єктів і вигляд правил утворення суми елементів і добутку елемента на число вказані, то ми будемо називати лінійний простір конкретним.

Наведемо приклади конкретних лінійних просторів.

Приклад 1. Нехай множина 
[image: image35.wmf]LR
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, тобто є множиною всіх дійсних чисел. Нехай 
[image: image36.wmf]xR
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, 
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, а 
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 і 
[image: image39.wmf]x
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 – звичайне додавання двох чисел і звичайне множення одного дійсного числа на інше. Тоді всі вісім аксіом виконуються. Отже, множина всіх дійсних чисел 
[image: image40.wmf]R

 є лінійним простором.

Приклад 2. Нехай 
[image: image41.wmf]0
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 – множина всіх невід’ємних чисел. Сумою двох елементів є звичайне додавання двох чисел. Добуток 
[image: image42.wmf]x
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 визначимо як звичайне множення числа 
[image: image43.wmf]x

 на число 
[image: image44.wmf]l

. Аксіоми 1, 2, 3 виконуються, а аксіома 4 – ні. Отже, множина всіх невід’ємних чисел не є лінійним простором.

Приклад 3. Нехай множина 
[image: image45.wmf]L

 є множиною всіх многочленів з дійсними коефіцієнтами степеня 
[image: image46.wmf]t

, не вищого за 
[image: image47.wmf]n

. Нехай операцією додавання двох елементів є звичайне алгебраїчне додавання, а операцією множення елемента на число – звичайне алгебраїчне множення. Тоді виконуються всі вісім аксіом і вказана множина 
[image: image48.wmf]L

 є лінійним простором. Будемо позначати цей лінійний простір 
[image: image49.wmf](
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Приклад 4. Нехай 
[image: image50.wmf]L

 – множина всіх вільних векторів тривимірного простору. Операції додавання векторів і множення вектора на число визначимо так, як це було зроблено у векторній алгебрі. Очевидно, що всі вісім аксіом виконуються. Отже, множина всіх вільних векторів тривимірного простору з визначеними операціями додавання векторів і множення вектора на дійсне число є лінійним простором, який позначимо 
[image: image51.wmf]3
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Аналогічні множини векторів на площині та прямій також є лінійними просторами, які будемо позначати відповідно 
[image: image52.wmf]2
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 та 
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Приклад 5. Нехай 
[image: image54.wmf]L

 – множина всіх можливих упорядкованих наборів з 
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 чисел (множина рядків довжиною 
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): 
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, де 
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 – дійсні числа. Сумою двох елементів 
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 і 
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 назвемо елемент 
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, а добутком елемента 
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 на число 
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 – елемент 
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. За нульовий елемент приймемо елемент 
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Легко перевірити, що всі вісім аксіом виконуються. Отже, множина всіх можливих упорядкованих наборів з 
[image: image66.wmf]n

 чисел з вказаними операціями додавання та множення на число є лінійним простором, який будемо позначати 
[image: image67.wmf]n
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Елементи довільного лінійного простору прийнято називати векторами, зберігаючи для останніх позначення геометричних векторів. Та обставина, що термін вектор раніше використовувався у більш вузькому розумінні, не викликає ніяких непорозумінь, а навпаки, геометричне уявлення дозволяє осмислити і передбачити ряд результатів, які справедливі для лінійних просторів довільної природи.

Нижче елементи лінійного простору 
[image: image68.wmf]L

 будемо позначати 
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. Для нульового елемента 
[image: image70.wmf]q

 введемо позначення 
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§2. Деякі властивості довільних лінійних просторів

З аксіом 1 – 8 можна отримати ряд наслідків.

Теорема 1. У довільному лінійному просторі існує єдиний нульовий елемент.

Доведення. Існування хоча б одного нульового елемента стверджується аксіомою 3. Припустимо, що існують два нульових елементи 
[image: image72.wmf]1

0

r

 і 
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. Приймемо спочатку в аксіомі 3, що 
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. В результаті отримуємо рівність 
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Тепер навпаки, приймемо, що 
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Ліві частини цих рівностей за аксіомою 1 рівні. Тому за властивістю транзитивності знака “=” рівні також і праві частини цих рівностей, тобто 
[image: image80.wmf]12
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. Єдиність нульового елемента доведено.

Теорема 2. Для кожного елемента 
[image: image81.wmf]xL

Î

r

 існує єдиний протилежний елемент.
Доведення. Існування для кожного елемента 
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 хоча б одного протилежного елемента 
[image: image83.wmf]y
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 стверджується аксіомою 4. Припустимо, що для деякого елемента 
[image: image84.wmf]xL
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 існують два протилежних елементи 
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Звідси,
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Отже, 
[image: image91.wmf]12

yy

=

rr

. Відмітимо, що в доведенні ми використовували аксіоми 1 – 3.

Теорема 3. У будь-якому лінійному просторі 
[image: image92.wmf]L

 нульовий елемент 
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 дорівнює добутку довільного елемента 
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 цього простору на дійсне число 0. 

Доведення. Нехай 
[image: image95.wmf]xL
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. Тоді 
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Додавши до лівої і правої частин останньої рівності елемент 
[image: image97.wmf]y
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, протилежний до елемента 
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Теорема 4. Для довільного дійсного числа 
[image: image100.wmf]a

 і елемента 
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 добуток 
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Доведення. 
[image: image103.wmf](
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. Додавши до лівої і правої частин цієї рівності елемент 
[image: image104.wmf]y

r

, протилежний до елемента 
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Теорема 5. Якщо добуток 
[image: image107.wmf]0
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Доведення. Нехай 
[image: image110.wmf]0
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Справедливість теореми 5 у випадку 
[image: image112.wmf]0
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 випливає з теореми 3.

Теорема 6. Для кожного 
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 елемент 
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Доведення. Дійсно, 
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Отже, елемент 
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Означення 1. Суму векторів 
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 і  (
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) будемо позначати 
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 і називати різницею векторів 
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Добуток дійсного числа 
[image: image124.wmf]l

 і вектора 
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 будемо позначати далі 
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, опускаючи знак “
[image: image127.wmf]×
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§3. Розмірність і базис лінійного простору

3.1. Важливу роль у подальшому відіграватимуть поняття лінійної залежності і незалежності векторів. 

Означення 1. Система векторів 
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лінійного простору 
[image: image129.wmf]L

 називається лінійно залежною, якщо існують такі дійсні числа 
[image: image130.wmf]12
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, з яких хоча б одне відмінне від нуля, що 
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Вектори, які не є лінійно залежними, називаються лінійно незалежними. Іншими словами, вектори 
[image: image132.wmf]12
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 лінійного простору 
[image: image133.wmf]L

 називаються лінійно незалежними, якщо рівність (2) можлива лише при 
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Поняття лінійної комбінації системи векторів, наведене в §4 глави V для систем геометричних векторів, дослівно переноситься і на випадок довільного лінійного простору 
[image: image135.wmf]L
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Означення 2. Вектор 
[image: image136.wmf]y
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 називається лінійною комбінацією системи векторів (1), якщо виконується рівність
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де 
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 – дійсні числа. Ще кажуть, що вектор 
[image: image139.wmf]y
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 лінійно виражається через вектори (1).

Теорема 1. Для того щоб система векторів (1) була лінійно залежною, необхідно і достатньо, щоб один з векторів цієї системи був лінійною комбінацією інших.

Доведення. Необхідність. Нехай система (1) лінійно залежна, тобто виконується рівність (2), в якій хоча б одне з чисел 
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 відмінне від нуля. Нехай для визначеності 
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, приходимо до рівності вигляду (3)
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Це означає, що вектор 
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 є лінійною комбінацією векторів 
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Достатність. Нехай один з векторів системи (1) є лінійною комбінацією решти векторів. Не втрачаючи загальності, припустимо, що це вектор 
[image: image148.wmf]1
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Тоді справедлива рівність (4), яку можна записати у вигляді
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Оскільки принаймні одне з чисел 
[image: image150.wmf]2
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 відмінне від нуля, то рівність (5) встановлює лінійну залежність системи векторів (1). Теорему доведено.

Теорема 2. Якщо система векторів (1) містить нульовий вектор, то вона лінійно залежна.

Доведення. Нехай, наприклад, 
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. Тоді рівність (2) виконується, якщо покласти 
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Теорема 3. Якщо частина векторів системи (1) лінійно залежна, то і всі вектори цієї системи лінійно залежні.

Доведення. Нехай вектори 
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 системи векторів (1) лінійно залежні. Тоді справедлива рівність 
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, в якій не всі числа 
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 рівні нулю. Але тоді з тими ж числами 
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 буде виконуватися рівність (2).

Теорема 4. Кожна підсистема лінійно незалежної системи векторів є лінійно незалежною.

Доведення теореми проводиться від супротивного із застосуванням теореми 3.

3.2. Перейдемо до поняття розмірності лінійного простору
[image: image158.wmf]L

.

Означення 3. Лінійний простір 
[image: image159.wmf]L

 називається 
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-вимірним, якщо в ньому існує 
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 лінійно незалежних векторів, а будь-яка система з 
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 векторів є лінійно залежною. Очевидно, що за теоремою 3 лінійно залежною буде і будь-яка система, що містить більше ніж 
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 векторів. Число 
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 називається розмірністю лінійного простору. Отже, розмірність лінійного простору 
[image: image165.wmf]L

 – це максимальна кількість лінійно незалежних векторів цього простору. Розмірність простору 
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 позначається через 
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Простори, що мають скінченну розмірність, називаються скінченновимірними. Простори, в яких можна знайти як завгодно багато лінійно незалежних векторів, називаються нескінченновимірними. Прикладом нескінченновимірного простору є множина всіх можливих многочленів від 
[image: image169.wmf]t

 з дійсними коефіцієнтами або множина всіх функцій від 
[image: image170.wmf]t

, неперервних на даному відрізку 
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 чи на всій числовій осі.

Нескінченновимірні простори вивчаються в курсі функціонального аналізу. У даній книзі ми будемо розглядати лише простори скінченної розмірності.

Означення 4. Сукупність 
[image: image172.wmf]n

 лінійно незалежних векторів 
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- вимірного лінійного простору 
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 називається його базисом.

Теорема 5. Кожен вектор 
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 лінійного 
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- вимірного простору 
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 можна подати єдиним способом у вигляді лінійної комбінації векторів базису.

Доведення. Нехай 
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 – довільний базис 
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-вимірного простору 
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 векторів 
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 лінійно залежні, то існують числа 
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При цьому 
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 було б відмінне від нуля і, значить, вектори 
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 були б лінійно залежними, що суперечить умові. Рівність (6) запишемо у вигляді
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де 
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Означення 5. Рівність (7) називається розкладом вектора 
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 у базисі 
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Доведемо тепер єдиність розкладу вектора у базисі. Нехай поряд з рівністю (7) має місце рівність
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Порівнявши рівності (7) і (8), отримуємо
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З лінійної незалежності векторів 
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 випливає, що рівність (9) може виконуватись лише за умов
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Теорему доведено.

Відмітимо, що аналогічну теорему було доведено нами раніше для векторів площини і простору з використанням  геометричних міркувань. У даному випадку наведено чисто алгебраїчне доведення.

Означення 6. Числа 
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 з (7) називаються координатами вектора 
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[image: image205.wmf](

)

12

12

, ,,

; ;;

n

n

eee

xxxx

rrr

K

r

K

.

У випадку використання одного і того ж базису будемо писати просто 
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Аналогічно доведенню теореми 1 §4 глави V доводиться наступна теорема. 

Теорема 6. Нехай у базисі 
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 – дійсні числа, має у цьому базисі координати  
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Зауваження 1. У нульового вектора всі координати рівні нулю. Це випливає з рівності
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Дійсно, з лінійної незалежності векторів 
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Теорема 7. Якщо 
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 – лінійно незалежні вектори простору 
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Доведення. Розглянемо у просторі 
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 довільну систему 
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. За умовою кожен з цих векторів розкладається за векторами 
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Складемо рівність
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і перетворимо її з врахуванням співвідношень (11):
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Оскільки за умовою теореми вектори 
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 – лінійно незалежні, то рівність (13) можлива лише тоді, коли
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У системі лінійних однорідних рівнянь (14) число рівнянь 
[image: image232.wmf]n

 менше числа невідомих 
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. Згідно з методом Гаусса (див. Зауваження 1 §3 гл. III) ця система має ненульові розв’язки. Це означає, що рівність (12) можлива у випадку, коли не всі 
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Отже, ми показали, що простір 
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 має розмірність 
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 утворюють базис у цьому просторі (див. означення 4).

Теорему доведено.

Теорема 8. У лінійному скінченновимірному просторі кожну множину лінійно незалежних  векторів можна включити до деякого базису.

Доведення. Нехай вектори 
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 простору 
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 лінійно незалежні. Якщо будь-який інший вектор простору 
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, то за теоремою 7 вже маємо базис. Якщо знайдеться вектор 
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 лінійно незалежні. Дійсно, у противному разі мала б місце рівність 
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і вектор 
[image: image249.wmf]1

k

e

+

r

 розкладався б за векторами 
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 згідно з умовою лінійної незалежності векторів 
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Приєднаємо вектор 
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. Якщо всі вектори простору 
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 розкладаються за векторами 
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Якщо ж знайдеться вектор 
[image: image257.wmf]2

k

e

+

r

, який не розкладається за векторами 
[image: image258.wmf]121

, ,,

k

eee

+

rrr

K

, приєднаємо його до них. Нова система векторів 
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Цей процес не може продовжуватися до нескінченності, оскільки простір 
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 за умовою є скінченновимірним і тому в ньому не може бути нескінченної множини 
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 лінійно незалежних векторів. Отже, за скінченну кількість кроків ми отримаємо таку лінійно незалежну систему векторів 
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, за якими можна розкласти всі інші вектори простору 
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Згідно з теоремою 7 це і буде базис простору 
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Наведемо приклади базисів і розмірностей конкретних лінійних просторів.

Приклад 1. 
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 – лінійний простір вільних векторів, паралельних деякій прямій. Довільний ненульовий вектор 
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Отже, розмірність простору 
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Приклад 2. 
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 – лінійний простір вільних компланарних векторів. Довільна пара неколінеарних векторів цього простору утворює базис; 
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Приклад 3. 
[image: image275.wmf]3
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 – лінійний простір вільних векторів тривимірного простору. Довільна трійка некомпланарних векторів утворює базис; 
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Приклад 4. 
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 – лінійний простір усіх можливих упорядкованих рядків 
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лінійно незалежні, оскільки з рівності
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випливає, що 
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З іншого боку, кожен рядок 
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Отже, вектори 
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Приклад 5 (див. приклад 3 §1). Простір 
[image: image288.wmf]()

n

Pt

 многочленів з дійсними коефіцієнтами степеня 
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між собою лінійно незалежні, оскільки рівність

	
[image: image293.wmf]121

0

n

n

tt

+

l+l++l=

K




для всіх 
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 виконується лише за умови 
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З іншого боку, довільний многочлен 
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є лінійною комбінацією многочленів (15). Тому многочлени (15) утворюють базис і 
[image: image297.wmf](
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§4. Поняття ізоморфізму лінійних просторів

Розглянемо множину лінійних просторів однієї і тієї ж розмірності. Оскільки природа векторів цих просторів нас не цікавить, а цікавлять визначені вище операції додавання і множення на число та їх властивості, то виникає природне питання, чим, власне, відрізняються ці простори. У зв’язку з цим дамо таке означення.

Означення 1. Два лінійних простори 
[image: image298.wmf]L

 і 
[image: image299.wmf]L
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 називаються ізоморфними, якщо між їхніми векторами можна встановити взаємно однозначну відповідність наступним чином: якщо 
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 відповідає 
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 – довільне дійсне число.

Той факт, що кожному вектору 
[image: image309.wmf]xL

Î

r

 ставиться у відповідність певний вектор 
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, можна розуміти як введення деякої функції
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“аргументом” якої є вектор 
[image: image312.wmf]xL
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, а “значенням” – вектор 
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, причому взаємно однозначна відповідність між 
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 і 
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 означає, що довільним різним аргументам функції (1) відповідають різні значення, тобто якщо 
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. Звідси випливає, що і різним значенням функції відповідають різні значення аргумента, а рівним значенням функції – рівні значення аргумента.

У термінах функції (1) обидві властивості ізоморфізму лінійних просторів з означення 1 можна подати так: для довільних векторів 
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 і довільного дійсного числа 
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Теорема 1. Для того щоб два лінійних простори були ізоморфними, необхідно і достатньо, щоб вони мали однакову розмірність.

Доведення. Достатність. Покажемо, що два лінійних простори, які мають однакову розмірність, ізоморфні. Дійсно, нехай дано два 
[image: image322.wmf]n

-вимірних лінійних простори 
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 і 
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. Виберемо в кожному з них базиси: 
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Вектору 
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 поставимо у відповідність вектор 
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, який має ті ж самі координати в базисі 
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Оскільки при додаванні векторів відповідні координати цих векторів додаються, а при множенні на число – множаться на те ж число, будемо мати: 

	якщо 
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і для довільного числа 
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Отже, простори 
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 і 
[image: image339.wmf]L
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 – ізоморфні.

Необхідність. Покажемо тепер, що два ізоморфних лінійних простори мають однакову розмірність.

Спочатку доведемо, що при ізоморфній відповідності між двома просторами нульовому вектору одного простору відповідає нульовий вектор другого простору.

Дійсно,
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Використовуючи (3), покажемо, що лінійно незалежній системі векторів простору 
[image: image341.wmf]L

 відповідає лінійно незалежна система векторів простору
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Нехай є 
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 лінійно незалежних векторів 
[image: image344.wmf]12

, ,,

n

xxx

K

 простору
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. Розглянемо лінійну комбінацію 
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 і прирівняємо її до нуля. Тоді за властивостями (2) отримуємо
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Оскільки вектори 
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 лінійно незалежні, то рівність (5) справедлива лише за умови: 
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. Тоді з рівності (4) випливає, що вектори 
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 – лінійно незалежні в просторі 
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Тепер легко довести, що базис простору 
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 переходить в базис простору 
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. Дійсно, нехай 
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– довільний базис простору 
[image: image357.wmf]L

 і нехай 

	
[image: image358.wmf]1122

(), (),, ()

nn

feefeefee

¢¢¢

===

rrrrrr

K

.
	(7)


Система векторів (7) є лінійно незалежною (за доведеним вище).

Візьмемо у просторі 
[image: image359.wmf]L
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 довільний вектор 
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Отже, довільний вектор 
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 є лінійною комбінацією лінійно незалежних векторів (7). Тому система векторів (7) є базисом у просторі 
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. Оскільки базиси просторів 
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 і 
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 мають однакову кількість векторів, то розмірності цих просторів однакові. Теорему доведено.

Значення цієї теореми важко переоцінити. Саме вона дозволяє стверджувати, що з точки зору всіх наслідків з аксіом довільні два лінійних простори однакової розмірності не відрізняються один від одного. Отже, можна було б розглянути який-небудь один 
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- вимірний лінійний простір і дослідити на ньому загальні закономірності всіх скінченновимірних просторів, що випливають з аксіом §1. Таким простором може бути простір впорядкованих рядків 
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 довжиною 
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 (див. приклад 5 §1 та приклад 4 §3). Цей простір називають 
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- вимірним арифметичним простором і позначають 
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, підкреслюючи цим його зв’язок з просторами 
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На перший погляд може здатися, що у загальному дослідженні 
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-вимірних лінійних просторів немає ніякої необхідності і (з точки зору наслідків з аксіом) можна з успіхом вивчати, наприклад, лише простір 
[image: image379.wmf]n
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. Проте проведення загальних досліджень дає можливість виявити ряд важливих властивостей лінійних просторів, які не залежать від базисних систем або, ще кажуть, є інваріантними при ізоморфізмах. Це означає, що вивчаючи, наприклад, лише простір 
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, ми були б весь час прив’язаними до конкретного базису, а в цьому випадку не завжди легко побачити інваріантність тих чи інших висновків. До того ж, необхідно слідкувати за тим, щоб до загальних властивостей лінійних просторів не віднести конкретні властивості простору 
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. Не завжди це зробити досить легко.

Оскільки ми розглядаємо лише скінченновимірні лінійні простори, то довільний 
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- вимірний лінійний простір будемо позначати 
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§5. Перетворення координат векторів у 
[image: image384.wmf]n

- вимірному 
лінійному просторі

Питання про перетворення координат векторів простору 
[image: image385.wmf]n
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 розглядається за тією ж схемою, що і питання про перетворення координат векторів простору 
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. Тому ми рекомендуємо уважно прочитати все, що викладено в §4 глави VI і переконатися, що наведені там формули і доведення легко узагальнюються на випадок, коли замість трьох координат вектора розглядати 
[image: image387.wmf]n

 координат.

У зв’язку з цим виведення формул перетворення координат вектора для випадку простору 
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 ми опускаємо.

Нехай у просторі 
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 задано базис 
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, який будемо називати старим. Розглянемо поряд з ним новий базис 
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Нехай у базисі 
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 вектор 
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 має координати (старі) 
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. Положення нового базису 
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 відносно старого базису 
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Означення 1. Матрицю 

	
[image: image400.wmf].
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називають матрицею переходу від старого базису до нового.

Відмітимо, що в 1-у стовпці матриці (2) стоять координати вектора 
[image: image401.wmf]1
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, в другому – координати вектора 
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, в 
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-му стовпці – координати вектора 
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 відносно старого базису.

Покажемо, що матриця 
[image: image405.wmf]T

 – невироджена, тобто 
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. Оскільки вектори 
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 є лінійно незалежними, то векторна рівність
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виконується лише за умови 
[image: image409.wmf]12
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Запишемо рівність (3) у координатній формі 
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Набір 
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 чисел 
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 є єдиним (нульовим) розв’язком системи (4). Це можливо тоді і тільки тоді, коли визначник системи (4) не дорівнює нулю, тобто 
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 (див. §8 гл. ІІ).

Розглянемо матриці – стовпці 

	
[image: image414.wmf]  і  
[image: image415.wmf].


Тоді перехід від старих координат вектора 
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 до нових здійснюється за формулою
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або в координатній формі
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Перехід від нових координат вектора 
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 до старих здійснюється за допомогою оберненої матриці 
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§6. Підпростори лінійного простору

6.1. Означення 1. Непорожня підмножина 
[image: image422.wmf]M

 лінійного простору 
[image: image423.wmf]L

 називається лінійним підпростором простору 
[image: image424.wmf]L

, якщо виконуються наступні дві умови для операцій додавання і множення на число в просторі 
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2. Якщо 
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 – довільне дійсне число, то 
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Теорема 1. Підпростір 
[image: image431.wmf]M

 сам є лінійним простором.

Доведення. Достатньо переконатися у справедливості для підпростору 
[image: image432.wmf]M

 аксіом з означення лінійного простору. Очевидно, що всі аксіоми, крім аксіом 3 і 4, перевірки не потребують, оскільки вони справедливі для всіх елементів з 
[image: image433.wmf]L

. Залишається лише перевірити виконання аксіом 3 і 4. Нехай 
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 – довільний елемент з 
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 і 
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 – довільне дійсне число. Тоді за умовою 2 
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. Цей елемент при 
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 перетворюється в нульовий елемент простору 
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, а при 
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 – в протилежний елемент до елемента 
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. Отже, для підпростору 
[image: image442.wmf]M

 виконуються всі 8 аксіом, що й доводить теорему 1.

Для кожного підпростору довільного лінійного простору залишаються справедливими всі поняття і теореми, наприклад, поняття базису, розмірності тощо, які розглядалися раніше для всього простору.

Теорема 2. Розмірність довільного підпростору лінійного простору 
[image: image443.wmf]n
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 не більша, ніж розмірність простору.

Доведення. Оскільки лінійно незалежні вектори підпростору є лінійно незалежними і в усьому просторі, то максимальна кількість лінійно незалежних векторів підпростору (розмірність підпростору) не перевищує максимальної кількості лінійно незалежних векторів всього простору (розмірності простору), що і доводить теорему 2.

Приклад 1. Для множини 
[image: image444.wmf]M

, що містить лише нульовий вектор, умови 1 і 2 виконуються. Отже, ця множина є лінійним підпростором простору 
[image: image445.wmf]n
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. Цей підпростір називається нульовим. Сам простір 
[image: image446.wmf]n

L

 може розглядатись як підпростір самого себе.

Нульовий підпростір і весь простір 
[image: image447.wmf]n

L

 інколи називають тривіальними підпросторами; решту підпросторів – нетривіальними або власними.

У нульовому підпросторі, який ми будемо позначати через 
[image: image448.wmf]0
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, немає лінійно незалежних систем векторів. Базис цього і тільки цього підпростору – пуста множина. Вважають, що розмірність нульового підпростору дорівнює нулю. 

Приклад 2. У звичайному тривимірному просторі, який розглядається як множина всіх напрямлених відрізків, що виходять з початку координат, підпросторами будуть всі площини і всі прямі, які проходять через початок координат.

Приклад 3. В арифметичному просторі 
[image: image449.wmf]n
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 множина векторів вигляду 
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 є лінійним підпростором.

6.2. Найпростіший спосіб побудови лінійних підпросторів полягає в наступному. Візьмемо у заданому лінійному просторі 
[image: image452.wmf]n
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 довільні вектори 
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і утворимо з них всі можливі лінійні комбінації
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де 
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 – довільні дійсні числа.
Означення 2. Множину лінійних комбінацій (2) назвемо лінійною оболонкою векторів 
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 і позначимо 
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Теорема 3. Множина 
[image: image459.wmf](
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 є лінійним підпростором в 
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Доведення. Нехай 
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де 
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тобто 
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. У множині 
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 міститься також вектор 
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. Теорему доведено. 

Означення 3. Підпростір 
[image: image472.wmf](
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 називається підпростором, що породжується системою векторів (1) або підпростором, натягнутим на вектори системи (1).

Якщо система векторів (1) лінійно незалежна, то вона є базисом підпростору 
[image: image473.wmf](
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 і цей підпростір має розмірність 
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. Звідси випливає, що для кожного цілого числа 
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)

0

kkn

<<

 в 
[image: image476.wmf]n

- вимірному просторі 
[image: image477.wmf]n

L

 існує підпростір розмірності 
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. Таким підпростором є лінійна оболонка довільних 
[image: image479.wmf]k

 лінійно незалежних векторів простору 
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Відмітимо також, що кожен підпростір скінченновимірного простору є лінійною оболонкою скінченної системи векторів: нульовий підпростір є лінійною оболонкою нульового вектора 
[image: image481.wmf]0
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, а ненульовий підпростір – лінійною оболонкою будь-якого свого базису.

Повернемося до прикладу 2. Розмірність простору 
[image: image482.wmf]3
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 дорівнює трьом, тому власні підпростори можуть мати розмірність 1 або 2. Підпростір розмірності 1 породжується яким-небудь одним ненульовим вектором 
[image: image483.wmf]a
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, тобто є сукупністю векторів 
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, де 
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 – довільне дійсне число. Але всі вектори 
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 лежать на прямій, що містить вектор 
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. Отже, одновимірними підпросторами простору 
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 є прямі, які проходять через початок координат.

Двовимірний підпростір породжується двома якими-небудь лінійно незалежними векторами 
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. Тоді всі вектори лінійної оболонки векторів 
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 будуть лежати у площині цих векторів. З іншого боку, довільний вектор, що лежить у цій площині, є лінійною комбінацією векторів 
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. Отже, підпростір, натягнутий на вектори 
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, є сукупністю векторів, які лежать у площині цих векторів. Тому двовимірними підпросторами простору 
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 є площини, які проходять через початок координат. 

Простори розмірності більше трьох не мають такого наочного геометричного тлумачення. Проте геометричну термінологію застосовують і для них, називаючи одновимірні підпростори прямими, двовимірні – площинами, 
[image: image498.wmf]k

- вимірні (при 
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) – відповідно 
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- вимірними площинами. Лінійні підпростори, розмірності яких на 1 менші за розмірність просторів, носять спеціальну назву гіперплощин.

§7. Переріз і сума підпросторів

7.1. Над підпросторами лінійного простору 
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 можна виконувати певні операції. Найважливішими з них є переріз та додавання підпросторів. Введемо ці операції. Нехай задано два підпростори 
[image: image502.wmf]1
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Означення 1. Сумою 
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 лінійних підпросторів 
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 і 
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 називається множина всіх векторів вигляду 
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Означення 2. Перерізом 
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 лінійних підпросторів 
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 і 
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 називається множина всіх векторів, які одночасно належать як до 
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, так і до 
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Теорема 1. Переріз 
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 лінійних підпросторів простору 
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 є лінійним підпростором. 

Доведення. Нульовий вектор 
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 міститься в кожному з підпросторів 
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, а тому він міститься і в їх перерізі. Якщо вектори 
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. У кожному з цих підпросторів міститься також і вектор 
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 – довільне дійсне число. Отже, 
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 містяться в перерізі 
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. Тому 
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 є лінійним підпростором простору 
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Теорема 2. Сума 
[image: image532.wmf]12

LL

+

 лінійних підпросторів простору 
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 є лінійним підпростором.

Доведення. Якщо 
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 – довільні вектори з 
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, то це означає, що їх можна зобразити у вигляді  
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Тому 
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. Крім того, для довільного дійсного числа 
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 – лінійний підпростір простору 
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. Теорему доведено.

Відмітимо, що кожен з підпросторів 
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 і 
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 міститься у підпросторі 
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, оскільки довільні вектори 
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Операції додавання і перерізу двох підпросторів легко узагальнюються на скінченну кількість підпросторів.

Теорема 3. Розмірність суми двох лінійних підпросторів простору 
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 дорівнює сумі розмірностей цих підпросторів мінус розмірність їх перерізу, тобто
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Доведення. Нехай 
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. Візьмемо у підпросторі 
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і доповнимо його до базису
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у підпросторі 
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 та до базису
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у підпросторі 
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Такі доповнення за теоремою 8 §3 завжди можна зробити, оскільки система векторів (2) лінійно незалежна і міститься як в 
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, так і в 
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Розглянемо систему векторів
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Покажемо, що ця система є базисом підпростору 
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Нехай 
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 – довільний вектор підпростору 
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. Вектор 
[image: image586.wmf]x

r

 лінійно виражається через систему векторів (3), а вектор 
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 – через систему векторів (4). Тому вектори 
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, а значить і вектор 
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 лінійно виражаються через систему (5).

Доведемо тепер, що система векторів (5) лінійно незалежна.

Припустимо, що деяка лінійна комбінація векторів системи (5) є нульовим елементом, тобто виконується рівність
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або 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image593.wmf]22
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Позначимо
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З (8) випливає, що 
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Порівнюючи (8) і (9), одержуємо 
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Система векторів (4) лінійно незалежна, тому рівність (10) виконується лише за умови
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Підставляючи в рівність (7) значення 
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З лінійної незалежності системи векторів (3) випливає, що 
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Отже, доведено, що в рівності (6) всі коефіцієнти дорівнюють нулю. Це означає лінійну незалежність системи (5). Тому система (5) є базисом підпростору 
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 підпростору 
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 дорівнює кількості векторів базису (5), тобто
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Формулу (1) доведено.

Приклад 1. Доведена теорема 3 є підтвердженням нашої інтуїції щодо питання про розміщення підпросторів у багатовимірних просторах. Так, у чотиривимірному просторі 
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 дві двовимірні площини 
[image: image611.wmf]P

 і 
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 (тобто площини, що проходять через початок координат) можуть мати три можливості взаємного розташування. Можливо, що їх сума дає весь простір 
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. Тоді 
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, тобто площини перетинаються в одній точці. Можливо, що 
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, тобто дві площини лежать у тривимірному просторі і не співпадають. У цьому випадку 
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, тобто площини перетинаються по прямій. І нарешті, якщо 
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, то 
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 співпадає з 
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 і 
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 і з їх перерізом, тобто це той випадок, коли 
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 і 
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 співпадають.

Теорема 3 легко узагальнюється на випадок, коли кількість підпросторів більша двох, але скінченна.

Нехай 
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. Тоді 
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7.2. Розглянемо частинний випадок формули (1), коли переріз 
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 містить лише нульовий вектор.

У зв’язку з цим введемо таке означення.

Означення 3. Сума підпросторів 
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 і 
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 називається прямою, якщо переріз цих підпросторів містить лише нульовий вектор.

Пряму суму підпросторів позначають символом 
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Згідно з формулою (1) маємо
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Теорема 4. Якщо сума підпросторів 
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 і 
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 – пряма, то для кожного вектора 
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 існує єдине зображення у вигляді
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Доведення. Кожен вектор 
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 за означенням можна подати у вигляді суми (14). Припустимо, що який-небудь з цих векторів розкладається на таку суму двома способами: 
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З рівності (15) і того, що 
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, випливає, що кожен з векторів 
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 належить підпростору 
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, а тому
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Теорему доведено.

Означення 4. Якщо весь простір 
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 і сума 
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 – пряма, то говорять, що 
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 розкладається на пряму суму підпросторів 
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 і 
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 і позначають 
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З теореми 3 безпосередньо випливає, що за умови (16) об’єднання базисів підпросторів 
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 і 
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 буде базисом в 
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Поняття прямої суми поширюється на довільну скінченну кількість підпросторів.

Розклад простору 
[image: image653.wmf]n
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 на пряму суму підпросторів корисний при вивченні лінійних просторів великої розмірності, оскільки в цих просторах, як правило, доводиться вивчати не всі компоненти в розкладі за базисом, а лише їх невелику частину. Використання прямої суми дозволяє уникнути як громіздких розкладів, так і досліджень непотрібних деталей.

Приклад 2. Нехай задано простір 
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. Тривимірний простір буде прямою сумою будь-якої площини 
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, яка проходить через початок координат, і довільної прямої 
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, що не лежить в цій площині і проходить через початок координат (рис. 1). Дійсно, кожен вектор 
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 можна зобразити у вигляді суми вектора, колінеарного до 
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, і 
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Рис. 1
	вектора, компланарного площині 
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, тобто 
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, причому 
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Простір 
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 розкладається також на суму будь-яких двох своїх площин 
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, які не співпадають і проходять через початок координат. Однак, ця сума не пряма, оскільки 
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