Глава III

Метод Гаусса

§1. Системи лінійних рівнянь. Основні поняття

У главі II вивчались системи 
[image: image1.wmf]n

 алгебраїчних рівнянь першого степеня з 
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 невідомими. Алгебраїчні рівняння першого степеня називаються лінійними. На відміну від попереднього, тепер не будемо припускати, що число рівнянь співпадає з числом невідомих. У загальному випадку системою 
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 лінійних рівнянь з 
[image: image4.wmf]n

 невідомими називається система вигляду
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Тут через 
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 позначено невідомі, які потрібно знайти розв’язавши систему. Задані числа 
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 називаються коефіцієнтами системи, а задані числа 
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 – вільними членами; 
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 може дорівнювати, бути меншим або більшим за 
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Означення 1. Система (1) називається однорідною, якщо всі її вільні члени 
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 дорівнюють нулю. Якщо хоча б один з вільних членів 
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 не дорівнює нулю, то система (1) називається неоднорідною.

Означення 2. Сукупність 
[image: image15.wmf]n

 чисел 
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 називається розв’язком системи (1), якщо при підстановці 
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 кожне з рівнянь системи (1) перетворюється в тотожність.

Означення 3. Система рівнянь (1) називається сумісною, якщо вона має хоча б один розв’язок, і несумісною, якщо жодного розв’язку цієї системи не існує.

Відмітимо, що однорідна система лінійних рівнянь завжди сумісна, оскільки має нульовий розв’язок 
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Приклад 1. Розглянемо систему
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Ця система трьох рівнянь з чотирма невідомими не має жодного розв’язку, тобто є несумісною. Якби розв’язок цієї системи існував, то при його підстановці в дану систему ліві частини обох рівнянь дорівнювали б одна одній. З іншого боку, 
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Приклад 2. Система 
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 є сумісною. Неважко переконатися, що вона має єдиний розв’язок 
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Приклад 3.
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Пара чисел 1; 0 є одним з розв’язків даної системи трьох рівнянь з двома невідомими. Ця система має нескінченну кількість розв’язків. Значення 
[image: image24.wmf]12

,  1

xx

=a=-a

 для будь-якого 
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 задовольняють даній системі.

Означення 4. Сумісна система (1) називається визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок і невизначеною, якщо існує хоча б два різних розв’язки цієї системи.

У прикладі 2 ми мали визначену систему лінійних рівнянь, а в прикладі 3 – невизначену систему лінійних рівнянь.

Дослідити систему лінійних рівнянь (1) означає встановити, чи є вона сумісною. Якщо система (1) сумісна, визначити скільки вона має розв’язків – один чи декілька і знайти всі ці розв’язки.

Серед численних методів розв’язування систем лінійних рівнянь одним з найбільш зручних, як для теоретичних висновків, так і для практичних цілей, є метод послідовного виключення невідомих або метод Гаусса.

§2. Елементарні перетворення системи лінійних рівнянь

Нехай задано систему лінійних рівнянь 
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З коефіцієнтів цієї системи утворимо матрицю
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	(2)


і матрицю 
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	(3)


Матриця 
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 називається матрицею системи (1), а матриця 
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, яка отримується доповненням матриці 
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 стовпцем вільних членів – розширеною матрицею системи (1).

Означення 1. Під елементарними перетвореннями системи лінійних рівнянь будемо розуміти такі операції:

1. Множення довільного рівняння системи на число, відмінне від нуля.

2. Додавання до одного рівняння системи іншого рівняння, помноженого на довільне число.

3. Перестановку двох рівнянь системи.

4. Викреслення з системи рівнянь рівняння вигляду 
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Виконуючи елементарні перетворення системи лінійних рівнянь, ми отримуємо нову систему лінійних рівнянь. Кожному елементарному перетворенню системи відповідає аналогічне перетворення рядків розширеної матриці цієї системи і навпаки, кожному елементарному перетворенню рядків розширеної матриці системи відповідає певне елементарне перетворення системи. Отже, елементарні перетворення системи зводяться до відповідних перетворень над рядками її розширеної матриці.

Метод Гаусса полягає в тому, що за допомогою елементарних перетворень система (1) зводиться до спеціального вигляду, з якого всі розв’язки знаходяться безпосередньо.

Означення 2. Дві системи лінійних рівнянь з одними й тими ж невідомими називаються рівносильними, якщо кожний розв’язок однієї з них є розв’язком другої і навпаки (або, якщо обидві системи несумісні).

Зауважимо, що число рівнянь в рівносильних системах може бути різним.

Якщо ми маємо дві рівносильні системи, то знайшовши розв’язок однієї з них, ми тим самим будемо знати розв’язок іншої. Розв’язувати слід ту систему, яка простіша.

Теорема 1. При елементарних перетвореннях система переходить у рівносильну систему.

Доведення. 1º. Помножимо 
[image: image33.wmf]i

-тий рядок розширеної матриці 
[image: image34.wmf]B

 на число 
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. Це рівносильно множенню 
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-го рівняння системи (1) 
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 на число 
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. В результаті отримуємо систему лінійних рівнянь, яка відрізняється від системи (1) лише 
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Нехай 
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 – розв’язок системи (1). Ці значення невідомих будуть задовольняти всі рівняння системи (1), зокрема 
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-те рівняння 
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. Помножимо обидві частини цього рівняння на 
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Значення 
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 невідомих 
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 задовольняють 
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-те рівняння перетвореної системи. Оскільки в перетвореній системі всі інші рівняння ті ж, що й у вихідній системі (1), то ці значення невідомих задовольняють і решту рівнянь перетвореної системи.

Отже, довільний розв’язок системи (1) є розв’язком перетвореної системи. 

Піддамо перетворену систему лінійних рівнянь елементарному перетворенню того ж типу, помноживши обидві частини 
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-го рівняння на число 
[image: image49.wmf]1
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. В результаті прийдемо до системи (1). Аналогічно попередньому отримуємо, що всякий розв’язок перетвореної системи є розв’язком системи (1). Отже, для елементарного перетворення 1 теорему доведено.

2º. Додамо до 
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-го рядка розширеної матриці 
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 її 
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-тий рядок, помножений на деяке число 
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. Це означає, що до 
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-го рівняння 
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 системи (1) додається 
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-те рівняння цієї системи, помножене на число 
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У перетвореній системі всі рівняння, крім 
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-го, будуть такими ж, що й в системі (1), а 
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-те рівняння приймає вигляд
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Нехай 
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 – розв’язок системи (1). Тоді
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Почленно додамо ці рівності
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Звідси випливає, що 
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 задовольняють 
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-тому рівнянню перетвореної системи і всім іншим рівнянням цієї системи, оскільки вони такі ж, як і в системі (1). Отже, доведено, що всякий розв’язок системи (1) є розв’язком перетвореної системи. Навпаки, всякий розв’язок перетвореної системи є розв’язком системи (1). Дійсно, якщо ми додамо до 
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-го рівняння перетвореної системи її 
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-те рівняння, помножене на 
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, то будемо мати систему (1). Аналогічно попередньому отримуємо, що всякий розв’язок перетвореної системи є розв’язком системи (1). Отже, ці системи рівносильні.

3º. Поміняємо місцями в розширеній матриці 
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 два довільних рядки. Тоді в системі (1) поміняються місцями два відповідних рівняння. Зрозуміло, що таке перетворення приводить до рівносильної системи.

4º. Нехай у розширеній матриці 
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 є нульовий рядок. Відкинемо його. Тоді в системі (1) відкидається рівняння 
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, яке задовольняється при довільних значеннях невідомих. Тобто, якщо ми припишемо таке рівняння до деякої системи чи, навпаки, викреслимо його з системи, то отримаємо систему, яка буде рівносильною вихідній.

Зрозуміло також, що у випадку, коли одна з систем (система (1) чи перетворена система) є несумісною, то несумісною буде й інша система, що завершує доведення теореми.

Іноді будемо піддавати розширену матрицю ще одному перетворенню: перестановці стовпців. Це перетворення призводить до перенумерації невідомих. Так, наприклад, якщо в розширеній матриці переставлені перший та другий стовпці, то це перетворення полягає в тому, що замість 
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, у той час як решта невідомих зберігають свої номери. В результаті такої нумерації 
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В отриманому розв’язку слід враховувати проведену перенумерацію невідомих.

§3. Метод Гаусса

Нехай задано систему лінійних рівнянь 

	
[image: image81.wmf]12

11112211

21122222

12

.

nn

nn

mmmnnm

axaxaxb

axaxaxb

axaxaxb

+++=

ì

ï

+++=

ï

í

ï

ï

+++=

î

K

K

M

K


	(1)


Можливі два випадки

Випадок 1. Серед рівнянь системи (1) є рівняння вигляду 
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де число 
[image: image83.wmf]0
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. Жоден набір значень невідомих такому рівнянню задовольнити не може. Тому система, що містить це рівняння, є несумісною.

Випадок 2. В системі (1) немає рівнянь вигляду (2) при 
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 і в кожному рівнянні системи хоча б один з коефіцієнтів при невідомих відмінний від нуля. Розглянемо цей випадок.

Оскільки хоча б один з коефіцієнтів 
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) відмінний від нуля (у противному разі в систему не входило б невідоме 
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) і рівняння в системі можна міняти місцями, то без будь-яких обмежень загальності можна вважати, що 
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Виключимо з усіх рівнянь системи (1), починаючи з другого, невідоме 
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. Для цього до другого рівняння додамо перше, помножене на 
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, до третього рівняння – перше, помножене на 
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-го рівняння – перше, помножене на 
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. В результаті система (1) перетвориться до вигляду
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де 
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Перший крок методу Гаусса завершено. За допомогою рамки виділено ту частину системи, яка піддаватиметься подальшим перетворенням. Назвемо її залишковою частиною.

Повторимо попередні міркування стосовно залишкової частини системи. Якщо в залишковій частині системи є рівняння вигляду (2), то система (1) несумісна. Припустимо, що 
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. Якщо це не так, то можна переставити рівняння залишкової частини. Якщо ж всі 
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 дорівнюють нулю, доведеться зробити додаткову перенумерацію невідомих. Виконаємо наступний крок: виключимо з усіх рівнянь залишкової частини, починаючи з другого, невідоме 
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Отримаємо систему рівнянь:
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де 
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Другий крок завершено. Нова залишкова частина системи містить на одне рівняння менше, ніж залишкова частина системи після першого кроку.

Продовжимо цей процес. Якщо залишкова частина системи (4) містить рівняння вигляду (2), то система (1) несумісна.

Якщо ж 
[image: image106.wmf](2)

33

0

a

¹

 (можливо, для цього доведеться здійснити додаткову перенумерацію невідомих), наступний крок полягає у виключенні змінної 
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x

 в залишковій частині системи (4).

Оскільки число кроків не може перевищувати 
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, то ми прийдемо до системи без залишкової частини, тобто до системи вигляду
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де коефіцієнти 
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 відмінні від нуля. 

Можлива зміна числа рівнянь 
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 пов’язана з тим, що в процесі перетворень відкидаються рівняння вигляду 0 = 0.

Перейдемо до розв’язування системи (5). Можливі два випадки: 
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. З останнього рівняння системи (5) знайдемо єдине значення 
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 у попереднє рівняння, знайдемо єдине значення 
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 система (5) має єдиний розв’язок.

2) 
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де 
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Підставляючи отриманий вираз для 
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і т.д. Підставляючи знайдені вирази для 
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 в перше рівняння системи (5), знайдемо вираз для 
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Отже, система (5), а з нею і вихідна система (1) зводиться до вигляду
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Невідомі 
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, які стоять у правих частинах рівнянь системи (6), називаються вільними і можуть приймати довільні значення. Надаючи їм конкретних значень, знайдемо з системи (6) значення для 
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Отже, у випадку 
[image: image138.wmf]rn

<

 вихідна система (1) має нескінченну множину розв’язків, а формули (6) є загальним розв’язком цієї системи.

Зауваження 1. Якщо вихідна система лінійних рівнянь (1) однорідна (
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), то праві частини всіх рівнянь системи (5) дорівнюють нулю. Випадку 
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) розв’язок вихідної системи. У випадку 
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 існують розв’язки, відмінні від нульового. Зокрема, якщо у вихідній однорідній системі лінійних рівнянь (1) 
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, завжди матимемо випадок 
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. Отже, якщо система лінійних рівнянь однорідна і кількість рівнянь такої системи менша кількості невідомих, то ця система має ненульові розв’язки. 

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь
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Розв’язання. Даній системі рівнянь відповідає розширена матриця

	
[image: image146.wmf]5

2231

0

1121

12025

0410

3

3112

7

1103

6

A

æö

-

---

ç÷

--

ç÷

ç÷

-

ç÷

=

-

ç÷

ç÷

-

ç÷

ç÷

--

-

èø

.


Для зручності стовпчик вільних членів відділяємо вертикальною рискою. Будемо позначати перехід від однієї розширеної матриці до іншої шляхом елементарних перетворень (тобто, фактично перехід від однієї системи рівнянь до рівносильної їй системи) символом “
[image: image147.wmf]~

”. 

У матриці 
[image: image148.wmf]A

 поміняємо місцями перший і другий рядки:
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Шляхом елементарних перетворень типу 2 (додавання до одного рядка іншого, помноженого на число) перейдемо від розширеної матриці 
[image: image150.wmf]1

A

 до матриці, в якій елементи першого стовпця 
[image: image151.wmf]2131415161
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 дорівнюють нулю. Це можна зробити так: до другого рядка додамо перший, помножений на –2, до третього – перший, помножений на 1, в четвертому рядку на потрібному місці і так стоїть 0, до п’ятого рядка додамо перший, помножений на –3, до шостого – перший, помножений на –1. Виконавши ці операції, переходимо до матриці
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Тепер зробимо нулі скрізь у другому стовпці, крім елементів першого і другого рядка. Для цього спочатку переставимо другий і третій рядки. Отримуємо
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Додамо до четвертого і п’ятого рядків другий, помножений в обох випадках на –4. В результаті переходимо до матриці
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П’ятий рядок ділимо на 13, а шостий – на 2:
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Робимо нулі у третьому стовпці за допомогою третього рядка: 
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Четвертий рядок ділимо на 9, а п’ятий – на 2:
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За допомогою четвертого рядка у четвертому стовпці робимо нулі:
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Використовуючи елементарне перетворення типу 4 (викреслення нульового рядка), отримуємо рівносильну систему лінійних рівнянь:
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Підставляючи 
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 у третє рівняння, знаходимо 
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 в друге рівняння. Отримуємо 
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. З першого рівняння знаходимо 
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. Отже, наша система має єдиний розв’язок 
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Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь.
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Розв’язання. Даній системі рівнянь відповідає розширена матриця
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За допомогою першого рядка робимо нулі в першому стовпці. Для цього перший рядок помножимо на –2 і додамо до другого, потім перший рядок помножимо на –1 і додамо до третього. Виконавши ці операції, перейдемо до матриці
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де знак 
[image: image170.wmf]25
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 означає, що виконується перестановка 2 і 5 стовпців. Це відповідає перенумерації невідомих: 
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 замінюється на 
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, а 
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 – на 
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. Останньому рядку відповідає рівняння 
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, якому не задовольняє жоден набір невідомих. Отже, задана система рівнянь несумісна.

Приклад 3. Розв’язати систему рівнянь.
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Розв’язання. Побудуємо розширену матрицю, що відповідає заданій системі, і застосуємо до неї метод Гаусса. Отримуємо:
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Останній матриці відповідає система лінійних рівнянь
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рівносильна вихідній системі.

Виберемо за вільне невідоме 
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. З останнього рівняння знаходимо 
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. І, нарешті, підставляючи знайдені значення 
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 у перше рівняння знаходимо 
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Отже, загальний розв’язок вихідної системи лінійних рівнянь має вигляд
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де 
[image: image189.wmf]4
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 – довільне дійсне число.

Для того, щоб отримати який-небудь частинний розв’язок, потрібно невідомому 
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 надати конкретного значення.

Якщо покласти, наприклад, 
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, то отримаємо частинний розв’язок
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Підставивши отримані значення невідомих в систему, переконуємося в тому, що систему розв’язано правильно.

§4. Ранг матриці. Обчислення рангу

Розглянемо матрицю
	
[image: image193.wmf].
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Зафіксуємо деяке число 
[image: image194.wmf]k

 стовпців матриці 
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 і таке ж число її рядків. Елементи, що стоять на перетині вказаних рядків і стовпців, утворюють квадратну матрицю порядку 
[image: image196.wmf]k

.

Означення 1. Визначник квадратної матриці порядку 
[image: image197.wmf]k

, утвореної з елементів матриці (1) вказаним способом, називається мінором 
[image: image198.wmf]k

-го порядку матриці 
[image: image199.wmf]A

.

Теорема 1. Якщо в матриці 
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 всі мінори 
[image: image201.wmf]k

-го порядку рівні нулю, то рівні нулю і всі мінори, що мають порядок вищий за 
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 (якщо такі існують).

Доведення. Візьмемо в матриці 
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 довільний мінор 
[image: image204.wmf](1)
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-го порядку. Він дорівнює сумі добутків елементів якого-небудь рядка на їх алгебраїчні доповнення. Але алгебраїчне доповнення довільного елемента нашого мінора з точністю до знака дорівнює деякому мінору 
[image: image205.wmf]k

-го порядку матриці 
[image: image206.wmf]A

. За умовою всі мінори 
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-го порядку матриці 
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 рівні нулю, а тому рівні нулю і розглянуті алгебраїчні доповнення. Це означає, що дорівнює нулю і вибраний мінор 
[image: image209.wmf](1)

k

+

-го порядку.

Отже, всі мінори порядку 
[image: image210.wmf]1

k

+

 матриці 
[image: image211.wmf]A

 рівні нулю. Аналогічно доводиться, що всі мінори порядку 
[image: image212.wmf]2

k

+

 матриці 
[image: image213.wmf]A

 також рівні нулю і т.д.

Теорему доведено.

Якщо числа 
[image: image214.wmf]ij

a

 не дорівнюють одночасно нулю, то завжди можна вказати натуральне число 
[image: image215.wmf]r

, яке має такі властивості:

1. У матриці 
[image: image216.wmf]A

 є мінор порядку 
[image: image217.wmf]r

, відмінний від нуля.

2. Кожен мінор матриці 
[image: image218.wmf]A

, який має порядок 
[image: image219.wmf]1

r
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 або вищий (якщо, взагалі, такі існують), дорівнює нулю.

Означення 2. Число 
[image: image220.wmf]r

, яке має вказані властивості 1, 2, називається рангом матриці 
[image: image221.wmf]A

 і позначається символом 
[image: image222.wmf]()

rA
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Означення 3. Нехай 
[image: image223.wmf]r

 – ранг матриці 
[image: image224.wmf]A

. Тоді мінор 
[image: image225.wmf]r

-го порядку, який не дорівнює нулю, називається базисним мінором. Стовпці (рядки), на яких побудовано базисний мінор, називаються базисними стовпцями (рядками). Базисний мінор може бути не один.

Коментарі до означення 3. Розглянемо мінори порядку 1, тобто елементи матриці. Якщо всі вони рівні нулю, то ранг матриці вважається рівним нулю, тобто 
[image: image226.wmf]()0
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. Перейдемо до мінорів порядку 2. Якщо всі вони рівні нулю, то довільний ненульовий елемент матриці 
[image: image227.wmf]A

 є її базисним мінором і 
[image: image228.wmf]()1
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. У випадку, коли існує відмінний від нуля мінор 2 порядку, слід розглянути мінори порядку 3. Якщо всі вони рівні нулю, то довільний ненульовий мінор порядку 2 – базисний і 
[image: image229.wmf]()2
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. Продовжуючи цей процес, ми обов’язково знайдемо базисний мінор. Може статися, що існують декілька відмінних від нуля мінорів максимально можливого порядку. У цьому випадку будь-який з них вважається базисним.

З означення 2 випливає, що ранг матриці можна визначити як найвищий з порядків відмінних від нуля мінорів цієї матриці.

Задача визначення рангу матриці, якщо виходити лише з означення 2, вимагає обчислення великої кількості визначників. Дійсно, з 
[image: image230.wmf]m

 рядків ми можемо 
[image: image231.wmf]k
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 різними способами вибрати 
[image: image232.wmf]k

 рядків. Нагадаємо, що 
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, де позначено 
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. Аналогічно, з 
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 стовпців можна вибрати 
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n

C

 різними способами 
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 стовпців. Отже, в матриці 
[image: image238.wmf]A

 розміру 
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 є 
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 мінорів 
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-го порядку, утворених різними способами. Зрозуміло, що при великих значеннях 
[image: image242.wmf]m

 та 
[image: image243.wmf]n

 розв’язати задачу практично дуже важко.

Тому досить важливо знати прості способи обчислення рангу. Одним з таких способів є вже знайомий нам метод Гаусса, тільки тепер його слід застосовувати не до системи рівнянь, а до даної матриці 
[image: image244.wmf]A

.

Метод Гаусса базується на застосуванні елементарних перетворень (див. §2) до системи лінійних рівнянь. Для заданої матриці 
[image: image245.wmf]A

 будемо застосовувати такі елементарні перетворення над її рядками (стовпцями):

1. Перестановка двох довільних рядків (стовпців) матриці.

2. Множення елементів довільного рядка (стовпця) матриці на число 
[image: image246.wmf]c

, відмінне від нуля.

3. Додавання до елементів довільного рядка (стовпця) матриці відповідних елементів іншого рядка (стовпця) тієї ж матриці, помножених на деяке число.
4. Відкидання нульового рядка (стовпця) матриці, тобто рядка (стовпця), всі елементи якого рівні нулю.

Теорема 2. При елементарних перетвореннях над рядками (стовпцями) ранг матриці не змінюється.

Доведення. Доведемо спочатку справедливість теореми для перетворень типу 2 і 3.

2. Нехай 
[image: image247.wmf]D

 – довільний мінор матриці (1). Після елементарного перетворення 2 мінор 
[image: image248.wmf]D

 або не зміниться, або прийме значення 
[image: image249.wmf]c
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. Тому, якщо мінор 
[image: image250.wmf]D

 був відмінним від нуля, то і після елементарного перетворення 2 він залишиться відмінним від нуля; якщо ж мінор 
[image: image251.wmf]D

 дорівнював нулю, то і після елементарного перетворення 2 він залишиться рівним нулю. Отже, найвищий з порядків відмінних від нуля мінорів при перетворенні 2 не зміниться. Тому ранг матриці 
[image: image252.wmf]A

 при цьому перетворенні також не зміниться.

3. Нехай 
[image: image253.wmf]r

 – ранг матриці (1) і 
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 – довільний її мінор порядку 
[image: image255.wmf]kr
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. Тоді 
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=0. Додамо до рядка матриці 
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 з номером 
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 рядок цієї матриці з номером 
[image: image259.wmf]j

, помножений на деяке число 
[image: image260.wmf]c

. Матриця 
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 при цьому перетворюється в іншу матрицю 
[image: image262.wmf]B

. Подивимось, що станеться з мінором 
[image: image263.wmf]D

.
Можливі три випадки:

1) мінор 
[image: image264.wmf]D

 не містить 
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-го рядка матриці 
[image: image266.wmf]A

;

2) мінор 
[image: image267.wmf]D

 містить елементи 
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-го рядка матриці 
[image: image269.wmf]A

, але не містить елементів 
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-го рядка;

3) мінор 
[image: image271.wmf]D

 містить відповідні елементи 
[image: image272.wmf]i

-го і 
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-го рядків матриці 
[image: image274.wmf]A

.

У випадках 1) і 2) значення мінора 
[image: image275.wmf]D

 при вказаному перетворенні не зміниться, тобто 
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 залишиться рівним нулю. У випадку 3) мінор 
[image: image277.wmf]D

 перетвориться у деякий мінор 
[image: image278.wmf]¢

D

 матриці 
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, а кожен елемент 
[image: image280.wmf]i

-го рядка матриці 
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 стане рівним сумі двох доданків; звідси випливає, що мінор 
[image: image282.wmf]12
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, де 
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 – мінори порядку 
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 матриці 
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; 
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, оскільки 
[image: image287.wmf]kr
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. Тому 
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Отже, нами доведено, що в матриці 
[image: image289.wmf]B

 всі мінори порядку вищого за 
[image: image290.wmf]r

 рівні нулю, а це означає, що ранг матриці 
[image: image291.wmf]B

 не перевищує рангу матриці 
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, тобто 
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З іншого боку, доведемо, що 
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. Для цього піддамо матрицю 
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 перетворенню 3: до 
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-го рядка додамо 
[image: image297.wmf]j

-й рядок, помножений на 
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-

. В результаті цього перетворення матриця 
[image: image299.wmf]B

 перетвориться у матрицю 
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. Але від перетворення 3 ранг не може підвищуватись, тому 
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Отже, з одного боку, отримали, що 
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, а з іншого – 
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. Звідси випливає, що 
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1. Елементарне перетворення 1 зводиться до деякої послідовності елементарних перетворень 2 і 3. Нехай, наприклад, міняються місцями перший і 
[image: image305.wmf]m

-ий рядки матриці (1). В результаті отримується нова матриця 
[image: image306.wmf]B

. Додамо до першого рядка матриці 
[image: image307.wmf]A

 її 
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-ий рядок:
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Віднімемо від 
[image: image310.wmf]m

-го рядка матриці 
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A

 перший рядок:

	
[image: image312.wmf]11111111

12

1111

mnmnmnmn

mmnn

aaaaaaaa

AA

aaaa

++++

æöæö

ç÷ç÷

=®=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

--

èøèø

KK

MMMMMM

KK

.


Помножимо елементи 
[image: image313.wmf]m

-го рядка матриці 
[image: image314.wmf]2

A

 на –1, а потім віднімемо в одержаній матриці від першого рядка 
[image: image315.wmf]m

-й рядок:
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Отже, перестановку першого і 
[image: image317.wmf]m

-го рядків матриці 
[image: image318.wmf]A

 здійснено за допомогою перетворень типу 2, 3. Тому ранг матриці не змінюється.

4. Якщо 
[image: image319.wmf]A

 – матриця з нульовим рядком, а 
[image: image320.wmf]B

 – матриця, що отримується після відкидання цього нульового рядка, то матриці 
[image: image321.wmf]A

 і 
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 мають одні і ті ж мінори за винятком мінорів матриці 
[image: image323.wmf]A

, які містять елементи нульового рядка, тобто мінорів, рівних нулю. Тому відкидання нульового рядка не призведе до зміни рангу матриці 
[image: image324.wmf]A

.

Теорему 2 повністю доведено.

Для стовпців матриці 
[image: image325.wmf]A

 доведення проводиться аналогічно.

Означення 4. Прямокутну матрицю назвемо східчастою, якщо: 

1) будь-який її рядок містить хоча б один ненульовий елемент; 

2) перший ненульовий елемент кожного рядка, починаючи з другого, розміщений правіше першого ненульового елемента попереднього рядка.

Зокрема, квадратна східчаста матриця називається трикутною.

Наведемо приклади східчастих матриць:
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Теорема 3. Будь-яку ненульову матрицю (1) за допомогою елементарних перетворень можна звести до східчастого вигляду.

Доведення. За допомогою методу Гаусса система лінійних рівнянь (1) §3 зведена нами до рівносильної системи лінійних рівнянь (5) §3. Проводячи ці ж елементарні перетворення над матрицею 
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, зведемо її до східчастої матриці 
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де коефіцієнти 
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 відмінні від нуля і обчислюються за формулами (3΄), (4΄) §3.

За теоремою 2 
[image: image334.wmf]()()

rArB

=

. Найвищий з порядків відмінних від нуля мінорів матриці 
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 дорівнює 
[image: image336.wmf]r

. Дійсно, мінор порядку 
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, складений з перших 
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 стовпців матриці 
[image: image339.wmf]B

, дорівнює 
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 і відмінний від нуля. Отже, 
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На теоремі 3 ґрунтується метод обчислення рангу довільної ненульової матриці.

Приклад 1. Обчислити ранг матриці 
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Розв’язання. Поміняємо місцями перший та другий рядки матриці 
[image: image343.wmf]A

:
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Помножимо перший рядок матриці 
[image: image345.wmf]1
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 послідовно на –2 і 1 та додамо відповідно до третього і четвертого рядка:
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Помножимо другий рядок матриці 
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 на –1 і додамо до четвертого:
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Відкинемо нульовий рядок матриці 
[image: image349.wmf]3

A

. В результаті отримуємо матрицю 
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 східчастого вигляду
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Мінор, складений з перших трьох стовпців матриці 
[image: image352.wmf]4

A

, дорівнює 
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Тому 
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Відповідь: 
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