Матриці і визначники

§1. Матриці. Основні позначення

Означення 1. Прямокутну таблицю дійсних чисел вигляду
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називають матрицею 
[image: image2.wmf]A

 розміру 
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 або порядку 
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 (читається “
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” на “
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Матриця 
[image: image7.wmf]A

 має 
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 рядків і 
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 стовпців. Елемент, який стоїть на перетині 
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-го рядка і 
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-го стовпця, позначають через 
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. Часто використовується скорочений запис матриці 
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Для позначення пропущених елементів матриці користуються трьома крапками. Так, наприклад, три крапки у першому рядку матриці 
[image: image16.wmf]A

 означають, що за елементами 
[image: image17.wmf]111213
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 стоять 
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 і так далі аж до 
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, а потім від 
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. Аналогічно, у першому стовпці за елементами 
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 послідовно стоять 
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 і так далі до 
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, а потім і до 
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. Така форма запису дає чітке уявлення про елементи матриці, а також про її розміри, тобто про кількість рядків і стовпців.

Якщо 
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, тобто кількість рядків дорівнює кількості стовпців, матрицю 
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 називають квадратною порядку 
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. У цьому випадку елементи 
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 називають діагональними, а їх суму 
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 – слідом матриці.

Якщо всі недіагональні елементи квадратної матриці дорівнюють нулю, то таку матрицю називають діагональною. Якщо всі діагональні елементи діагональної матриці дорівнюють 1, то таку діагональну матрицю називають одиничною матрицею порядку 
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:


[image: image34.wmf] – одинична матриця.

Матрицю, яка містить тільки один стовпчик, називають матрицею-стовпцем. Наприклад, вираз 
[image: image35.wmf] є матрицею-стовпцем 
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-го порядку або матрицею 
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 розміру 
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. Матрицю, що містить тільки один рядок, називають матрицею-рядком. Наприклад, вираз 
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 є матрицею-рядком 
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-го порядку або матрицею 
[image: image41.wmf]Y

 розміру 
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Матрицю, всі елементи якої дорівнюють нулю, називають нульовою: 
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Дві матриці 
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 рівні, якщо вони одного розміру і відповідні елементи цих матриць співпадають: 
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§2. Додавання і множення прямокутних матриць

2.1. Означення 1. Сумою двох прямокутних матриць 
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) називається матриця 
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 того ж розміру, кожен елемент якої дорівнює сумі відповідних елементів матриць 
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 і 
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, тобто 
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Операція знаходження суми матриць називається додаванням матриць. Згідно з означенням 1 додавати можна тільки прямокутні матриці однакових розмірів. З означення додавання матриць безпосередньо випливає, що ця операція комутативна та асоціативна:
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Операція додавання матриць природно поширюється на випадок будь-якої скінченної кількості доданків.

2.2. Означення 2. Добутком матриці 
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 називається матриця 
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, кожен елемент якої дорівнює добутку відповідного елемента матриці 
[image: image68.wmf]A

 на число 
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, тобто 
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Операція знаходження добутку матриці на число називається множенням матриці на число.

З означення добутку матриці на число випливає, що 

1. 
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де 
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 – прямокутні матриці однакових розмірів, а 
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 – дійсні числа.

Різниця 
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 двох прямокутних матриць 
[image: image79.wmf]{

}

ij

Aa

=

 і 
[image: image80.wmf]{

}

, 1,2,,;  1,2,,

ij

Bbimjn

===

KK

 вводиться за правилом

	
[image: image81.wmf](1)

ABAB

-=+-

,   
[image: image82.wmf]{

}

ijij

ABab

-=-

.


Добуток матриці 
[image: image83.wmf]A

 на матрицю 
[image: image84.wmf]B

 визначається тільки в тому випадку, коли кількість стовпців матриці 
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 дорівнює кількості рядків матриці 
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. Нехай дано матриці
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в яких виділено 
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 рядок матриці 
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 стовпчик матриці 
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Означення 3. Добутком двох прямокутних матриць 
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 і 
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 називається матриця 
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, елемент 
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 якої дорівнює сумі добутків елементів і-го рядка матриці А на відповідні елементи j-го стовпця матриці В
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Операція знаходження добутку матриць називається множенням матриць.

З означення випливає, що матриця 
[image: image98.wmf]C

 має стільки рядків, скільки їх у матриці 
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 і стільки стовпців, скільки стовпців у матриці 
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Приклад 1. Дано матриці 
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Розв’язання. Добуток 
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 існує, оскільки число стовпців матриці 
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 дорівнює числу рядків матриці 
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Тому 
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Зауважимо, що для квадратних матриць 
[image: image108.wmf]A

 і 
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 однакового порядку множення можливе. Проте, навіть у цьому частинному випадку множення матриць не є комутативним. 

Так, наприклад, 
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Бачимо, що 
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Якщо 
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, то матриці 
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 і 
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 будемо називати перестановними або комутативними між собою.

Приклад 2. Дано матриці
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Розв’язання. За означенням маємо 
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Зауважимо, що матриця 
[image: image120.wmf]C

 є матрицею-стовпцем, тобто матрицею розміру 
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Приклад 3. Дано матриці
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. Знайти матрицю 
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Розв’язання.
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Отже, матриця 
[image: image126.wmf]C

 є матрицею-рядком, тобто матрицею розміру 
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Приклад 4. Дано матриці
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Знайти матриці 
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Розв’язання. 
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Аналогічно, 
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Якщо 
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Операція множення матриць асоціативна та дистрибутивна:
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§3. Визначники другого порядку

Перервемося тимчасово у дослідженні матриць з тим, щоб розвинути деякі аспекти теорії визначників, які знадобляться нам у подальшому вивченні властивостей матриць. Поняття визначника виникло у зв’язку з проблемою запису розв’язку системи лінійних рівнянь у вигляді формул.

3.1 Виклад теорії визначників доцільно розпочати з розгляду визначників другого порядку, які виникли при розв’язуванні та дослідженні системи двох лінійних алгебраїчних рівнянь з двома невідомими. 

Нехай дано систему
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Пара чисел 
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 називається розв’язком системи (1), якщо вона перетворює в тотожність обидва рівняння цієї системи після заміни невідомих 
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 відповідно числами 
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Для знаходження розв’язку системи (1) перетворимо її в таку систему, де кожне рівняння містить тільки одне невідоме. Для цього спочатку помножимо перше рівняння на 
[image: image144.wmf]2
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, друге – на 
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)

1

b

-

і додамо ці помножені рівняння почленно; потім перше рівняння помножимо на 
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 і знову додамо. Після простих перетворень отримаємо
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Покажемо, що за умови 
[image: image149.wmf]1221
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 система (2) рівносильна системі (1). Для цього помножимо перше рівняння системи (2) на 
[image: image150.wmf]1
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, друге – на 
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 і додамо; потім помножимо перше рівняння на 
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, друге – на 
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 і знову додамо. В результаті отримаємо
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EMBED Equation.DSMT4[image: image155.wmf]111
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Отже, ми від системи (1) перейшли до системи (2), а від неї – знову до системи (1). Звідси випливає, що системи (1) і (2) рівносильні, тобто кожний розв’язок системи (1) одночасно є розв’язком системи (2) і навпаки.

Із системи (2) отримуємо єдиний розв’язок системи (1)
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Перейдемо до встановлення правила, згідно з яким можна скласти дроби (4). Для цього з коефіцієнтів при невідомих системи (1) утворимо квадратну матрицю другого порядку
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Перший рядок цієї матриці містить коефіцієнти першого рівняння, другий – коефіцієнти другого рівняння. Складемо два добутки “хрест – нахрест”: 
[image: image159.wmf]12
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 і 
[image: image160.wmf]21

ab

. Якщо від першого добутку відняти другий, то ми отримаємо знаменник дробів (4)
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Означення 1. Число 
[image: image162.wmf]D

, яке визначається за формулою (6), називається визначником або детермінантом другого порядку матриці (5).

Визначник 
[image: image163.wmf]D

 прийнято позначати так:
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Слід особливо наголосити на відмінності поняття матриці від поняття визначника матриці. Матриця 
[image: image166.wmf]A

 – це система 4-х чисел, а її визначник – це конкретне число, яке знаходиться за формулою (7).

Означення 2. Визначник 
[image: image167.wmf]D

 називається визначником системи (1).

У позначеннях визначників другого порядку чисельники формул (4) запишуться у такому вигляді
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Тоді для формул (4) будемо мати

	
[image: image170.wmf]; 
[image: image171.wmf].
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Формули (9) називаються формулами Крамера для системи двох лінійних рівнянь з двома невідомими.

Отже, нами доведено наступну теорему.

Теорема 1. Якщо визначник системи (1) не дорівнює нулю, то ця система має єдиний розв’язок. Кожне невідоме є часткою двох визначників. Дільник цієї частки дорівнює визначнику системи, ділене – визначнику, який отримується з визначника системи заміною стовпця коефіцієнтів, що відповідає шуканому невідомому, стовпцем вільних членів рівнянь системи.

3.2. Користуючись формулою (7) легко довести наступні властивості визначника другого порядку.

Властивість 1. Визначник не змінить свого значення, якщо його рядки замінити стовпцями з тими ж номерами, тобто 
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Доведення. 
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, що й потрібно було довести.

Перетворення, яке полягає в заміні рядків визначника стовпцями з тими ж номерами, називається транспонуванням визначника. Доведену властивість 1 можна сформулювати ще так.

Властивість 1′. Визначник не змінюється при транспонуванні. 

Із властивості 1 випливає, що будь-яке твердження, яке стосується рядків визначника, буде справедливим для його стовпців і навпаки, тобто у визначнику рядки і стовпці є рівноправними. Виходячи з цього, нижче будемо формулювати і доводити властивості тільки для рядків визначника.

Властивість 2. При переставленні рядків (стовпців) визначник змінює лише знак, тобто
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Доведення.
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Властивість 3. Визначник дорівнює нулю, якщо всі елементи деякого з його рядків (стовпців) дорівнюють нулю, наприклад,
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Доведення. 
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Властивість 4. Визначник дорівнює нулю, якщо в ньому пропорційні (або рівні) відповідні елементи його рядків (стовпців), тобто
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Доведення. 
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, що й потрібно було довести. 

Відмітимо, що рівність рядків маємо при 
[image: image180.wmf]1
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Властивість 5. Для того щоб помножити визначник на довільне число, достатньо помножити на це число елементи якогось одного рядка (стовпця), наприклад,
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Доведення. 
[image: image182.wmf](
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, що й потрібно було довести. 

Проводячи доведення у зворотному напрямку, приходимо до такої властивості.

Властивість 6. Спільний множник елементів рядка (стовпця) можна винести за знак визначника.

Властивість 7. Визначник не змінить свого значення, якщо до елементів деякого рядка (стовпця) додати відповідні елементи іншого рядка (стовпця), помножені на одне і те саме число, наприклад, 
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Доведення.
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Властивість 8. Якщо кожен елемент деякого рядка (стовпця) є сумою двох доданків, то такий визначник можна подати у вигляді суми двох визначників. У одного з цих визначників відповідний рядок (стовпець) складається з перших доданків, а у другого – з других доданків, наприклад,
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Доведення.
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що і потрібно було довести.

Ця властивість поширюється на довільну кількість доданків.

Властивість 9. Якщо визначник другого порядку дорівнює нулю, але серед його елементів є відмінні від нуля, то елементи одного з його рядків дорівнюють відповідним елементам другого рядка, помноженим на один і той же множник, тобто рядки пропорційні:
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Доведення. Нехай 
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. Позначимо 
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3.3. Нехай визначник системи (1) 
[image: image195.wmf]0
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. Тоді згідно з властивістю 9 справедливі рівності (10). Тому для лівих частин рівнянь системи (1), можна записати

	
[image: image196.wmf](

)

2211

axbyaxby

+=a+

.
	(11)


Можливі такі випадки.

1. Вільні члени системи (1) 
[image: image197.wmf]1
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 зв’язані тим же співвідношенням, тобто 
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. У цьому випадку друге рівняння системи (1) є наслідком першого, тобто система (1) зводиться до одного незалежного рівняння – першого. Одне рівняння з двома невідомими має безліч розв’язків. Дійсно, одному з невідомих, наприклад 
[image: image200.wmf]y

, можна надати довільного значення і визначити з першого рівняння системи (1) відповідне значення 
[image: image201.wmf]x

; ці значення будуть задовольняти також і другому рівнянню системи (1), отже, будуть розв’язком системи (1).

2. Вільні члени 
[image: image202.wmf]1
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 і 
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c

 зв’язані іншим співвідношенням, тобто 
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. Покажемо, що в цьому випадку система (1) не має розв’язків.

Нехай числа 
[image: image205.wmf]0
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 задовольняють першому рівнянню системи (1)
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Помножимо тотожність (12) на 
[image: image208.wmf]a

:
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Враховуючи рівність (11), рівність (13) можна подати у вигляді
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Отже, жоден з розв’язків першого рівняння системи (1) не задовольняє другому рівнянню системи (1) і навпаки. Система (1) у цьому випадку не має розв’язку.

Приклад 1. Розв’язати систему лінійних рівнянь
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Розв’язання. Складемо матрицю з коефіцієнтів при невідомих:
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. Знайдемо визначник цієї матриці: 
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, то можна скористатись формулами (9). Визначимо чисельники формул (9):
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§4. Визначники третього порядку

У попередньому параграфі ми розглянули операцію, яка кожній квадратній матриці другого порядку ставить у відповідність дійсне число – визначник цієї матриці.

4.1. Розглянемо тепер квадратну матрицю 
[image: image219.wmf]A

 третього порядку
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Означення 1. Визначником третього порядку матриці 
[image: image221.wmf]A

 називається число, яке визначається за формулою
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Рівність (2) називається розкладом визначника 
[image: image223.wmf]D

 за елементами першого рядка.

Розкриємо кожен з визначників другого порядку в рівності (2). В результаті отримаємо такий вираз для визначника третього порядку:
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Спробуємо розібратися зі структурою визначника третього порядку. Права частина рівності (3) містить три добутки чисел зі знаком плюс і три добутки чисел зі знаком мінус. Існує закономірність, яка називається правилом діагоналей і полягає в наступному: добуток чисел, розташованих на головній діагоналі визначника (добуток чисел 
[image: image226.wmf]112233
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), береться зі знаком плюс. Зі знаком плюс беруться також два добутки чисел, розташованих у вершинах двох рівнобедрених трикутників з основами, паралельними головній діагоналі, і з вершинами у протилежних кутах. Три добутки, які знаходяться за тим же правилом, але по відношенню другої діагоналі визначника, беруться зі знаком мінус. Схематично описане правило можна зобразити так:
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Наприклад, 
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Означення 2. Мінором деякого елемента визначника третього порядку називається визначник другого порядку, який отримується з визначника третього порядку шляхом викреслення рядка і стовпця, на перетині яких знаходиться даний елемент.

Так, наприклад, мінором елемента 
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Означення 3. Алгебраїчним доповненням елемента 
[image: image233.wmf]ij
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 називається його мінор, взятий зі знаком 
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Згідно з означенням 3 маємо
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Наприклад, алгебраїчним доповненням елемента 
[image: image237.wmf]11
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Запишемо розклад визначника 
[image: image241.wmf]D

 за елементами першого рядка (див. (2)) у термінах алгебраїчних доповнень цих елементів
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EMBED Equation.DSMT4[image: image243.wmf]111112121313
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Доведемо справедливість формули (5) для будь-якого рядка (стовпця) визначника третього порядку.

Теорема 1. Визначник третього порядку можна розкласти за елементами довільного його рядка або стовпця, іншими словами, визначник третього порядку дорівнює сумі добутків елементів довільного його рядка або стовпця на їх алгебраїчні доповнення, тобто
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Доведення. Доведення всіх формул (6) (справедливість 1-ї випливає з означення) проводиться за однією і тією ж схемою. Доведемо, наприклад, рівність
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Маємо
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Порівнюючи рівності (8) і (3), переконуємося у справедливості рівності (7). Теорему доведено.

Теорема 2. Сума добутків елементів будь-якого рядка (стовпця) визначника на алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю, тобто
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Доведення. Доведення проводиться за тією ж схемою, що і доведення теореми 1. Доведемо, наприклад, рівність
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Справді,
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4.2. Легко перевірити, що властивості 1–6, 8 визначників другого порядку, викладені в §3, залишаються справедливими і для визначників третього порядку. Метод доведення цих властивостей такий же, як і при доведенні теорем 1 і 2. Покажемо це на прикладі властивості 1′ §3.

Властивість 1′. При транспонуванні визначник не змінюється , тобто 
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Доведення. За означенням
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що й потрібно було довести.

Щодо властивості 7 §3, то вона отримує розширене тлумачення. Перед тим, як сформулювати цю властивість, введемо важливе поняття лінійної комбінації рядків.
Означення 4. Будь-який рядок визначника матриці (1), наприклад третій, є лінійною комбінацією двох інших рядків, якщо його елементи пов’язані з відповідними елементами двох інших рядків співвідношеннями
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де 
[image: image271.wmf]12

,

ll

 – дійсні числа.

Властивість 7′. Визначник третього порядку не зміниться, якщо до елементів деякого рядка (стовпця) додати довільну лінійну комбінацію інших рядків (стовпців), наприклад 
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Доведення рівності (12) аналогічне доведенню рівностей (6).

Властивість 9. Якщо визначник третього порядку дорівнює нулю, але серед його мінорів є відмінні від нуля, то в цьому визначнику один з його рядків (стовпців) є лінійною комбінацією інших рядків (стовпців). Якщо ж всі мінори рівні нулю, але є елементи, відмінні від нуля, то всі рядки (всі стовпці) пропорційні між собою.

Доведення. Нехай 
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Помножимо визначник 
[image: image275.wmf]D

 на довільне число 
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 і запишемо результат згідно з 5-ою властивістю у вигляді
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До елементів третього стовпця останнього визначника додамо відповідні елементи перших двох стовпців, помножені на 
[image: image278.wmf]u

 і 
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 відповідно:
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Розкладемо цей визначник за елементами останнього стовпця: 
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За умовою 
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. Поділивши рівність (13) на 
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Рівність (14) справедлива для будь-яких 
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. Якщо 
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, що й доводить першу частину властивості 9.

Другу частину доведемо, скориставшись властивістю 9 визначника другого порядку. 

У нашому випадку всі мінори дорівнюють нулю, тому одночасно маємо 
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. Тоді згідно з першою рівністю 
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Із порівняння рівностей 
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. Отже, елементи другого рядка пропорційні елементам першого рядка. Аналогічно доводиться пропорційність відповідних елементів першого і третього рядка: 
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, що й доводить другу частину властивості 9.

§5. Розв’язування та дослідження системи трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими

5.1. Нехай задано систему трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими
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Якщо підстановка 
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 перетворює рівняння системи (1) у тотожності, то трійку чисел 
[image: image312.wmf], ,

abg

 будемо називати розв’язком цієї системи.

Нехай
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визначник системи (1). Перейдемо від цієї системи до такої системи, в якій кожне рівняння містить лише одне невідоме. Для цього спочатку помножимо перше, друге та третє рівняння (1) відповідно на 
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 і додамо, потім – на 
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 і знову додамо, нарешті, – на 
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 і знову додамо (
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 – алгебраїчні доповнення елементів 
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 визначника (2)). 

Використовуючи формули (6) і (9) § 4, приходимо до нової системи рівнянь
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Якщо 
[image: image322.wmf]0
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, то система (3) рівносильна початковій системі (1). Щоб у цьому переконатись, достатньо додати рівняння (3), помноживши їх спочатку відповідно на 
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або 
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Аналогічно, 
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Якщо 
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, то скоротивши останні рівності на 
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, отримуємо початкову систему, що і доводить рівносильність систем (1) і (3). Праві частини системи (3) запишемо у вигляді 
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Прийнявши до уваги позначення (4), систему (3) подамо у вигляді 
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Формули (5) виражають правило Крамера для системи трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими. Наведене у §3 формулювання цього правила переноситься і на даний випадок.

5.2. Нехай визначник системи 
[image: image337.wmf]D

 дорівнює нулю, але серед його мінорів є хоча б один відмінний від нуля. Тоді, використовуючи властивість 9, можна стверджувати, що один з рядків визначника 
[image: image338.wmf]D

, наприклад третій, є лінійною комбінацією двох інших рядків. Тому і ліва частина відповідного рівняння системи (1) є лінійною комбінацією лівих частин двох інших рівнянь
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Якщо і вільні члени рівнянь системи (1) пов’язані тим же співвідношенням, тобто
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то в системі (1) лише два незалежних рівняння – перше та друге. Третє рівняння є їх наслідком. Отже, система зводиться до двох рівнянь з трьома невідомими. Така система невизначена і має безліч розв’язків. Одному з невідомих можна надавати довільного значення. Тоді двоє інших невідомих визначаються з перших двох рівнянь системи. 

У розглянутому випадку всі три визначники (4) 
[image: image341.wmf]123
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 дорівнюють нулю.

Якщо вільні члени рівнянь системи (1) пов’язані іншим співвідношенням, тобто якщо
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то, як і у випадку системи двох рівнянь з двома невідомими, система (1) суперечлива і немає розв’язків. У цьому випадку серед визначників 
[image: image343.wmf]123
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 є хоча б один відмінний від нуля.

Аналогічну ситуацію маємо і тоді, коли одночасно з визначником системи 
[image: image344.wmf]D

 нулю дорівнюють всі його мінори, але серед елементів визначника є відмінні від нуля. У цьому випадку, відповідно до властивості 9, будуть пропорційними елементи всіх трьох рядків визначника 
[image: image345.wmf]D

. Тому ліві частини рівнянь системи (1) отримуються одна з другої шляхом множення на постійні множники 

	
[image: image346.wmf](

)

211222233111122133

axaxaxaxaxax

++=l++

,


[image: image347.wmf](

)

311322333111122133

axaxaxaxaxax

++=s++

.


Якщо такими ж співвідношеннями пов’язані і вільні члени системи (1), тобто, якщо

	
[image: image348.wmf]2131
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то система (1) містить лише одне незалежне рівняння з трьома невідомими і тому має безліч розв’язків. Двом невідомим можна надавати довільних значень. Тоді третє невідоме знаходиться з будь-якого рівняння системи. У цьому випадку дорівнюють нулю не тільки три визначники 
[image: image349.wmf]123
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, але і всі їх мінори.

Якщо хоча б одне із співвідношень (8) не виконується, то система є суперечливою і розв’язків не має. Хоча три визначники 
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 і дорівнюють у цьому випадку нулю, але серед їх мінорів є хоча б один відмінний від нуля.

5.3. Розглянемо однорідну систему трьох лінійних рівнянь з трьома невідомими
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Припустимо, що визначник системи (9) відмінний від нуля. Тоді згідно з правилом Крамера (див. формули (5)) система (9) буде мати єдиний розв’язок 
[image: image352.wmf]123
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. Дійсно, всі три визначники 
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 у цьому випадку дорівнюють нулю, оскільки в кожному з них міститься стовпчик з нульових елементів. Будемо називати розв’язок 
[image: image354.wmf]123
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 нульовим.

Якщо визначник системи 
[image: image355.wmf]D

 дорівнює нулю, то згідно з властивістю 9 один з його рядків є лінійною комбінацією інших або всі рядки пропорційні. Але оскільки вільні члени системи (9) дорівнюють нулю, то вказані залежності завжди будуть виконуватись і для рівнянь. Це означає, що в системі (9) буде або два незалежних рівняння (якщо не всі мінори визначника 
[image: image356.wmf]D

 дорівнюють нулю), або одне (якщо рівні нулю всі мінори, але не всі елементи визначника 
[image: image357.wmf]D

 дорівнюють нулю). В обох випадках система (9) невизначена і має безліч розв’язків.

Результат дослідження можна сформулювати у вигляді такої теореми.

Теорема 1. Однорідна система трьох лінійних алгебраїчних рівнянь з трьома невідомими має відмінні від нульового розв’язки лише у тому випадку, коли її визначник дорівнює нулю.

§6. Поняття про визначники довільного порядку

Нехай задано квадратну матрицю 
[image: image358.wmf]A

 порядку 
[image: image359.wmf]n


	
[image: image360.wmf].


Означення 1. Визначником матриці 
[image: image361.wmf]A

 (визначником порядку 
[image: image362.wmf]n

) називається число, яке визначається рівністю
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Рівність (1) називається розкладом визначника 
[image: image364.wmf]D

 за елементами першого рядка.

Аналогічно визначникам третього порядку вводяться поняття мінорів та алгебраїчних доповнень елементів визначника порядку 
[image: image365.wmf]n

 і показується, що цей визначник дорівнює сумі добутків елементів довільного рядка (стовпця) на алгебраїчні доповнення цих елементів.

Всі розглянуті нами властивості визначників другого і третього порядку поширюються і на випадок визначника 
[image: image366.wmf]n

-го порядку. Використовуючи, наприклад, властивість 7, обчислення цього визначника можна звести до обчислення одного визначника 
[image: image367.wmf](
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-го порядку, а не обчислювати 
[image: image368.wmf]n

 визначників, як це вимагається в означенні 1. Конкретний спосіб зведення визначника до потрібного вигляду пояснимо на такому прикладі.

Приклад 1. Обчислити визначник 5-го порядку

	
[image: image369.wmf]13221
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У другому рядку визначника вже є два нулі, тому розглянемо саме цей рядок. Будемо намагатися, не змінюючи величини визначника, перетворити його так, щоб у другому рядку всі елементи, крім 
[image: image370.wmf]24

a

 зробити нулями. Для цього достатньо до другого стовпця додати четвертий, помножений на 2, а до третього стовпця додати четвертий, помножений на (–2). Після цих перетворень отримуємо визначник
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Розкладемо цей визначник за елементами другого рядка

	
[image: image372.wmf](
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В отриманому визначнику зручно зупинитись на другому стовпці, оскільки в ньому вже є один нуль і, крім того, його елементи невеликі. Перетворимо визначник так, щоб всі елементи другого стовпця, крім елемента 
[image: image373.wmf]12

1

a
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, стали рівними нулю. Для цього від третього рядка віднімемо перший, а від четвертого – подвоєний перший. В результаті отримуємо визначник, що дорівнює початковому
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Розклавши його за елементами другого стовпця, знаходимо

	
[image: image375.wmf](
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Отриманий визначник третього порядку можна обчислити безпосередньо. Однак простіше розкласти його за елементами першого стовпця:

	
[image: image376.wmf](
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§7. Обернена матриця

7.1. Розглянемо множину квадратних матриць порядку 
[image: image377.wmf]n

. Дві квадратні матриці одного і того ж порядку 
[image: image378.wmf]n

 можна перемножити, при цьому в добутку отримаємо квадратну матрицю того ж порядку 
[image: image379.wmf]n

. У §2 (див. приклад 4) ми показали, що одинична матриця порядку 
[image: image380.wmf]n

 при множені матриць веде себе так само, як і звичайна одиниця при множені дійсних чисел.

Визначимо степені квадратних матриць. Нехай 
[image: image381.wmf]A

 – довільна квадратна матриця 
[image: image382.wmf]n

-го порядку. За означенням покладемо
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Внаслідок асоціативності множення матриць добуток 
[image: image384.wmf]раз
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 не залежить від способу розставлення в ньому дужок, тому степінь 
[image: image385.wmf]m

A

 визначений однозначно.

З означення випливає, що для довільних цілих невід’ємних 
[image: image386.wmf]k

 і 
[image: image387.wmf]l

 справедливі формули 
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З першої формули, як наслідок, отримуємо

	
[image: image390.wmf]kllk
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тобто два степені однієї і тієї ж квадратної матриці завжди можна переставити.

Розглянемо многочлен з дійсними коефіцієнтами 
[image: image391.wmf](
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1

...

m

m

x

-

+a++a

. Під 
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 будемо розуміти матрицю
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7.2. Для кожного числа 
[image: image395.wmf]a

, що не дорівнює нулю, існує обернене число 
[image: image396.wmf]1
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, тобто число, яке в добутку з 
[image: image397.wmf]a

 дає одиницю: 
[image: image398.wmf]11
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Виявляється, що аналогічна властивість справедлива і для матриць, причому роль умови 
[image: image399.wmf]0

a

¹

 відіграє умова 
[image: image400.wmf]det0

A

¹

, тобто відмінність від нуля визначника матриці 
[image: image401.wmf]A

.

Означення 1. Матриця, визначник якої відмінний від нуля, називається неособливою (невиродженою), а матриця, визначник якої дорівнює нулю – особливою (виродженою).

Оскільки добуток двох матриць не є комутативним, тобто 
[image: image402.wmf]ABBA

¹

, то вводяться поняття правої та лівої оберненої матриці до матриці 
[image: image403.wmf]A

.

Означення 2. Матриця 
[image: image404.wmf]B

 називається правою оберненою матрицею до матриці 
[image: image405.wmf]A

, якщо 
[image: image406.wmf]ABE
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Означення 3. Матриця 
[image: image407.wmf]C

 називається лівою оберненою матрицею до матриці 
[image: image408.wmf]A

, якщо 
[image: image409.wmf]CAE
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Теорема 1. Якщо обидві обернені матриці 
[image: image410.wmf]B

 і 
[image: image411.wmf]C

 до матриці 
[image: image412.wmf]A

 існують, то вони співпадають між собою.

Доведення. Із співвідношень 
[image: image413.wmf]ABE

=

, 
[image: image414.wmf]CAE

=

 і асоціативної властивості добутку матриць випливає, що

	
[image: image415.wmf](
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Згідно з доведеною теоремою терміни “ліва” та “права” можна опустити і говорити просто про матрицю 
[image: image416.wmf]B

, обернену до матриці 
[image: image417.wmf]A

. Нижче обернену матрицю 
[image: image418.wmf]B

 до матриці 
[image: image419.wmf]A

 будемо позначати 
[image: image420.wmf]1
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. Отже, якщо 
[image: image421.wmf]1
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 існує, то 
[image: image422.wmf]11
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Очевидно, що властивість бути оберненою матрицею є взаємною, а саме, якщо 
[image: image423.wmf]1
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 є оберненою матрицею до матриці 
[image: image424.wmf]A

, то 
[image: image425.wmf]A

 є оберненою матрицею до матриці 
[image: image426.wmf]1
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.

Виникає природне питання про те, за яких умов обернена матриця 
[image: image427.wmf]1

A
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 до матриці 
[image: image428.wmf]A

 існує. Відповідь на це питання дає наступна теорема.

Теорема 2. Для того щоб обернена матриця 
[image: image429.wmf]1
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 до матриці 
[image: image430.wmf]A

 існувала, необхідно і достатньо, щоб матриця 
[image: image431.wmf]A

 була неособливою.

Доведення. Необхідність. Нехай обернена матриця 
[image: image432.wmf]1

A

-

 існує; доведемо, що матриця 
[image: image433.wmf]A

 є неособливою. Для цього скористаємось тим, що визначник добутку двох квадратних матриць дорівнює добутку визначників цих матриць (доведення цього факту ми не наводимо. Зацікавлений читач може знайти його, наприклад, в книзі [1] зі списку літератури у Передмові ). З умови 
[image: image434.wmf]1
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 одержуємо, що 
[image: image435.wmf]1
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. Звідси випливає, що 
[image: image436.wmf]det0
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, тобто матриця 
[image: image437.wmf]A

 є неособливою.

Достатність. Нехай матриця 
[image: image438.wmf]A

 є неособливою, тобто 
[image: image439.wmf]det0

DA
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. Побудуємо матрицю
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Тут 
[image: image441.wmf]ij
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 – алгебраїчні доповнення елементів 
[image: image442.wmf]ij
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 визначника матриці 
[image: image443.wmf]A

. Звернемо увагу на своєрідне розташування чисел 
[image: image444.wmf]ij

A

 в матриці 
[image: image445.wmf]B

: число 
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 стоїть не в 
[image: image447.wmf]i

-му рядку і 
[image: image448.wmf]j

-му стовпці, а навпаки, в 
[image: image449.wmf]j

-му рядку і 
[image: image450.wmf]i

-му стовпці. Доведемо, що 
[image: image451.wmf]1
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. Запишемо 
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За правилом множення матриць елемент матриці 
[image: image454.wmf]AB

, розташований в 
[image: image455.wmf]i

-му рядку і 
[image: image456.wmf]j

-му стовпці, дорівнює 
[image: image457.wmf](
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[image: image458.wmf]ij
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 цей вираз дорівнює одиниці, оскільки в дужках стоїть розклад визначника за елементами 
[image: image459.wmf]i

-го рядка. Якщо 
[image: image460.wmf]ij

¹

, то вираз в дужках дорівнює нулю, тому що в цьому випадку маємо суму добутків елементів 
[image: image461.wmf]i

-го рядка визначника 
[image: image462.wmf]D

 на алгебраїчні доповнення відповідних елементів 
[image: image463.wmf]j

-го рядка (див. теорему 2 §4). Отже, 
[image: image464.wmf]ij
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 дорівнює одиниці, якщо 
[image: image465.wmf]ij
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, і дорівнює нулю, якщо 
[image: image466.wmf]ij
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. Це означає, що 
[image: image467.wmf]ABE
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 і 
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. Теорему доведено.

Легко переконатися, що матричні рівняння 
[image: image469.wmf]AXE
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 і 
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) інших розв’язків, крім 
[image: image472.wmf]1
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, не мають. Дійсно, помноживши обидві частини першого рівняння зліва, а другого – справа на 
[image: image473.wmf]1
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 і скориставшись асоціативною властивістю добутку матриць в обох випадках, отримуємо
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§8. Система лінійних рівнянь у матричній формі

8.1. Операція множення матриць дозволяє по іншому підійти до однієї з головних задач лінійної алгебри – розв’язування системи лінійних рівнянь.

Розглянемо систему 
[image: image480.wmf]n

 лінійних рівнянь з 
[image: image481.wmf]n

 невідомими 

	
[image: image482.wmf]
	(1)


Якщо ввести матриці

	
[image: image483.wmf]; 
[image: image484.wmf]; 
[image: image485.wmf],


то систему (1) можна подати у вигляді матричного рівняння 

	
[image: image486.wmf]AXB
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Дійсно, 

	
[image: image487.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image488.wmf].


Припустимо, що квадратна матриця 
[image: image489.wmf]A

 є неособливою, тобто 
[image: image490.wmf]det0
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. У цьому випадку для неї існує обернена матриця 
[image: image491.wmf]1
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. Скористаємось цією матрицею для розв’язання матричного рівняння (2), а саме, помножимо обидві частини рівняння (2) зліва на матрицю 
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[image: image494.wmf]11
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Поки що не можна стверджувати, що рівняння (3) є рівносильним рівнянню (2). Можна лише стверджувати, що будь-який розв’язок 
[image: image495.wmf]X

 рівняння (2) задовольняє рівнянню (3). Покажемо тепер, що матриця 
[image: image496.wmf]X

, яку задано формулою (3), задовольняє рівнянню (2):
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Отже, формула (3) є матричною формою запису розв’язку системи лінійних рівнянь (1). Скориставшись зображенням оберненої матриці (1) з § 7, запишемо цей розв’язок у вигляді 
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Вираз у дужках дорівнює визначнику 
[image: image500.wmf]j

D

, який отримується з визначника 
[image: image501.wmf]D

 заміною 
[image: image502.wmf]j

-го стовпця стовпцем вільних членів, тому формула (3) рівносильна формулам (формулам Крамера)
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що й стверджувалось раніше для випадків 
[image: image505.wmf]2
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 і 
[image: image506.wmf]3
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Не слід думати, що формула (3) спрощує розв’язування системи лінійних рівнянь (1). Для того щоб скористатись цією формулою, потрібно спочатку знайти обернену матрицю 
[image: image507.wmf]1
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-

, що саме по собі є достатньо складною задачею. Тому формула (3) має швидше теоретичне значення. Найзручнішим способом розв’язування системи (1) є метод Гаусса.

8.2. Розглянемо матричні рівняння
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де 
[image: image511.wmf],,

ABC

 і 
[image: image512.wmf]D

 – задані матриці, а 
[image: image513.wmf],

XY

 і 
[image: image514.wmf]Z

 – шукані матриці, причому 
[image: image515.wmf]A

 і 
[image: image516.wmf]B

 є неособливими квадратними матрицями порядку  
[image: image517.wmf]n

.  

Знайдемо розв’язки цих рівнянь. Аналогічно доведенню формули (3), отримуємо
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Для знаходження розв’язку рівняння (7) обидві частини цього рівняння помножимо зліва на матрицю 
[image: image520.wmf]1
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 і справа – на 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image523.wmf]1111
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