ЛЕКЦІЯ 4
ГЕОМЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ ПЕРЕРІЗІВ
При проведенні розрахунків на міцність, жорсткість і стійкість конструктивних елементів типу брусу (стержня) виникає потреба використання деяких геометричних характеристик (властивостей) плоских поперечних перерізів брусу (плоских фігур), тобто належить знати площу перерізу, положення її центру ваги, статичні моменти, осьові, полярний і відцентровий моменти інерції, осьові і полярний моменти опору.
Ці характеристики внаслідок свого вузького прикладного значення в загальному курсі геометрії не вивчаються, але вони тісно пов’язані з механікою матеріалів і конструкцій, тому завжди входять в курс механіки матеріалів і конструкцій в якості невід’ємної частини.
В подальшому будемо ототожнювати поняття «плоска фігура» і «переріз», розуміючи «плоский поперечний переріз брусу».
В цьому розділі розглянуті не всі геометричні характеристики плоских перерізів, що використовуються в курсі «Механіка матеріалів і конструкцій». Деякі з них використовують тільки при розрахунку брусів на міцність при крученні та згині, а також в розрахунках на стійкість.
4.1. Статичний момент площі
Статичним моментом площі плоскої фігури відносно осі, що лежить у тій самій площині, називають взяту по всій площі суму добутків площ елементарних площадок на відстані їх від цієї осі (рис.5.1). Статичний момент площі відносно осей Ох і Оу буде:
(4.1)
Статичний момент можна визначити також наступними формулами:
,			(4.2)
де Ai, yi, xi – відповідно площа і-тої частини фігури й координати центра ваги її.
У теоретичній механіці було виведено формули для визначення координат центра ваги площі фігури:
,
де    – площа всієї фігури. 
Вирази, які стоять у чисельниках правих частин цих формул, є статичними моментами площі фігури відносно осей у і х. Отже,

[image: ]Статичний момент площі фігури відносно осі, що лежить у тій самій площині, дорівнює добутку площі фігури на відстань її центра ваги від цієї осі. Одиниця вимірювання статичного моменту площі – [S] = м ・ м2 = м3.
Статичний момент площі фігури може бути величиною додатною, від'ємною і дорівнювати нулю. Очевидно, що статичний момент площі відносно осі, яка проходить через центр ваги площі фігури (центральної осі), у тому числі відносно осі симетрії фігури, дорівнює нулю.
У теоретичній механіці встановлено також, що в формулах для визначення координат центра ваги площі можна розуміти площі кінцевих частин фігури, а під хі і уі — координати центрів ваги цих частин (тобто застосовувати метод розбиття і т. ін.). Звідси випливає, що для визначення статичного моменту площі складної фігури також можна застосовувати ті ж методи, тобто визначати статичний момент всієї фігури як алгебраїчну суму статичних моментів окремих її частин.
Поняття про статичний момент площі буде потрібне для визначення положення центрів ваги перерізів і для визначення дотичних напружень згину.
4.2. Центральні вісі і центр ваги перерізу
Оскільки рівнодіюча внутрішніх зусиль проходить через «центр ваги» перерізу, то визначення положення центру ваги є важливою задачею. Розглянемо зміну статичного моменту перерізу при паралельному перенесенні координатних осей.
[image: ]Дано:  (рис. 5.2).Потрібно визначити , тобто належить встановити, яким чином змінюються статичні моменти при паралельному перенесенні осей.
За визначенням (5.1)
 		(4.3)
З рис. 5.2 бачимо, що
			(4.4)
Підставивши значення  і  з (5.4) в (5.3), отримуємо:
 		(4.5)
У виразах (5.5)
 
Всі ці величини є заданими, тому остаточно будемо мати
			(4.6)
Оскільки  і  – дійсні числа, то існує таке єдине значення , при якому , і таке ж єдине значення . Ці значення  і  є координатами центру ваги перерізу, їх позначають  і  відповідно, тобто, якщо  і , то
			(4.7)
Осі, відносно яких статичний момент перерізу дорівнює нулю, називають центральними осями цього перерізу.
Точку перетину центральних осей перерізу називають його центром ваги (ЦВ).
Система рівнянь (4.7) дозволяє розв’язувати важливі задачі двох типів:
1. Визначення статичних елементів перерізів:
а) найпростішого, якщо відомі значення , за співвідношеннями
					(4.8)
б) складного, якщо відомі значення , за виразами
				(4.9)
де  – кількість простих частин складного перерізу.
Співвідношення (4.8) і (4.9) є більш простою формою реалізації системи (4.2), оскільки виключають операцію інтегрування, якщо відома площа перерізу і відстань від його центру ваги до осі, відносно якої обчислюють статичний момент перерізу. 
2. Визначення координат центру ваги перерізу:
а) найпростішого, якщо відомі значення , за відношеннями
					(4.10)
б) складного, якщо відомі значення , за виразами
	 				(4.11)
де  – кількість простих частин складного перерізу
Правило симетрії. Якщо переріз має вісь симетрії, то статичний момент перерізу відносно цієї осі тотожно дорівнює нулю. Як наслідок:
а) вісь симетрії завжди є центральною віссю симетрії;
б) центр ваги перерізу завжди лежить на осі симетрії, якщо вона існує;
[image: ]в) якщо в перерізі існує дві осі симетрії, то центр ваги (геометричний центр) цього перерізу буде знаходитись в точці перетину обох осей симетрії.
Достовірність правила симетрії є очевидною з рис. 5.3, кожна площадка dA, розташована вище осі x, для якої , має відповідну, розташовану нижче осі x, для якої . Тому
.
Приклади визначення координат центру ваги найпростіших перерізів
Приклад 5.1. Визначити координати центру ваги прямокутника з основою b і висотою h в системі координатних осей xOy (рис. 5.4).
[image: ][image: ]Дано: b, h.
Необхідно визначити , .
Розв’язок.  
Скористаємось виразом (4.10), запишемо 
.
З урахуванням того, що , перейдемо до інтегралу по координаті y:
.
Тоді ; аналогічно .
Приклад 5.2. Визначити на якій відстані від основи b розташовується центр ваги трикутника (рис.5.5).
Дано: b, h.
Необхідно визначити  .
Розв’язок.  
Для розвязку скористаємось співвідношенням (4.10):
.
В останньому виразі .
Із подібності трикутників
 тоді .
Підставимо  у вираз
.
Кінцево .
Приклад 5.3. Визначити координати центру ваги трикутника з основою b і висотою h в системі координатних осей xOy (рис. 5.6).
Дано: b, h.
Необхідно визначити  .
Розв’язок.
Розбиваємо трикутник ABC на два прямокутних трикутники, опустивши з вершини B на його основу AC перпендикуляр BD .
Позначимо на рис. 5.6 центри ваги трикутників ABD і BCD, які знаходяться на відстані 1/3 від катетів (О1 і О2).
Складемо суму статичних моментів цих трикутників відносно осі Oy:
 
[image: ]Поділивши цю величину на площу трикутника ABC, отримаємо шукану абсцису  центру ваги О трикутника:
 
Спростимо цей вираз, підставивши значення :
.
Центри ваги О1 і О2 прямокутних трикутників ABD і BCD розташовуються на прямій О1О2, паралельній основі трикутника AC і знаходяться на відстані, що дорівнює третині висоти. На цій же лінії буде знаходитись і центр ваги Ос трикутника ABC.
Таким чином ордината центру ваги трикутника ABC
.
[image: ]Приклад 5.3. Визначити положення центру ваги півкругу радіусом r відносно осі x (рис. 5.7).
Дано: r.
Необхідно визначити  .
Розв’язок.
Оскільки переріз є симетричним відносно осі y, то центр ваги С півкругу розташовується на цій осі. Тому необхідно визначити тільки ординату  центру ваги.
Виділимо в півкрузі на відстані y від осі x елементарну площадку шириною b(x) і висотою dy. Площа цієї площадки
.
Як видно із рис. 5.7,  і  , як наслідок,
.
Тоді статичний момент відносно осі x 
 
Для знаходження положення положення координати центру ваги  скористаємся співідношенням (5.10)
.
Приклад 5.4. Визначити координати центру ваги складного перерізу і показати систему центральних осей x і y (рис. 5.8)
Дано: . 
Необхідно визначити , .
Розв’язок.
1. [image: ]Виконуємо креслення складного перерізу в масштабі (рис. 5.9).
2. Розібємо переріз на найпростіші частини і присвоїмо цим частинам номери (1 і 2). 
3. В центрі кожної із найпростіших частин перерізу розташовуємо центральні системи координат  (в нашому випадку  і ).
4. Вибираємо робочу (базову) систему координат, в якій будуть визначені координати центру ваги всього перерізу. Приймемо в якості робочої систему осей .
Примітка. Задачу можна розвязати в будь-якій системі координат, але для мінімізації та спрощення обчислень доцільно вибрати в якості робочої (базової) центральну систему осей одного із елементів складного перерізу.
[image: ]
Рис. 5.9
5. Запишемо формули для визначення координат центру ваги складного перерізу:

6. Обчислюємо площу складного перерізу:
 
7. Визначаємо статичні моменти складного перерізу відносно осей  і :


8. Підставимо отримані результати в співвідношення (див. п. 5) і визначимо координати центру ваги складного перерізу в системі координатних осей :
.
9. У відповідності з результатами обчислень покажемо на рис. 5.9 систему центральних координатних осей xOy і центр ваги складного перерізу – точку О.
Перевірка правильності розвязку. Центр ваги складного перерізу, що складається з двох простих частин, завжди лежить на лінії, що зєднує центри ваги простих частин. При цьому точка О ділить відрізок О1О2 на частини, зворотно пропорційні площам простих частин перерізу, тобто

 
4.3. Осьові, полярний і відцентровий моменти інерції перерізу
По аналогії з поняттям моменту інерції маси тіла відносмно довільної осі введемо поняття моментів інерції площі.
Осьовим (екваторіальним) моментом інерції перерізу відносно будь-якої осі називають суму добутків елементарних площадок  на квадрати відстаней від їх центрів ваги до цієї осі (рис. 5.10):
[image: ]				(4.12)
Відцентровим моментом інерції перерізу називають суму добутків елементарних площадок  на координати центрів ваги цих площадок відносно двох ортогональних координатних осей, розташованих в площині фігури, що розглядається:
		(4.13)
Полярним моментом інерції перерізу називають суму добутків елементарних площадок  на квадрат відстані від їх центрів ваги до будь-якого полюсу, причому в якості полюсу зазвичай вибирають початок координат (точка О на рис. 5.10):
				(4.14)
Моменти інерції вимірюють в одиницях довжини в четвертій степені (наприклад, ).
Із співвідношень (5.12) – (5.14) витікає, що при :
1) осьові і полярний моменти завжди більші від нуля:

2) величина відцентрового моменту інерції  може бути додатною, відємною або дорівнювати нулю.
Правило симетрії
Якщо переріз має вісь симетрії, то в системі координат, що включають цю вісь, відцентровий момент інерції тотожно дорівнює нулю. Справедливість цього правила є очевидною із рис. 5.3.
Пару ортогональних осей, відносно яких , називають головними осями інерції перерізу. 
Таким чином, якщо одна із двох осей є віссю симетрії, то вона і будь-яка перпендикулярна до неї вісь будуть головними осями інерції, оскільки відносно цих осей відцентровий момент інерції дорівнює нулю. 
Примітка. Момент інерції складного перерізу, що складається із n простих частин, дорівнює сумі моментів інерції його простих складових частин відносно тієї ж осі:
 
де  – моменти інерції n – ої простої складової частини перерізу;
n – кількість складових частин всього переізу.
4.4. Зв'язок між величинами ,  і 
За визначенням (4.14)
.
Якщо полюс  співпадає з початком координат системи осей xOy, то 

і тому
.	(5.15)
Таким чином, сума осьових моментів інерції перерізу відносно ортогональних осей x і y дорівнює полярному моменту інерції перерізу відносно початку координат і інваріантна при повороті системи координат.
Приклади визначення моментів інерції найпростіших геометричних фігур
Приклад 5.5. Визначити моменти інерції прямокутного перерізу, показаного на рис. 5.11, відносно осей x і y, які є осями симетрії перерізу.
Дано: . 
Необхідно визначити .
Розв’язок.
1. [image: ]Визначимо момент інерції відносно осі x.
Виділим в прямокутнику на відстані y від осі x елементарну площадку шириною b і висотою dy. Площа цієї площадки

Підставимо значення  в формулу (4.12) для визначення осьового моменту інерції
 
2. Визначаємо момент інерції відносно осі y.
Виконавши викладки, аналогічні попереднім, отримаємо
.
3. [image: ]Оскільки вісі x і y – вісі симетрії перерізу, то вони є головними центральними осями перерізу. Як наслідок, відцентровий момент інерції перерізу відносно системи осей xOy дорівнює нулю:
.
4. Визначимо полярний момент інерції:

Приклад 5.7.  Визначити моменти інерції перерізу коробчастого типу при умові, що осі x і y – осі симетрії перерізу (рис. 5.12).
Дано: 
Необхідно визначити 
Розв’язок.
1. Оскільки осі x і y – осі симетрії перерізу, то вони є головними центральними осями цього перерізу, тому положення центру ваги цього перерізу, є визначеним – точка перетину осей x і y (точка O), тоді
.
2. Знайдемо . Інтеграл суми дорівнює сумі інтегралів, тому
.
3. За аналогією визначаємо
.
[image: ]Приклад 5.8. Визначити моменти інерції круглого перерізу (рис. 5.13) відносно центральних осей x і y.
Дано: d.
Необхідно визначити .
Розв’язок.
1. Визначимо полярний момент інерції .
Виділимо в круглому перерізі елементарну кільцеву площадку товщиною  і радіусом ρ. Площа цієї площадки .
Підставимо значення  в формулу (4.14):
.
2. Визначимо осьові моменти  і .
Осьові моменти інерції круглого перерізу відносно всіх осей, що проходять через центр ваги, мають однакові значення, тобто .
Тоді 
.
Звідси

3. Оскільки осі x і y – осі симетрії перерізу, то вони є головними центральними осями цього перерізу, то як наслідок, відцентровий момент інерції цього перерізу відносно системи осей xOy дорівнює нулю: 
.
Приклад 5.9. Визначити моменти інерції кільцевого перерізу відносно центральних осей x і y (рис. 5.14).
Дано: 
Необхідно визначити .
Розв’язок.
1. Оскільки осі x і y – осі симетрії перерізу, то вони є головними центральними осями цього перерізу, тому положення центру ваги цього перерізу і точка O – є центр ваги
[image: ].
2. Визначимо полярний момент інерції перерізу
.
3. Знайдемо осьові моменти перерізу відносно осей x і y.
Осьові моменти інерції кільцевого перерізу відносно всіх осей, що проходять через центр ваги, мають однакове значення, тобто .
Тоді
.
[image: ]Приклад 5.10. Визначити моменти інерції прямокутного трикутника відносно осей, що співпадають з катетами (рис. 5.15).
Дано: 
Необхідно визначити 
Розв’язок.
1. Знайдемо осьовий момент інерції відносно осі .
Виділяємо в прямокутному трикутнику на відстані  від осі  елементарну площадку  шириною  і висотою . Площа цієї площадки
.
Із подібності трикутників визначаємо :

Тоді
.
2. За аналогією знайдемо осьовий момент інерції відносно осі 
.
3. Обчислюємо відцентровий момент інерції відносно осей  і 
.
Після підстановки  отримаємо
 
4.5. Зміна осьових і відцентрових моментів інерції при паралельному перенесенні осей
В розрахунках на міцність інженерних конструкцій і споруд досить часто виникає необхідність визначення осьових та відцентрових моментів інерції складних перерізів відносно осей, довільно розташованих по відношенню до центральних. Такі осьові і відцентрові моменти інерції можуть бути знайденими шляхом виконання двох операцій – паралельного перенесення і повороту відносно початку координат.
Розглянемо обчислення осьових і відцентрових моментів інерції при переході до осей, які є паралельними до центральних (рис. 5.16).
Дано:  осі x і y є центральними осями перерізу , тобто
,
.
Необхідно визначити 
За визначеннями (5.12), (5.13)
[image: ]		(5.16)
Із рис. 5.16 видно, що
					(5.17)
Підставивши значення  і  із рівнянь (5.17) в співвідношення (5.16), отримаємо:
 
 
 
В правих частинах цих співвідношень
 
 
і всі ці величини є заданими, тому в кінцевому випадку отримуємо:
				(4.18)
Таким чином осьовий момент інерції плоского перерізу віносно деякої осі, що лежить в площині перерізу фігури і є паралельною центральній осі, дорівнює осьовому моменту інерції цієї фігури відносно центральної осі плюс добутку площі перерізу фігури на квадрат відстані заданої осі від центральної.
Відцентровий момент інерції перерізу відносно пари ортогональних осей, що лежать в площині перерізу і паралельних центральним, дорівнює відцентровому моменту інерції перерізу відносно пари ортогональних центральних осей плюс плюс добуток площі перерізу на координати центру ваги перерізу в новій системі координат. При визначенні відцентрового моменту інерції обовязково враховують знаки координат відносно заданих осей.
Примітка. З перших двох співідношень системи (4.18) витікає, що із всієї множини осей, паралельних будь-якому координатному напрямку, центральна вісь відрізняється тим, що осьовий момент інерції відносно цієї осі має мінімальне значення.
4.6. Зміна осьових і відцентрових моментів інерції перерізу при повороті координатних осей
[image: ]Дано:  Система  отримана із вихідної шляхом повороту її на кут 𝛂 відносно початку координат (показаний на рис. 5.17 напрямок повороту – проти годинникової стрілки – будемо вважати додатним).
Необхідно визначити . 
За визначеннями (4.12), (4.13)
 				(4.19)
Із рис. 5.17 бачимо, що
				(4.20)
Підставимо значення  і у вираз системи (5.19):
		(4.21)
			(4.22)
З врахуванням того, що у виразах (4.21) і (4.22)
 
і всі ці величини є заданими, отримуємо в кінцевому виразі для визначення осьових моментів інерції перерізу при повороті осей:
		(4.23)
Перейдемо до знаходження відцентрового моменту інерції перерізу:
.
З врахуванням того, що в цьому виразі
 
 
і всі ці величини є заданими, отримуємо в кінцевому виразі
			(4.24)
Примітка. 
1. 1. У формулах (4.23), (4.24) вихідні осі – довільні (не обовязково центральні).
2. Вирази (4.23), (4.24) є періодичними функціями з найменшим періодом  і залежить від 𝛂.
3. При повороті осей на  відцентровий момент інерції змінює свій знак, а осьові моменти інерції завжди залишаються додатними (при будь-якому значенні 𝛂).
5.7. Інваріантність суми осьових моментів інерції перерізу відносно повороту осей
Знайдемо суму осьових моментів інерції із рівнянь (4.23):
 
Звідси з врахуванням того, що , отримаємо
			(4.25)

Це положення, по суті, було доведено раніше. Було показано (див. рівняння (4.15)), що
.
Таким чином, при фіксованому положенні полюсу величина  не змінюється або, іншими словами, сума двох осьових моментів інерції відносно будь-якої пари ортогональних осей, що виходять із однієї точки, є величиною постійною.
4.8. Головні осі і головні моменти інерції перерізу
Із співвідношень (4.23) видно, що функції  і  є безперервними і періодичними з найменшим періодом π. Крім цього, як витікає з рівняння (4.25), сума цих функцій – є величиною постійною і для перерізу визначених розмірів – величина визначена. Графічно це представлено на рис. 5.18.
Із цього рисунка видно, що в межах періоду існує таке значення  (а також ), при якому осьові моменти інерції перерізу набувають одночасно екстремальних значень.
Для визначення величини  придиференціюємо одне із співвідношень (4.23) (наприклад перше) по  і прирівняємо його до нуля:
 
Звідси 
			(4.26)
і в кінцевому результаті
.				(4.27)
Визначимо величину відцентрового моменту інерції перерізу при . Перепишемо вираз (4.26) у вигляді: 
			(4.28)
і підставимо в рівняння (4.24) значення першої складової правої частини за формулою (4.28)
		(4.29)
Таким чином, при :
1) осьові моменти інерції перерізу набувають одночасно екстремальні значення;
2) [image: ]відцентровий момент інерції перерізу стає рівним нулю.
На основі отриманих результатів мощна сформулювати наступні визначення:
Осі, відносно яких осьові моменти інерції набувають одночасно екстреманих значень, а відцентровий момент інерції перерізу стає рівним нулю називаються головними осями інерції перерізу.
Якщо головні осі інерції перерізу проходять через його центр ваги, то вони називаються головними центральними осями інерції.
Осьові моменти інерції перерізу відносно його головних осей називаються головними моментами інерції перерізу.
Положення головних осей інерції знаходять за формулою (4.27).
Для визначення величин головних моментів інерції перерізу перепишемо співвідношення (4.23), використавши тригонометричні співвідношення (при )
 
у вигляді
; 
;
або
		(4.30)
Виключимо із відомих тригонометричних співвідношень
 
 за допомогою виразу (5.27) та отримаємо

Тоді співвідношення (5.30) можна записати у вигляді:
 
Після перетворень остаточно отримуємо:
.	(4.31)
Зауваження  
1. Отриманий за допомогою виразу (5.27) кут належить відкладати проти годинникової стрілки, якщо , і за годинниковою стрілкою, якщо .
2. Вісь, відносно якої головний момент інерції перерізу має максимальне значення, знаходиться на найкоротшій кутовій відстані від тієї центральної осі перерізу ( чи ), відносно якої осьовий момент інерції є більшим.
3. Із розглянутого раніше правила симетрії витікає, що якщо хоча б одна із осей є віссю симетрії перерізу, то ця система взаємно перпендикулярних осей є системою головних осей інерції перерізу.
Розглянемо деякі приватні випадки.
1. Якщо  і , то із формули (4.24)

витікає, що значення відцентрового моменту інерції відносно будь-якої взаємно перпендикулярних осей , дорівнює нулю. Як наслідок, будь-які осі, отримані шляхом повороту системи координат xOy, є головними осями інерції ( як і осі x і y). Таким чином,
.
2. Якщо фігура має більше двох осей симетрії, то її осьові моменти інерції.
Направимо одну із осей (x або y) по одній із осей симетрії, а другу – перпендикулярно до неї. Відносно цих осей відцентровий момент інерції Якщо фігура має більше двох осей симетрії, то будь-яка із них складає гострий кут з віссю y. Позначимо таку вісь y1, а перпендикулярну до неї вісь -   
Відцентровий момент інерції , оскільки вісь  є віссю симетрії. За формулою (4.24)
,
але поскільки
,
то
.
Тоді у відповідності з пунктом 1 моент інерції відносно будь-якої осі має одне і те ж значення, і будь-які осі, отримані шляхом повороту системи координат xOy , є головними осями інерції.
Із цього витікає, що для всіх правильних фігур (квадрату, круга, рівностороннього трикутника і т.п.) моменти інерції відносно всіх центральних осей є рівними між собою, і всі ці осі є головними осями інерції.
3. Якщо  і , то із формули (4.27)


В цьому випадку головні осі інерції нахилені до вихідних осей x і y під кутом 
Запитання для самоконтролю:
1. Назвіть основні геометричні характеристики поперечних перерізів.
2. Для чого необхідні характеристики плоских перерізів?
3. Що таке статичний момент плоскої фігури відносно осі?
4. Яку розмірність має статичний момент?
5. Чому дорівнює статичний момент відносно осі, що проходить через центр ваги перерізу?
6. Як визначити координати центру ваги простого і складного перерізів?
7. Які вісі називають центральними осями?
8. Що називають осьовим, полярним та відцентровим моментами інерції перерізу?
9. Яку розмірність мають моменти інерції перерізу?
10. [bookmark: _GoBack]Чому осьові і полярні моменти інерції площі перерізів не можуть бути від’ємними? 
11. Відносно якої із паралельних осей осьовий момент інерції буде найменшим?
12. Який вигляд мають формули переходу для обчислення моментів інерції при паралельному перенесенні осей?
13. За допомогою яких виразів визначають величини головних моментів інерції і положення головних осей?
14. Які осі називають головними осями інерції?
15. Які осі називають головними центральними осями інерції?
16. Які властивості мають головні центральні моменти перерізів?
17. Чому дорівнює відцентровий момент інерції відносно головних центральних осей?
18. Положення головних осей яких перерізів можна вказати без обчислення?
19. Чи зміниться сума осьових моментів інерції відносно двох ортогональних осей при їх обертанні?
20. Чому дорівнюють осьові моменти інерції круга і кільця відносно осей, що проходять через їх центри ваги?
21. Чому дорівнюють осьові моменти інерції прямокутника і прямокутного трикутника відносно осей, що проходять через їх центри ваги?
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