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5.1. Постановка задачі цілочислового лінійного програмування 

 

Велика частина галузей економіки випускає продукцію чи послуги, які 

вимірюються цілими числами, це, наприклад, приладо- і машинобудування, 

легка промисловість та ін. Разом з тим в інших галузях, в яких продукція за 

специфікою не є цілочисловою застосовуються новітні технології виробництва і 

пакування. У результаті продукція, що випускається, має цілочисловий вимір, а 

це означатиме, що загальна лінійна модель, яка застосовується для планування 

обсягів виробництва, повинна включати обмеження на цілочислові значення 

невід’ємних змінних. Наявність таких обмежень ускладнює методи розв’язку 

задач оптимізації на підприємствах. 

Існує доволі широкий клас задач математичного програмування, в 

економіко-математичних моделях яких одна або кілька змінних мають набувати 

цілих значень. Наприклад, коли йдеться про кількість верстатів у цеху, корів у 

сільськогосподарських підприємствах, чисельність працівників тощо, тобто 

коли така вимога випливає з особливостей технології виробництва та 

економічної сутності задачі.. 

Зустрічаються також класи задач, які на перший погляд не мають нічого 

спільного з цілочисловими моделями, проте формулюються як задачі 

цілочислового програмування. Вимоги дискретності змінних у явній чи неявній 

формах притаманні таким практичним задачам, як складання послідовності 

виробничих процесів; календарне планування роботи підприємства; планування 

і забезпечення матеріально-технічного постачання, розміщення підприємств, 

розрахунок капіталовкладень, планування використання обладнання тощо. 

Задача математичного програмування, змінні якої повинні набувати 

цілих значень, називається задачею цілочислового програмування. У випадках, 

коли цілочислових значень набувають не всі, а одна чи кілька змінних, задача 

називається частково цілочисловою. 

До цілочислового програмування належать також задачі оптимізації, в 

яких змінні набувають лише двох значень – 0 або 1 (бульові, або бінарні, 

змінні). 
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Умова цілочисловості є нелінійною і може зустрічатися в задачах, що 

містять як лінійні, так і нелінійні функції. Ми розглянемо задачі математичного 

програмування, в яких крім умови цілочисловості всі обмеження та цільова 

функція є лінійними, що мають назву цілочислових задач лінійного 

програмування. 

Загальна цілочислова задача лінійного програмування записується 

наступним чином: 

Знайти максимум (мінімум) функції  
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Слід зазначити, що класична транспортна задача та інші задачі 

транспортного типу (задача про призначення, найкоротший шлях і т. ін.) з 

цілочисловими параметрами початкових умов забезпечують цілочисловий 

розв’язок без використання спеціальних методів. Однак у загальному випадку 

вимога цілочисловості змінних значно ускладнює розв’язування задач 

математичного програмування. 

 

5.2. Геометрична інтерпретація розв’язків цілочислових задач 

лінійного програмування на площині 

Для знаходження оптимального розв’язку цілочислових задач 

застосовують спеціальні методи. Найпростішим методом розв’язування 

цілочислової задачі є знаходження її оптимального розв’язку як задачі, що має 

лише неперервні змінні, з подальшим округленням останніх. Такий підхід є 

виправданим тоді, коли змінні в оптимальному плані набувають досить великих 

значень порівняно до одиниці їх виміру. 

Нехай, наприклад, у результаті розв’язування задачі про поєднання 

галузей у сільськогосподарському підприємстві одержали оптимальну кількість 

корів – 1235,6. Округливши це значення до 1236, не припустимося значної 

похибки. Проте в деяких випадках такі спрощення призводять до істотних 

неточностей. Наприклад, множина допустимих розв’язків деякої 

нецілочислової задачі лінійного програмування матиме вигляд, поданий на 

рис. 5.1. 

Максимальне значення функціоналу для даної задачі знаходиться в точці 

В. Округлення дасть таке значення оптимального плану х1=3; х2=3 (точка D на 
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рис. 5.1). Проте, точка D не може бути розв’язком задачі, оскільки вона навіть 

не належить множині допустимих розв’язків (чотирикутник ОАВС), тобто 

відповідні значення змінних не задовольнятимуть систему обмежень задачі. 

 
Зауважимо, що геометрично множина допустимих планів будь-якої 

лінійної цілочислової задачі являє собою систему точок з цілочисловими 

координатами, що розташовані в середині опуклого багатокутника допустимих 

розв’язків відповідної нецілочислової задачі. Отже, для розглянутого на рис. 5.1 

випадку множина допустимих планів складається з 9 точок (рис. 5.2), які 

утворені перетином сімейства прямих, що паралельні осям Ох і Oy і проходять 

через точки з цілими координатами 1, 2, .... 

Для пошуку цілочислового оптимального розв’язку пряму, що відповідає 

цільовій функції, пересуваємо у напрямку вектору нормалі 


N до перетину з 

останнім вузлом утвореної цілочислової сітки. Цей вузол визначає точку, 

координати якої дають оптимальний цілочисловий розв’язок. В нашому 

прикладі оптимальний цілочисловий розв’язок відповідатиме точці М (х1=2; 

х2=2). 
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Очевидно, особливість геометричної інтерпретації цілочислової задачі 

порівняно зі звичайною задачею лінійного програмування полягає лише у 

визначенні множини допустимих розв’язків. 

Площина допустимих розв’язків загальної задачі лінійного 

програмування є опуклим багатогранником, вимога цілочисловості розв’язку 

веде до множини допустимих розв’язків, що складається з окремих точок. Тоді 

як для випадку двох змінних розв’язок можна відшукати графічним методом і 

використання цілочислової сітки дає можливість досить просто знайти 

оптимальний розв’язок, для загального випадку треба скористатись 

спеціальними методами. 

 

5.3. Загальна характеристика методів розв’язування цілочислових 

задач лінійного програмування 

Для пошуку оптимальних планів задач цілочислового програмування 

застосовують такі групи методів: 1) відтинання; 2) комбінаторні; 3) 

наближені. 

Основою методів відтинання є ідея поступового звуження площини 

допустимих розв’язків розглядуваної задачі. Пошук цілочислового оптимуму 

починається з розв’язування задачі з так званими послабленими обмеженнями, 

тобто без урахування вимог цілочисловості змінних. Далі введенням у модель 

спеціальних додаткових обмежень, що враховують цілочисловість змінних, 

багатокутник допустимих розв’язків послабленої задачі поступово зменшуємо 

доти, доки змінні оптимального розв’язку не набудуть цілочислових значень. 

До групи методів відтинання належать методи: 

а) розв’язування повністю цілочислових задач (дробовий алгоритм 

Гоморі); 

б) розв’язування частково цілочислових задач (другий алгоритм Гоморі, 

або змішаний алгоритм цілочислового програмування). 

Комбінаторні методи цілочислової оптимізації базуються на ідеї 

перебору всіх допустимих цілочислових розв’язків, однак вони реалізують 

процедуру цілеспрямованого перебору, під час якої розглядається лише частина 

розв’язків (досить невелика), а решта враховується одним зі спеціальних 

методів. 

Найпоширенішим у цій групі методів є метод гілок і меж. Починаючи з 

розв’язування послабленої задачі, цей метод передбачає розбиття початкової 

задачі на дві підзадачі виключенням областей, що не мають цілочислових 

розв’язків, і дослідженням кожної окремої частини многокутника допустимих 

розв’язків. 

Для розв’язування задач із бульовими змінними застосовують 

комбіновані методи, причому оскільки змінні є бульовими, то методи пошуку 

оптимуму значно спрощуються. 

Досить поширеними є також наближені методи розв’язування 

цілочислових задач лінійного програмування. Оскільки для практичних задач 
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великої розмірності за допомогою точних методів не завжди можна знайти 

строго оптимального розв’язку або для розв’язування задачі використовуються 

наближено визначені, неточні початкові дані, часто в реальних задачах 

достатньо обмежитись наближеним розв’язком, пошук якого є спрощеним. 

Значна частина наближених алгоритмів базується на використанні 

обчислювальних схем відомих точних методів, таких, наприклад, як метод 

гілок і меж. 

До наближених методів відносяться: метод локальної оптимізації 

(метод вектору спаду); модифікації точних методів; методи випадкового 

пошуку та ін. 

 

5.4. Приклади застосування цілочислових задач лінійного 

програмування у плануванні та управлінні виробництвом 
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